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À  SA  MAJESTÉ 


LE  ROI 

CHARLES  ALBERT 


Suce  ; 


V  ÔTRE  M  aj esté  a  daigné  m  accorder  la  permission  de 
publier  cet  Ouvrage  sous  ses  auspices.  Je  sens  tout  le 
prix  de  cet  honneur;  et  après  avoir  exécuté  une  aussi 
vaste  entreprise 5  sans  cesse  soutenu  par  une  forte  volonté 
de  mettre  la  théorie  de  la  Lune  en  parfaite  harmonie  avec 
l  observation^  je  ne  pouvais  pas  souhaiter  davantage. 


Votre  Majesté  m'a  prévenu  par  des  marques  si  éclatan¬ 
tes  de  sa  protection  et  de  sa  haute  bienveillance  ,  qu'il  y 
aurait  de  l  ingratitude  de  ma  part  ,  à  ne  pas  Lui  témoigner 
publiquement  à  quel  point  j' en  suis  touché . 

Le  mouvement  imprimé  par  Votre  Majesté  aux  Sciences 
et  aux  Lettres  par  la  création  d'un  nouvel  Ordre  ,  destiné 
à  récompenser ,  dans  ses  Etats  ,  le  mérite  transcendant  ,  et  a 
maintenir  sans  cesse  allumé  le  flambeau  des  Beaux  Arts  , 
fera  de  V otre  règne  une  époque  à  jamais  mémorable  pour 
le  Piémont. 

Je  m'acquitte  aujourd'hui  d'un  devoir ,  et.  je  profite  de 
la  circonstance  la  plus  glorieuse  de  ma  vie  pour  rendre 
à  Votre  Majesté  un  hommage  pur ,  dicté  par  la  plus  vive 
reconnaissance.  A  ce  seul  titre ,  j'ose  croire  qu'Elle  dai¬ 
gnera  l' accueillir  avec  bonté. 

Chaque  partie  des  connaissances  humaines  a  son  lan¬ 
gage  et  son  style:  malheureusement ,  cette  branche  de  la 
Mécanique  Céleste  ne  permet  pas  de  traduire  en  peu  de 
mots  ,  à  l'aide  du  langage  ordinaire  ,  les  principaux  résul¬ 
tats,  qui  sont  le  fruit  réel  d'un  enchaînement  de  calculs 
aussi  compliqués.  J'ai  cependant  essayé  de  surmonter  celte 
difficulté  $  mais  je  dois  f  ous  avouer,  Sire5  V inutilité  de 
mes  efforts.  J'ai  du  céder  à  V inflexibilité  de  V Algèbre, 


pour  ne  point  voir  V obscurité  et  la  complication  prendre 
la  place  de  la  clarté  et  de  la  concision  qui  sont  inhérentes 
au  langage  algébrique  ;  aux  signes  de  ce  puissant  instru¬ 
ment  de  V entendement  humain  auquel  on  doit  plusieurs 
de  ces  grandes  découvertes  qui ,  sous  d'autres  formes  ,  se 
répandent  dans  la  société  par  de  nombreuses  applications 
utiles , 

C'est  ainsi  que  les  théories  abstraites  de  la  Dynamique 
acquièrent  une  importance  majeure  lorsqu'on  les  applique 
au  mouvement  de  la  Lune,  Cet  astre  ,  qu'on  a  d'abord  cru 
n'avoir  été  donné  à  la  Terre  que  pour  Véclairer  pendant 
les  nuits  5  offre  à  l'espèce  humaine  un  avantage  plus  pré¬ 
cieux,  Ilipparque  de  Bithjrnie ,  deux  siècles  avant  notre 
ère ?  avait  déjà  compris  ,  que  les  éclipses  de  Lune  pouvaient 
servir  a  la  de  ter  minât  ion  des  longitudes  géographiques • 
Seize  siècles  après  lui.  Copernic ,  en  établissant  le  double 
mouvement  de  la  Terre,  fit  sortir  V Astronomie  de  la  sphère 
étroite  qui  l'avait  renfermée  jusqu  alors,  et  amena  bientôt 
sur  la  scène  du  monde  savant  V immortel  Galilée,  qui,  met¬ 
tant  à  profit  une  de  ses  découvertes,  proposa  pour  le  même 
objet,  l'observation  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
Mais  de  pareils  moyens  sont  incertains,  et  tout-h  fait 
insuffisans  pour  déterminer  les  longitudes  en  mer.  Les 


Astronomes  du  1 6.'"'e  siècle  sentirent  déjà  que  la  Lune ,  par 
la  rapidité  de  son  mouvement ,  pouvait  fournir  un  moyen 
plus  exact  et  d'un  usage  journalier.  Cette  idée  était  sans 
doute  très-ingénieuse.  Il  est  vrai  quelle  ne  fut  d'abord 
qu'une  spéculation  inutile  aux  besoins  de  la  navigation ,  et 
que  pendant  trop  long-temps  encore  plusieurs  navigateurs 
périrent  victimes  de  l'estime  incertaine  obtenue  par  le  Loch 
et  la  Boussole.  Mais  après  la  découverte  des  instrumens  à 
réflexion,  faite  en  1781,  on  est  revenu  avec  plus  d'ardeur 
à  l'idée  radicale ,  d'employer  le  mouvement  de  la  Lune 
pour  déterminer  les  longitudes  ;  et  par  des  perfectionne- 
mens  graduels ,  cette  méthode  a  enfin  été  portée  de  nos 
jours  au  rang  des  decouvertes  qui  réunissent  la  grandeur , 
l  utilité,  et  le  mérite  de  la  difficulté  vaincue. 

Sike,  c'est  à  ces  considérations ,  c'est  à  la  noble  cu¬ 
riosité  qu'excite  en  nous  l  explication  de  l'étonnant  phé¬ 
nomène  du  (lux  et  reflux  de  l'Océan ,  et  le  calcul  exact 
des  éclipses  pour  les  siècles  passés  et  à  venir ,  qu  est  due 
l  importance  attachée  aux  travaux  des  Savans  qui  tendent 
à  perfectionner  nos  connaissances  sur  le  mouvement  du 
satellite  de  la  Terre. 

J'ignore  quel  sera  le  sort  de  cette  nouvelle  théorie 
de  la  Lune,  malgré  V avantage  incontestable  quelle  a 


de  représenter  fidèlement  ce  genre  de  phénomènes  par 
une  déduction  toujours  conforme  au  grand  principe  de  la 
gravitation  universelle .  Il  y  a  loin  de  ce  principe  dû  ci 
Newton  à  ces  craintes  chimériques  causées  autrefois  par 
V apparition  de  certains  phénomènes  célestes  ;  il  y  a  loin 
de  là  à  ces  premières  observations  astronomiques  ,  qui  ne 
présentaient  que  des  faits  isolés  5  presque  sans  attrait  pour 
une  imagination  impatiente  de  remonter  à  la  cause  qui 
établit  entre  eux  une  liaison  analytique. 

Egalement  éloigné  de  la  crédulité  et  de  la  prévention , 
f ignore ,  si*  la  liberté  avec  laquelle  j'ai  discuté  les  recher¬ 
ches  antérieures  dans  les  points  qui  ne  me  paraissaient 
pas  à  V abri  de  toute  objection  5  sera ,  en  général 9  blâmée  ou 
approuvée  ;  ou  du  moins  permise  à  un  ami  sincère  de  la 
vérité  5  qui  peu  content  de  la  voir  parfois  rencontrée  par 
un  heureux  hasard ?  exige  quelle  soit  toujours  solidement 
établie  par  le  calcul  et  par  F observation.  Mais  fai  F  intime 
conviction  d'avoir  toujours  émis  l  opinion  que  je  in  étais 
formée  d'après  mes  calculs  et  mes  réflexions  ;  de  n  avoir 
rien  négligé  5  rien  avancé  légèrement  ;  et  d'avoir  fait  enfin 
tout  ce  qui  dépendait  de  moi  pour  rendre  cet  Ouvrage 
moins  indigne  d'être  dédié  à  Votre  Majesté. 

Mes  voeux  seraient  remplis  ,  si*  par  là  j'attestais  à 


la  postérité ,  autant  quil  est  en  mon  pouvoir  ,  que  Votre 
Majesté  savait  apprécier  et  dignement  encourager  V étude  de 
la  plus  sublime  parmi  les  Sciences  naturelles  ;  de  V Astro¬ 
nomie ,  qui  constitue  le  plus  noble  litre  de  V intelligence 
humaine . 

Je  supplie  Votre  Majesté  d'agréer  les  sentimens  du  très- 
profond  respect  avec  lequel  je  suis , 


Sire  , 


De  Votre  Majesté, 


À  Turin  le  7  septembre  i83a. 


Le  tres-humblc  et  très-obéissant  serviteur 
't  fidèle  sujet  JEAN  PLANA. 


DISCOURS  PRÉLIMINAIRE. 


La  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune  exposée  dans  cet 
ouvrage  dérive  du  seul  principe  de  la  gravitation  universelle  , 
et  n’emprunte  de  l'observation  que  les  données  indispensables, 
c’est-à-dire  les  constantes  arbitraires  du  problème.  Les  trois 
coordonnées  de  cet  astre ,  dont  la  formation  pour  un  temps 
indéfini  constitue  le  but  que  l'on  veut  atteindre,  se  trouvent, 
en  dernière  analyse ,  exprimées  par  des  fonctions  littérales  et 
explicites,  qu'il  a  suffi  de  réduire  en  nombres  pour  obtenir 
les  coefficiens  des  inégalités  immédiatement  comparables  avec  le 
résultat  des  observations  astronomiques. 

Les  inégalités  de  la  longitude  vraie  renferment  toutes  celles 
qui  peuvent  se  trouver  dans  son  expression ,  depuis  les  quantités 
du  premier  ordre  jusqu’à  celles  du  cinquième  ordre  inclusivement  : 
c’est  là  le  terme  de  l'approximation ,  généralement  parlant. 
Mais  on  a  poussé  plus  loin  le  développement  des  coefficiens, 
qui ,  eu  égard  à  la  lenteur  de  la  convergence  des  séries  par 
lesquelles  ils  sont  exprimés,  exigent  la  considération  des  quan¬ 
tités  d  un  ordre  supérieur  au  cinquième.  Telle  est  la  raison  de 


II 


l’inégalité  que  Ton  voit  régner  dans  dette  théorie ,  relativement 
au  maximum  de  l’ordre  jusqu’auquel  les  coefficiens  ont  été 
développés.  C’est  ainsi ,  par  exemple ,  que  le  coefficient  de 
l’équation  séculaire  de  la  longitude  a  exigé  la  considération  des 
quantités  du  septième  ordre. 

Newton ,  à  faide  de  l’analyse  mathématique,  a  pu  déduire 
aisément  des  phénomènes  généraux  et  simples  la  loi  de  la  gra¬ 
vitation  de  la  matière  ,  qui  par  son  universalité  et  l’égalité  de 
son  action  atteste  funité  du  plan  de  l’univers;  mais  l’application 
spéciale  de  cette  loi  aux  effets  très-composés  qui  ont  lieu  dans  le 
mouvement  des  satellites  entraîne  à  des  calculs  immenses.  Ces 
calculs  sont  remarquables  par  la  variété  et  par  la  finesse  des 
considérations  que  leur  exécution  demande,  pour  saisir  la  totalité 
des  termes  qui  demeurent  sensibles  après  les  intégrations ,  et 
pour  concevoir  par  quelles  combinaisons  s’opère  la  destruction 
plus  ou  moins  complète  de  ceux  qu’on  croirait  sensibles  d’après 
un  examen  moins  approfondi. 

Chaque  coefficient  des  inégalités  lunaires  peut  être  considéré 
comme  une  fonction  éminemment  transcendante  des  constantes 
arbitraires,  qu’il  est  impossible  de  présenter  sous  une  forme  finie, 
indépendamment  du  signe  intégral.  Et  cela  ne  paraîtra  pas  sur¬ 
prenant,  si  l’on  réfléchit  que  plusieurs  questions  infiniment  plus 
simples,  sont,  à  cet  égard,  dans  un  cas  semblable.  On  ne  peut 
donc  connaître  que  par  leur  développement  les  fonctions,  à 
l’aide  desquelles  on  veut  exprimer  le  mouvement  de  la  Lune, 
soumise  à  faction  simultanée  de  la  Terre  et  du  Soleil.  La 
méthode  des  approximations  successives  peut,  seule ,  fournir 
ces  développemens  par  un  procédé  uniforme  dans  sa  marche, 
et  mettre  en  évidence  les  différentes  parties  du  premier,  second, 
etc.  ordre,  qui  appartiennent  aux  fonctions  ainsi  développées. 
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La  solution  du  problème  perd  par  là  le  caractère  inhérent 
aux  solutions  en  termes  finis;  mais  elle  ne  cesse  pas  de  de¬ 
meurer  strictement  littérale,  et  d’être  applicable  même  dans 
les  cas  où  des  causes  accidentelles  changeraient  sensiblement, 
entre  certaines  limites  ,  les  élémens  actuels  de  l'orbite  de 
la  Lune.  Certes ,  rien  n’autorise  une  telle  hypothèse  ;  mais . 
en  opérant  comme  si  elle  pouvait  se  réaliser  dans  les  siècles 
à  venir ,  on  •  imprime  à  la  solution  du  problème  des  trois 
corps  un  caractère  plus  subordonné  à  la  doctrine  des  séries. 
Par  là  on  obtient  non-seulement  les  résultats  qui  peuvent 
satisfaire  aux  besoins  actuels  ,  mais  on  acquiert  en  outre  des 
connaissances  plus  étendues  sur  le  mode  de  leur  liaison  avec  les 
élémens  dont  ils  sont  fonction.  De  là  dérive  aussi  l'avantage  non 
moins  précieux  de  pouvoir  mesurer  le  degré  de  convergence  des 
différentes  séries,  qui,  réduites  en  nombres,  fournissent  les  coeffi- 
ciens  cherchés,  en  offrant,  par  leur  gradation  même,  un  moyen 
simple  pour  estimer  avec  assez  de  justesse  la  partie  négligée. 

La  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  déterminer  les  coeffi- 
ciens  des  inégalités  lunaires  est  analogue,  sous  un  certain  point 
de  vue,  à  la  méthode  exégétique  que  Viète  demandait  pour 
trouver,  par  des  opérations  successives,  toutes  les  pallies  de  cha¬ 
que  racine  d'une  équation  algébrique.  Newton ,  sans  abandonner 
la  condition  d’une  solution  purement  littérale,  a  donné  pour 
cet  objet  une  règle  connue  sous  le  nom  de  parallélogramme 
analytique ,  qui  fut  ensuite  démontrée  et  simplifiée  par  Lagrange. 
Cette  même  méthode  a  été  reprise,  perfectionnée,  et  étendue 
par  1  illustre  Auteur  de  la  Théorie  de  la  Chaleur.  Cependant 
on  ne  peut  se  dissimuler  que,  dans  la  théorie  des  courbes 
(pour  laquelle  cette  méthode  a  été  inventée)  il  y  a  une  cir¬ 
constance  qui ,  en  général ,  lui  procure  un  avantage.  Ici }  la 
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lettre  qui  règle  le  développement  étant  l’abscisse,  n’est  pas  un 
paramètre  proprement  dit,  et  on  peut  aisément  lui  donner  des 
valeurs  convenables  pour  la  convergence  des  séries  :  mais  en 
appliquant  la  même  méthode  à  une  équation  littérale,  renfer¬ 
mant  une  seule  inconnue ,  on  aurait  souvent  un  développe¬ 
ment  illusoire ,  sans  un  choix  préalable  du  paramètre  par 
rapport  auquel  il  convient  de  développer  la  racine  qu’on  aurait 
en  vue:  et  ce  choix  est  en  lui  meme  un  problème  difficile. 

L'idée  du  développement  des  fonctions  est  d’une  fécondité 
inépuisable.  L’opération  de  la  division  algébrique  en  offre  le 
premier  exemple  ;  et  c’est  en  l’approfondissant  que  Newton 
et  Leibnitz  ont  ouvert  une  carrière  immense  aux  applications 
de  l’analyse  mathématique.  Le  principe  radical  sur  lequel  tous 
les  développemens  reposent,  tire  son  origine  de  l’axiome,  que 
toute  quantité  peut  être  partagée  en  deux  parties  d’une  infinité 
de  manières.  En  arithmétique,  le  parti  qu’on  en  peut  tirer  est 
fort  borné;  mais  en  transportant  le  même  axiome  dans  l’algèbre, 
il  prend  un  caractère  imposant  par  le  contraste  entre  les  formes 
des  deux  parties  qui  composent  le  total.  Ici,  les  opérations  sont 
diversifiées,  et  peuvent  être  conduites  de  manière  que,  au  lieu 
de  choisir  arbitrairement  la  seconde  partie ,  on  tâche  de  la 
rendre  fort  petite  en  comparaison  de  la  première  :  et ,  par  des 
artifices  convenables  ,  on  s’efforce  d’exprimer  celle-ci  par  une 
suite  de  termes  dont  la  succession  est  réglée  par  une  loi  plus  ou 
moins  difficile  à  saisir.  Alors,  la  seconde  partie  qui  constitue 
ce  qu’on  nomme  le  reste  de  la  série,  peut  être  rendue  inférieure 
à  une  limite  donnée;  et  comme  telle,  tout  en  conservant  dans 
son  plein  la  difficulté  intrinsèque  qui  empêche  d'exprimer  la 
fonction  sous  forme  finie  ,  elle  rend  nulle  l’influence  de  cet 
obstacle,  en  la  faisant  tomber  sur  des  quantités  qu'il  est  permis 


de  négliger.  C  est  ainsi  que  le  périmètre  d’un  polygone  régulier 
peut  être  pris  pour  le  périmètre  du  cercle  circonscrit,  dès 
que  Ion  permet  de  négliger  les  quantités  décimales  d'un  rang 
déterminé. 

Si  les  restes  des  fonctions  transcendantes  ne  peuvent  pas 
disparaître  lorsqu  on  les  considère  isolément,  il  importe  d'observer 
qu  il  n’en  est  pas  ainsi  à  l’égard  de  leurs  combinaisons,  faites 
par  voie  d’addition,  ou  autrement.  Les  exemples  de  combinai¬ 
sons  de  fonctions  transcendantes  susceptibles  d'être  exprimées 
sous  forme  finie,  à  l’aide  de  quantités  transcendantes  d'un  ordre 
inférieur  et  de  quantités  algébriques,  sont  fréquens  dans  les 
recherches  d  analyse  pure.  Les  transcendantes  elliptiques  offraient 
déjà  des  exemples  fort  remarquables  des  réductions  de  ce  genre; 
mais  le  théorème  découvert  dans  ces  derniers  temps  par  M.  Abel 
en  offre  un  exemple  éminemment  frappant,  qui  ouvre  une  car¬ 
rière  nouvelle  aux  recherches  sur  le  calcul  intégral.  C’est  ainsi 
que  Viète  et  Harriot ,  dans  le  i  6.èmc  siècle,  ont  reculé  les  bornes 
de  la  théorie  des  équations  algébriques  par  la  découverte  de 
leurs  théorèmes  sur  la  composition  des  coefliciens. 

La  nécessité  d’avoir  séparément  les  coefliciens  des  inégalités 
lunaires ,  jointe  à  la  complication  des  équations  composées  d’un 
nombre  infini  de  termes ,  par  lesquelles  ils  peuvent  être  liés 
ne  permet  pas ,  dans  l’état  actuel  de  la  science  ,  d’imiter  les 
beaux  exemples  qu’on  vient  de  citer,  lorsqu’on  veut  en  tirer 
un  parti  réel  sans  être  séduit  par  des  idées  trop  spéculatives. 
Après  avoir  erré  dans  les  régions  sublimes  de  l'analyse,  après 
avoir  heurté  contre  les  écueils  qui  échappaient  à  la  vue  par  leur 
éloignement,  on  se  voit  contraint  de  replier  son  imagination, 
fatiguée  par  ces  efforts  inutiles,  sur  les  principes  élémentaires  de 
la  science,  pour  y  trouver  des  moyens  d’exécution,  qui,  par 
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leur  simplicité  meme ,  ne  soient  pas  arrêtés  par  les  opérations 
qu’ils  laissent  indiquées.  Alors  on  découvre  peu-à-peu,  que  la 
difficulté  réelle  de  la  théorie  de  la  Lune  tient  a  1  excessive 
complication  du  sujet ,  et  on  regarde  comme  une  faveur  de  la 
fortune,  attachée  à  la  disposition  actuelle  du  système  solaire, 
la  possibilité  d’un  développement  effectif  des  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  symboles  purement  algébriques  et 
convergens.  Un  examen  plus  approfondi  fait  ensuite  connaître 
que,  même  avec  cette  limitation,  on  a  des  obstacles  assez 
considérables  à  surmonter,  lorsqu’on  s’impose  la  condition  de 
déterminer ,  avec  la  précision  mathématique ,  les  coefficiens 
numériques  absolus  qui  affectent  les  quantités  littérales.  Ces 
coefficiens  sont  une  conséquence  nécessaire  du  principe  même 
de  la  pesanteur  universelle:  à  leur  égard,  l’idée  d’une  appro¬ 
ximation  ne  peut  pas  être  tolérée,  puisqu’on  sait  qu’ils  sont 
composés  d'un  nombre  fini  de  parties  rationnelles  ,  résultantes 
du  nombre  plus  ou  moins  grand  de  combinaisons  entre  lés 
argumens,  susceptibles  de  les  produire  relativement  à  chacun 
des  termes  pris  en  considération.  Il  est  vrai  qu’ici  la  possibilité 
démontrée  d’avoir  ces  nombres  mathématiquement ,  est ,  en 
quelque  sorte,  combattue  par  la  difficulté  d’une  exécution  qui  croît 
à  mesure  que  l’on  passe  d’une  approximation  à  la  subséquente. 
Mais  il  n’y  a  là  rien  de  surprenant  pour  ceux  qui  ont  réfléchi 
sur  la  puissance  et  sur  la  faiblesse  de  l’analyse  mathématique  : 
ils  auront  remarqué,  que  la  plupart  des  problèmes  de  l’astronomie 
physique  présentent  des  difficultés  d’exécution  qui  en  ont  souvent 
rallenti  les  progrès.  La  recherche  de  l’expression  du  mouvement 
du  périgée  lunaire  en  offre  un  exemple  frappant.  La  première 
approximation  a  pu  suffire  à  Newton ,  pour  avoir  le  mouvement 
progressif  du  noeud;  mais  elle  était  absolument  insuffisante  pour 


V*I 


celui  du  périgée.  Au  lieu  de  passer  à  la  seconde,  sans  être 
retenu  par  la  difficulté  de  l’exécution,  plusieurs  Géomètres  se 
sont  jétés  dans  bien  des  recherches  divergentes.  Enfin  Clairciut 
fit  cesser  les  doutes,  en  montrant  la  grandeur  absolue  du  second 
terme  de  ce  mouvement.  Le  problème  des  inégalités  séculaires 
des  planètes  est  un  des  plus  simples,  sous  le  rapport  de  la 
conception  des  termes  périodiques  qui  représentent  les  intégra¬ 
les  complètes  des  équations  linéaires,  dont  sa  solution  dépend. 
Cependant  on  n’ose  pas  l’attaquer  de  front ,  à  cause  de  la 
complication  inhérente  à  la  formation  d'une  équation  algébrique 
d'un  degré  égal  au  nombre  des  planètes,  dont  il  faudrait  dé¬ 
terminer  numériquement  les  racines.  L'incertitude  actuellement 
existante  sur  la  valeur  des  masses  des  planètes  peut  justifier  en 
partie  cette  lacune  laissée  par  les  Géomètres  dans  l'astronomie 
physique.  Mais  si  l'on  songe  qu'il  s’agit  de  fonctions  du  temps 
dont  la  période  embrasse  un  très-grand  nombre  de  siècles,  on 
sentira  naître  en  soi  un  vif  désir  de  suppléer  à  la  brièveté  de 
la  vie  par  un  travail  qui  pourrait  déjà  satisfaire ,  jusqu'à  un 
certain  point,  la  noble  curiosité  des  contemporains.  Une  foule 
de  questions  d’analyse  pure  présentent  des  obstacles  analogues  ; 
mais  leur  existence  arrête  rarement  les  applications  aux  sciences 
physico-mathématiques. 

Après  la  citation  de  ces  exemples ,  je  me  hâte  de  faire 
observer  (pour  prévenir  les  objections),  que  bien  souvent,  les 
obstacles  qui  se  rencontrent  à  la  naissance  des  théories  ma¬ 
thématiques  ,  tiennent  moins  à  l’exécution  des  calculs  qu'à  la 
juste  définition  de  ceux  qu’il  faudrait  entreprendre.  Le  calcul 
des  différentes  réductions  qu'on  doit  appliquer  aux  longueurs 
observées  d'un  pendule  composé  pour  être  ramenées  à  l  étal 
idéal  d'un  pendule  simple  isochrone  oscillant  dans  le  vide  au 
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niveau  de  la  mer  en  offre  un  exemple  digne  de  la  médita¬ 
tion  des  Géomètres  philosophes.  Dans  les  théories  de  Physique 
mathématique  sur-tout,  l'introduction  de  toutes  les  forces  qui 
concourent  à  la  production  des  phénomènes  constitue  la  prin¬ 
cipale  difficulté,  sans  parler  de  celles  qui  tiennent  au  calcul 
intégral  qu’il  faut  souvent  envisager  sous  un  nouveau  point  de 
vue.  S’il  fallait  produire  une  preuve  de  cette  vérité,  nous  la 
trouverions  dans  la  gradation  des  pas  franchis  par  Clairaut , 
Laplace  et  Poisson  pour  établir  solidement  la  théorie  de  l’action 
capillaire.  La  loi  de  la  gravitation  n’a  point  ces  difficultés;  les 
équations  différentielles  qui  renferment  les  lois  spéciales  des 
phénomènes  sont  faciles  à  former;  mais  la  déduction  effective 
de  ces  lois,  quoique  réglée  incontestablement  par  des  fonctions 
circulaires ,  devient ,  au  de  là  des  premiers  termes  ,  difficile  à 
découvrir  par  l’espèce  d’action  et  de  réaction  qui  existe  entre 
les  argumens  et  les  coefficiens  des  inégalités  à  longue  période. 
Ici ,  les  séries  se  ramifient  de  plus  en  plus  à  cause  de  rabais¬ 
sement  d’ordre  produit  par  les  intégrations,  et  leur  enchaînement 
n’est  pas  moins  indestructible  que  l’existence  de  ces  mêmes 
argumens. 

Les  théories  de  la  Lune  publiées  jusqu’ici  n’offrent  pas  une 
expression  littérale  et  explicite  des  trois  coordonnées  :  elles  portent 
toutes  le  caractère  d’une  solution  qu’on  pourrait  appeler  mixte, 
en  réfléchissant  qu’on  y  procède  par  des  opérations  algébriques 
entrelacées  avec  des  opérations  arithmétiques  ;  où  les  quantités 
numériques  absolues  se  trouvent  enveloppées  avec  les  valeurs 
spéciales  des  constantes  arbitraires.  Outre  cela,  on  ne  peut  pas 
dire,  à  la  rigueur,  que  l’approximation  ait  été  conduite  de 
manière,  que  les  coefficiens  y  sont  exacts  dans  les  quantités 
d'un  ordre  déterminé;  du  moins  au  de  là  du  troisième  ordre. 
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généralement  parlant.  Les  preuves  de  cette  assertion  se  déduisent 
des  résultats  memes  de  ces  théories,  en  les  ramenant  à  la 
forme  précise  que  nous  avons  adoptée.  Alors  on  voit  souvent 
des  différences  entre  les  coefficiens  numériques  absolus  qui 
disparaissent  par  un  examen  fait  avec  soin  sur  les  différentes 
parties  qui  concourent  à  leur  formation;  et  cela,  en  dévoilant 
l’omission  de  celles  résultantes  du  développement  de  quelques 
termes  du  même  ordre  et  de  la  même  forme  que  ceux  qu’on  a 
conservés.  Nous  avons  donné  plusieurs  exemples  de  comparaisons 
de  cette  espèce  dans  le  cours  de  cet  ouvrage;  et  il  faut  en 
examiner  les  détails  pour  se  persuader  de  leur  justesse.  Notre 
but,  dans  ces  comparaisons,  a  été  de  faire  voir  seulement,  que 
le  principe ,  par  sa  nature  inviolable,  de  tenir  compte  de  toutes 
les  quantités  du  même  ordre  n’a  pas  été  toujours  suivi;  et  que 
par  fois ,  on  s’en  est  affranchi  en  commettant  l'inconséquence  de 
conserver  des  termes  plus  petits  que  ceux  que  1  on  avait  négligés. 
Mais  nous  admettons  que,  non  obstant  de  pareils  défauts,  il 
est  possible ,  que ,  par  des  heureuses  compensations ,  on  soit 
tombé  sur  des  résultats  sensiblement  d’accord  avec  l’observation. 
Car  on  sait  bien,  que  les  erreurs  de  ce  genre  seront  considé¬ 
rablement  atténuées  après  la  réduction  en  nombres  des  facteurs 
qui  conservent  naturellement  la  forme  littérale  jusqu  à  la  fin 
de  l’intégration.  Mais  cela  n'empêche  pas  ,  que  leur  existence 
ne  soit  un  motif  suffisant  pour  rendre  la  solution  plus  ou 
moins  contraire  à  la  doctrine  des  séries  ,  et  faire  attribuer  le 
succès  à  des  relations  fortuites  entre  les  grandeurs  données 
par  l’observation. 

Un  moyen  efficace  que  nous  avons  employé  pour  soustraire 
notre  théorie  à  l’influence  de  ces  erreurs  faciles  à  commettre  dans 
une  recherche  aussi  compliquée  ,  fut  celui  de  développer  sans 


cesse  les  diviseurs  qui  naissent  de  1* intégration,  et  d’arrêter  les 
produits  des  différentes  fonctions  là  où  les  termes  subséquens 
seraient  d’un  ordre  supérieur  à  celui  que  l’on  considère.  Alors , 
on  peut  effectivement  sommer  un  fort  grand  nombre  de  termes 
de  la  même  espèce  et  par  là  diminuer  la  complication.  Mais 
il  est  possible  que  l’application  trop  réitérée  d’un  tel  principe 
ait  en  lui-même  l’inconvénient  de  diminuer  la  convergence  des 
séries.  Sur  cela  nous  n’avons  rien  à  opposer.  Nous  accorderons 
sans  peine  qu’il  est  possible  de  présenter  les  coefficiens  des 
inégalités  lunaires  par  des  fonctions  des  élémens  sous  une  forme 
différente  de  la  notre,  qui  aurait  l'avantage  de  les  rendre  plus 
convergens ,  tout  en  demeurant  dans  les  quantités  du  même 
ordre.  C’est  ainsi,  par  exemple,  que  la  fonction  Log.  (i+x) 
existe  développée  sous  les  deux  formes 
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dont  la  seconde  est  plus  convergente  que  la  première  pour 
toute  valeur  de  x  qui  soit  une  fraction  proprement  dite.  Mais, 
s’il  est  facile  d’imaginer,  en  général,  l’existence  des  formes 
ainsi  variées  ;  il  faut  avouer  qu’il  est  très-difficile  de  réaliser 
avec  succès  une  telle  conception  dans  la  Théorie  de  la  Lune. 
La  complication  inhérente  aux  formes  qui  conservent  les  signes 
d’opérations  non  exécutées  deviendrait  bientôt  un  obstacle  insur¬ 
montable  pour  une  solution  littérale  telle  que  nous  la  voulions; 
où  l’approximation  devait  être  poussée  assez  loin  pour  mettre 
la  théorie  d’accord  avec  l’observation.  La  forme  que  nous  avons 
adoptée  permet  du  moins  d’atteindre  lentement  cette  limite. 

Cette  dernière  phrase  demande  un  développement  propre  à 
expliquer  ici  en  peu  de  mots  à  quoi  tient  la  circonstance  du 
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grand  nombre  de  pages  dont  est  composée  cette  Théorie  de  la 
Lune.  Pour  cela,  il  faut  avant  tout  observer,  que  nous  avons 
voulu  montrer  l’origine  même  de  cette  théorie,  et  ses  états 
successifs.  Or,  pour  un  problème  comme  celui-ci,  que  l’on  est 
forcé  de  résoudre  par  approximation,  il  ne  suffit  pas  de  donner  les 
derniers  résultats  en  indiquant  la  marche  suivie  pour  les  obtenir: 
on  peut  encore  souhaiter  d’avoir  préparés  les  moyens  propres 
à  pousser  plus  loin  les  séries  qui  expriment  les  coefficiens. 
Alors  on  sent  Futilité  des  résultats  intermédiaires  que  nous 
publions  :  et  d'ailleurs  cette  publication  devenait  indispensable 
pour  faciliter  autant  que  possible  les  moyens  de  vérification. 

Â  ce  sujet  je  ne  puis  mieux  déclarer  ma  pensée ,  qu'en 
appliquant  ici  à  la  totalité  de  l’ouvrage  ce  que  j’ai  dit  ailleurs 
en  ces  termes.  Il  m’eut  été  facile  de  présenter  les  résultats  qui 
y  sont  renfermés  dans  un  nombre  de  pages  beaucoup  plus  petit, 
si  j’avais  voulu  supprimer  les  produits  partiels  qui  mettent  en 
évidence  les  différentes  combinaisons  entre  les  argumens.  Mais, 
après  bien  des  réflexions,  j'ai  rejeté  ce  parti,  comme  nuisible 
aux  véritables  progrès  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  comme  peu 
conforme  aux  règles  d'une  stricte  loyauté  qui ,  à  mon  avis , 
doivent  être  observées  dans  un  ouvrage  de  cette  nature.  La 
puissance  de  l’analyse  ne  m’a  pas  paru  assez  énergique  pour  péné¬ 
trer  dans  cette  théorie  avec  une  marche  à  la  fois  sûre  et  rapide. 
H  est  rare  qu’on  soit  disposé  à  vérifier  des  résultats  aussi  éloignés 
de  leur  origine ,  lorsqu'il  faut  reconstruire  presqu'en  entier 
1  édifice  :  et  ceux  qui  se  livrent  à  un  semblable  travail  doutent 
par  fois  d’avoir  réellement  épuisé  toutes  les  combinaisons 
qui  concourent  à  la  formation  d'un  terme  déterminé.  C’est 
d  après  ces  considérations ,  que  j'ai  pensé  qu'il  valait  mieux 
tuultiplier  les  points  de  repos  en  publiant  la  totalité  des  résultats 


XII 


intermédiaires.  J’ose  espérer  que  les  erreurs  qui  me  seront 
échappées  seront  excusées,  eu  égard  à  l’excessive  complication  du 
sujet.  Je  n’ai  pu  me  faire  aider  par  personne;  j’ai  dû  traverser 
seul  cette  longue  chaîne  de  calculs,  et  il  n’est  pas  étonnant, 
si  ,  par  inadvertance ,  j’ai  omis  quelques  termes  qu’il  fallait 
considérer  pour  me  conformer  à  la  rigueur  de  mes  propres  prin¬ 
cipes.  J’ai  fait  tous  mes  efforts  pour  établir  avec  la  précision 
mathématique ,  au  moins  les  premiers  termes  des  coefficiens 
des  inégalités  lunaires.  Sans  cette  condition  capitale,  qui  peut 
avoir  de  l’influence  sur  les  progrès  futurs  de  l’analyse,  et  s’il 
était  uniquement  question  de  démontrer ,  que  la  loi  de  la 
gravitation  universelle  suffit  pour  rendre  raison  des  principaux 
phénomènes  qu’on  observe  dans  le  mouvement  de  la  Lune  , 
j'aurais  regardé  comme  à-peu-près  inutile  L’entreprise  de  m’engager 
dans  des  développemens  d'une  exécution  aussi  difficile.  Après 
les  travaux  de  Clairaut ,  de  U Alembert ,  à' Euler  ,  de  Tobie 
Muyer  et  de  Laplace ,  cette  question  était  irrévocablement 
décidée  en  faveur  de  l’attraction  Newtonienne.  Mais  il  fallait 
atteindre,  par  la  théorie,  le  degré  de  précision  que  donne  l’obser¬ 
vation,  et  il  fallait  mettre  en  évidence  le  nombre  effrayant  des 
combinaisons  auxquelles  il  est  nécessaire  d’avoir  égard  pour 
découvrir  avec  certitude  les  premiers  termes,  qui,  comme  je  l'ai 
déjà  dit,  peuvent  être  considérés  comme  nés  du  développement 
des  fonctions  éminemment  transcendantes  qui  sont  l’expression 
des  coefficiens  des  perturbations  lunaires.  C’est  l’accomplissement 
de  cette  tâche  qui  m’a  forcé  de  considérer  une  foule  de  termes 
qui  n  ont  aucune  existence  dans  la  classe  des  quantités  sensibles , 
quoiqu’ils  soient  du  même  ordre  qu’une  foule  d’autres  termes 
dont  la  considération  est  absolument  nécessaire.  Le  travail  serait 
moindre,  s’il  était  permis  d'estimer  la  grandeur  des  inégalités 
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d'après  la  simple  connaissance  de  l'ordre  analytique  du  coeffi¬ 
cient;  alors,  on  pourrait  renfermer  les  règles  à  suivre  pour 
cet  objet  dans  un  petit  nombre  de  préceptes  d'une  application 
facile.  Mais  lorsqu’on  pousse  fort  loin  le  calcul,  les  coefficiens 
numériques  absolus  nés  des  développemens  sont  d*une  grandeur 
tellement  différente  entr’eux,  qu'on  pourrait  être  entraîné  dans 
des  erreurs  graves  ,  si  l’on  n’avait  pas  égard  à  leur  influence. 
Tout  cela  tend  à  dilater  l'ouvrage,  et  quoique  souvent  l'avan¬ 
tage  se  réduise  à  dissiper  des  doutes,  on  doit  être  satisfait  d’avoir 
ainsi  dilaté  des  idées  théoriques,  dont  l’existence  est  dissimulée 
dans  le  résultat  des  observations. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  jusqu'ici,  peut  donner  une  idée 
de  la  nature  de  ces  recherches,  de  leur  étendue  et  de  l'esprit 
dans  lequel  elles  ont  été  entreprises;  mais  la  lecture  de  la  table 
des  matières  placée  à  la  tête  de  chaque  volume  peut ,  seule  , 
donner  la  connaissance  des  différentes  parties  qui  composent 
cet  ouvrage.  Néanmoins  il  peut  être  utile  d’avertir  ici,  que  le 
premier  volume  se  compose  de  deux  parties  distinctes.  La  pre¬ 
mière  comprend  l'exposition  purement  théorique  de  tout  ce 
qui  concerne  la  formation  des  équations  différentielles,  qui,  par 
leur  intégration,  doivent  fournir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune, 
en  prenant ,  comme  D'Alembert ,  la  longitude  vraie  pour  la 
variable  indépendante.  La  seconde  partie  comprend  le  per¬ 
fectionnement  ultérieur  qu'on  peut  donner  à  ces  coordonnées , 
lorsqu  on  suppose  connue  leur  expression  analytique  pour  ce 
qui  tient  à  1  action  de  la  Terre  censée  sphérique,  et  à  la  force 
perturbatrice  du  Soleil.  Le  premier  volume  renferme  par  là 
tous  les  principaux  résultats  qui  se  rattachent  à  cette  théorie, 
savoir;  les  trois  coordonnées  en  fonctions  de  la  longitude  vraie  et 
en  fonctions  explicites  du  temps,  ainsi  que  les  expressions  du 
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mouvement  du  noeud  et  du  périgée  accompagnées  de  la  partie 
séculaire  qui  les  affecte.  Toutes  ces  formules  sont  réduites  en 
nombres,  et  complétées  par  les  formules  propres  au  calcul  du 
mouvement  horaire.  La  Théorie  du  mouvement  de  la  Lune 
autour  de  son  centre  de  gravité  a  été  exposée  vers  la  fin  du 
même  volume. 

Je  n’ai  pas  développé  les  petites  inégalités  produites  par 
faction  directe  des  planètes  sur  la  Lune  :  à  cet  égard  les  ré¬ 
sultats  connus  ont  toute  la  précision  qu’on  peut  souhaiter. 

Le  second  volume  renferme  les  développemens  nécessaires 
pour  parvenir  aux  trois  coordonnées  de  la  Lune,  en  poussant 
l’approximation  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre  inclu¬ 
sivement. 

Le  troisième  volume  comprend  les  développemens  propres 
à  fournir  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième,  qui 
ont  été  ajoutées  aux  trois  coordonnées  pour  obvier  aux  inconvé- 
niens  qui  naissent  du  peu  de  convergence  de  plusieurs  séries. 

La  distribution  du  travail  m’a  forcé  de  placer  vers  le  commen¬ 
cement  de  ce  volume  plusieurs  recherches  relatives  à  la  constante 
de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  et  du  Soleil,  et  au  rap¬ 
port  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de  la  Terre.  Cette  dernière 
question  m’a  entraîné  dans  une  digression  sur  la  proposition 
xxxvi  du  3.ème  livre  des  Principes  de  Newton ,  dont  l’objet 
est ,  de  trouver  la  force  du  Soleil  pour  mouvoir  les  eaux  de 
la  mer.  J’ai  repris  ensuite  la  recherche  des  développemens 
ultérieurs  qui  se  rapportent  au  mouvement  du  noeud,  et  je 
l’ai  terminée  par  fanalyse  des  considérations  très-fines  par 
lesquelles  Newton  a  saisi ,  en  homme  de  génie ,  fanalogie 
existante  entre  le  mouvement  du  noeud  et  le  mouvement  de 
précession  des  équinoxes. 
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J  ai  trouvé  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  de 
la  Terre  égal  a  la  fraction  g^,  à  l  aide  d  une  nouvelle  déter¬ 
mination  du  coefficient  de  la  nutation  lunaire  fondée  sur  deux 
séries  de  déclinaisons  de  l’étoile  polaire  observées  en  1811,  et 
en  1823-24. 


La  première  de  ces  deux  séries  a  été  faite  à  Milan  par  le 
célèbre  astronome  M.r  Oriani ,  que  la  mort  vient  d’enlever  aux 
sciences.  Ses  grands  talens,  par  lesquels  il  a  illustré  l'Observatoire 
de  Milan  et  toute  PItalie,  le  rendaient  respectable,  et  feront 
regretter  sa  perte.  Honoré  de  sa  confiance  et  de  son  amitié  , 
J  ai  eu  occasion  d’admirer  souvent  la  pureté  et  la  noblesse  de 
son  caractère.  La  modestie  rehaussait  son  mérite,  le  sentiment 
de  la  jalousie  du  mérite  d’autrui  lui  était  inconnu.  Nul  homme 
n  était  plus  indifférent  que  M.r  Oriani  pour  ces  dignités  qui 
1  avaient  porté  dans  une  sphère  de  la  société  où  les  honneurs  sont 
attachés  au  char  de  la  fortune.  Mais  le  philosophe  demeura  fidèle 
à  ses  principes  et  à  ses  habitudes;  rien  ne  put  atténuer  son 
ardeur  pour  1  étude,  ni  vaincre  son  penchant  pour  la  solitude. 

L’ouvrage  que  je  publie  aujourd’hui  sur  la  Théorie  de  la 
Lune  est  le  fiuit  d  un  long  travail  que  j’ai  entrepris  depuis 
plusieurs  années,  et  que  j'ai  suivi,  en  diminuant  les  interruptions 
autant  qu  il  m'a  été  possible  au  milieu  de  mes  occupations 
diverses.  J’ose  penser  qu'il  contribuera  à  mieux  fixer  les  idées 


sur  la  Théorie  de  la  Lune  proprement  dite;  et  que,  la  réunion 
d  une  expression  purement  littérale  et  explicite  des  coefficiens 
des  inégalités  avec  leur  valeur  numérique  conforme  à  l'obser¬ 
vation,  sera  désormais  regardée  comme  la  base  d'une  juste 
appréciation  des  recherches  sur  cette  matière. 


L  énumération  de 
cation  de  cet  ouvra 


toutes  les  causes  qui  ont  retardé  la  publi¬ 
ée  serait  inutile  ;  mais  dans  ce  nombre , 
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il  y  en  a  une  dont  le  souvenir  pesera  toujours  douloureusement 
sur  mon  cœur.  Au  moment  où  j’allais  toucher  le  terme  de  cette 
longue  carrière,  la  mort  frappa  (la  journée  du  27  mars  i83a) 
l’unique  fils  qui  aurait  pu  consoler  ma  vieillesse,  en  se  livrant 
à  l’etude  des  sciences  exactes. 


À  Turin  le  16  décembre  i832. 


^emcoemt^^ 
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CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


Équations  différentielles  entre  les  coordonnées  orthogonales. 


i.  Ooient  Af,  M ,  M"  les  masses  respectives  de  la  Lune,  du  Soleil 
et  de  la  Terre.  On  suppose  que  ces  trois  corps  s’attirent  en  raison 
inverse  du  carré  de  leur  distance  mutuelle ,  et  il  s’agit  de  trouver  les 

ordre^°nS  raouvement  A/  autour  de  M".  Pour  procéder  avec 
1  S  _R;,pposerons  d’abord  que  ces  trois  corps  sont  formés  de 
couches  parfaitement  Spwriq«es,  homogènes  et  concentriques;  alors 
la  masse  de  chacun  deux  sera  cerisee  dans  le  centre  de 

gravité ,  ce  qui  réduit  le  problème  à  déterminer  le  mouvement  de  trois 


points  matériels,  dont  M^M\  M"  désignent  le  pouvoir  attractif  ab¬ 
solu  à  l’unité  de  distance. 


2.  Cela  posé ,  rapportons  le  mouvement  de  AT  à  trois  axes  rectan¬ 
gulaires  fixes  dans  l’espace  par  les  trois  coordonnées  X,  T,  Z;  et  pour 
déterminer  la  position  du  corps  M ,  imaginons  trois  axes  mobiles 
passant  par  le  centre  de  gravité  de  Af",  respectivement  parallèles  aux 
premiers;  de  sorte  que  x,  y,  z  soient  les  coordonnées  de  Af,  et  x',  y\  z 
es  coordonnées  de  AT,  relativement  à  ces  axes.  11  est  évident  que, 
par  rapport  aux  axes  fixes,  l’on  aura  X-x9  Y -y,  Z-z  pour  les 
coordonnées  du  corps  Af ,  et  X-*-x,  Y  ■+■  y\  Z  -+-z'  pour  les  coordonnées 

Tome  /. 


2 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


du  corps  M\  Maintenant  si  nous  nommons  r  la  distance  de  M  à  M'\  r  la 
distance  de  M*  à  M\  et  A  la  distance  de  M  à  M\  il  est  clair  que  Ton  a 


r2=x2+j-i-  z2;  r'2  =  x2  •+•  j,a  •+*  z\  A3  =  (pc  -  x )2  h-  (y -  yf  ■+•  (z  -  z)2. 

3.  Puisque  et  désignent  les  forces  avec  lesquelles  le  corps 

M  est  attiré  par  les  corps  M "  et  M\  il  en  résulte  que  Ton  a 
M"  ^  ,  M"  ,  M"  ^  pour  les  composantes  de  la  force  ~  ,  et 

r- 9  ^  Pour  les  composantes  de  la  force 

Actuellement ,  pour  fixer  les  idées ,  imaginons  que  la  Lune  et  le 
Soleil  soient  placés  dans  la  région  des  coordonnées  positives  ,  la  Lune 
se  trouvera  dans  un  point  intermédiaire  entre  la  Terre  et  le  Soleil  ; 

ainsi  la  force  -7-  et  ses  composantes  tendront  à  diminuer  les  coor- 
données  de  la  Lune ,  tandis  que  la  force  ^  et  ses  composantes  ten¬ 
dront  à  les  augmenter.  Donc ,  pour  avoir  la  valeur  absolue  des  com¬ 
posantes  qui  agissent  sur  le  corps  M,  il  faudra  prendre  la  différence 
des  composantes  précédentes,  respectivement  parallèles  aux  mêmes  axes, 
c’est-à-dire  les  fonctions 


„  jg-t  xr  —  x  ix/r"  ^ 
M  ^3  M  pf  9 


nf£zy  _  ;  M' 


A3 


—  M' 


Comme  il  s’agit  d’un  système  libre,  l’on  sait  par  les  principes  de 
la  dynamique  que  les  forces  accélératrices  doivent  être  respectivement 
égales  aux  coefïiciens  différentiels  du  second  ordre  des  trois  coor¬ 
données  X+x9  Y-*-y  9  Z-*- z,  qui  déterminent  la  position  de  la  Lune 
par  rapport  à  un  point  fixe  dans  1  espace.  Donc  en  désignant  par  de 
.l’élément  du  tems ,  nous  aurons  les  équations 


£X  ^  (£x 
dtl  dtA 


M 


,y!~ 


A3 


-AT 


£1 

de 


M'^=y 


• M " 


d^Z  cVz 

~dF  de 
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d2Y  d*Z 

desquelles  il  est  facile  d’éliminer  par  la  considération 

suivante. 

Le  corps  M"  étant  attiré  par  M  et  par  Af  avec  des  forces  respecti¬ 
ez  flji 

vement  égales  à  -pr  et  pî,  il  est  clair  que  l’on  doit  avoir 


d'X 
dt 4 

d2Y 

dt 

d2Z 

dt^ 


Vjr  +  K'ïii 

M £.-*■_  M'gn 


Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  précédentes ,  et  en 
nommant  a  la  somme  M  +  M"  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune, 
l’on  aura 


f  d2X  x  1l/r,  y} 

_  h- 


(D 


M 


A3 


=  c  ; 


d\ 

~dë 

d*z 
\  dt  » 


+  rJi.ar^-oi 


Y-y 


^  +  M'^  -  M'¬ 


as 


4.  Considérons  maintenant  la  Terre  *,  ia  Luile  comme  des  corps 
tels  que  leur  surface  extérieure,  ainsi  que  celle  des  couches  de  den¬ 
sité  variable  dont  ils  sont  formés,  soit  peu  différente  de  la  figure 
sphérique.  Si  l’on  désigne  par  xt  ,  yi ,  zif  ri  les  coordonnées  et  le 
layon  vecteur  d  un  point  donné  de  la  Lune,  par  R  la  distance  de  ce 
même  point  à  une  quelconque  des  molécules  de  la  Terre,  et  par  U 

intégrale  S  — ^  qui  détermine  la  somme  des  molécules  de  la  Terre 
divisées  par  leur  distance  respective,  /?,  au  point  pris  dans  la  masse  de 
la  Lune,  l’on  aura  Ul  =  -4-  U\  où  U'  est  une  fonction  susceptible 

d  être  développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  ri ,  propre  à 
représenter  la  partie  de  Ul  due  à  l’écart  de  la  figure  de  la  Terre  de 
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la  figure  sphérique.  On  sait  que  les  différentielles  partielles  —  S  , 
dü  dU  ,,  dx' 

~  ~dT  déterminent  les  composantes  (  parallèles  aux  axes  qui 

se  coupent  au  centre  de  gravité  de  la  Terre  )  de  la  force  avec  laquelle 
serait  attiré  par  la  Terre  un  point  matériel  quelconque  de  la  Lune  ; 
donc  nous  aurons 


-ws§;dM,  -is%nt 

pour  les  composantes  de  la  force  avec  laquelle  l’attraction  de  la  Terre 
fait  mouvoir  le  centre  de  gravité  de  la  Lune  ;  les  intégrales  étant 
censées  étendues  à  la  masse  totale  de  la  Lune.  Or,  en  substituant  la 
valeur  de  Ux ,  l’on  a 

d- i 


,  dU, 


M" 


M  dx. 


M  ”  dx  r 


mais  en  posant  %l  =  a:  -+-  a  ,  =  y  j3 ,  zx  =  z  y  ,  et  par  con¬ 

séquent  rt  =  i/[(x  •+■  a)2,  ■+■  (y  ■+»  ]3)a  •+■  (z  «+■  y)2]  ,  il  est  clair  que  l’on  a 


d-- 

r 

dx. 


d  — 

rf 

deb 


dx 


d~  d~  d-S  — 

r- 


et  ~  HT  ^  ~  “ST  Ui“ - ST 

et  puisque  £T  est  une  fonction  de  xg,  yx,  zg9  l’on  aura  par  la  même  raison 


sd^dM  =  sdJ£m  = 

,dM 


d-SU’dM 
dx 


Donc ,  en  appelant  F,  l’intégrale  5  ^ ,  c’est-à-dire  la  somme  des 

't 

molécules  de  la  Lune  divisées  respectivement  par  leur  distance  au 
centre  de  gravité  de  la  Terre ,  l’on  aura 

d~ 

S-^-dM  =  ^  , 

dxt  dx 

substituant  cette  valeur  dans  l’équation  posée  plus  haut ,  il  viendra 


et  en 
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_ dM  _  _  El.Wj. _ I  d-SU’dM 

M  dxl  M  dx  M  dx 

Maintenant  si  l’on  fait  =  ~  +  V ,  l'équation  précédente  se  changera  en 


J_  o  dUi  m/t  _  M"x  M"  d?’  i  d-SU'dM 

M  °  dxt  1  r3  M  ’  dx  M ’  dx  ’ 

et  l’on  aura  de  même  par  rapport  aux  variables  y  ,  zi  ; 

1  odUx^A/r__  ^"y  rfr  i  d-SU'dM  . 

ô  rfyrx  r3  j*f  *  rfy  M  '  dy 

JL  ZdJLrlM-  £!î  _  £ü  1  d-SU’dM 

M  ^  dzx  am  r3  M  "!z  ~~  Iï  ^ - 

On  voit  par-là  que  pour  obtenir  les  trois  intégrales  qui  entrent  dans 
les  seconds  membres  de  ces  équations,  il  suffit  d’évaluer  l’intégrale 
SU  dM  par  rapport  aux  coordonnées  a,  {3,  y  qui  déterminent  la  po¬ 
sition  d’une  molécule  quelconque  de  la  Lune ,  en  prenant  pour  origine 
son  centre  de  gravité. 

5.  Actuellement  si  l’on  nomme  x2  ,  y2 ,  z2 ,  ra  les  coordonnées  et 
le  rayon  vecteur  d’une  molécule  quelconque  de  la  Terre ,  et  que  l’on 

désigne  par  £7  la  somme  (c’est-à-dire  l’intégrale  S ^r)  des  molé¬ 
cules  de  la  Lune  divisées  respectivement  par  leur  distance  à  ce  point , 
Ton  pourra  supposer  U2  =  -  £7”;  u"  étant  la  partie  de  ££  pro¬ 

venante  de  l’écart  de  la  figure  de  la  Lune  de  la  figure  sphérique. 
Cela  posé ,  l’on  aura 


WSÉëdM"  = 


d.± 

_ r_*_ 

dx2 


-WsZ£-dM"-±S^dM' 


M ” 


dx2 


pour  la  composante  de  la  force  avec  laquelle  la  masse  de  la  Lune  attire 
le  centre  de  gravité  de  la  Terre  parallèlement  à  l’axe  des  x .  Donc  en  po¬ 
sant  V2  =  S-~-5  et  en  remarquant  que  l’on  peut  supposer  V2  =  —  ■+•  V" , 
il  viendra 


x  o  dU% 
M"  0  ^7 


dM"  =  ~  - 

r3 


m_  cur_ 

M  ”  '  dx 


i  d-SU"dM" 
M"  '  dx  * 
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et  il  est  clair  que  l’on  trouvera  de  la  même  manière 


My 

r3 

M 
M"  ’ 

dy 

i 

IP  ' 

d-SÜ"dM" 

dy 

—  ~  S  4^  dM  "  = 

Mz 

iïf 

dV" 

i 

d-SU"dM" 

M"  dz* 

r3 

AT'  ' 

dz 

W’  * 

dz 

Pour  obtenir  l’intégrale  Sü"dM"  qui  entre  dans  ces  équations,  il  faudra 
faire  x2  =  x  ■+■  a ,  J2  =  y  ■+■  0 \  z2=  z  y ,  et  ensuite  exécuter 

1  intégration  par  rapport  aux  coordonnées  a ,  JS',  y  qui  déterminent  la 
position  de  la  molécule  dM"  de  la  Terre,  relativement  aux  axes  qui 
ont  son  centre  de  gravité  pour  origine. 

6.  En  substituant  ces  forces  à  celles  que  nous  avons  considérées 


dans  le  n.°  3 

,  nous  aurons 

=  M'- —  — 
y  A3 

æt;4  -  4". 

r3  TJf 

rfP'  i 

t/.r  M 

d- SU'dM 

dx 

<?X 

dt 

=  M'~  -h 

M  4  —  4  • 

dV"  i 

d  •  5  U"dM" 

r'3 

r3  A/7' 

«te  ÆT" 

dx 

Donc  en  retranchant  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  première , 
il  viendra 


■ÙL  =  -  M'- 

dt *  A*  r'3 

^  J_  d-SU’dM 
M  dx 


x  m "  dr* 

r3  M  dx 

i  d-SU"dM" 
M"  *  dx 


M  d  V" 
M"  ’  ~dT 


Il  est  évident  que  l’on  a  par  les  mêmes  raisons 


(T y 
dt 


M' 


y— y 

A3 


M”  dV 

M  ‘ 


d'z 
dt 9 


_i_  d.SU'dM 
M  dy 


=  —  M1  L. 

A3 


i  d-SU''dM" 
M"  rfÿ - * 

z  jjf'' 

r3  M  dz 


M  dV" 
M"  *  ~~df 


M  dV " 

M"  '  dz 


r  d-SU'dM 

M  *  dz 


i  d>  S  U"dM" 
M"  d~z 
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7:  L’intégrale  SU'dM  peut  être  aisément  développée  en  série,  au 
moyen  de  la  fonction  désignée  par  V.  En  effet  nous  avons  fait  pré¬ 
cédemment  (  n.°  4  et  5  ) 


U t  =  S 
K  =  S 


dM” 

R 

dM” 


M” 


ainsi  il  est  évident  que  la  fonction  U  s’obtient  en  changeant  respective¬ 
ment  les  coordonnées  x ,  y ,  z  en  xx ,  yx ,  zr  dans  la  fonction  dési¬ 
gnée  par  V".  Il  suit  de  là  que  si  nous  posons 


V"  =  fond. (x,  y,  z) 

l’on  en  conclura 

U'  =  fond.  (  x  *+*  oc }  y-f-j 3,  z-»-y). 


Mais  les  coordonnées  ce,  fi,  y  sont  évidemment  fort  petites  par  rap¬ 
port  aux  coordonnées  x ,  y ,  z;  ainsi  l’on  pourra  développer  cette 
dernière  expression  de  U'  par  le  théorème  de  Taylor,  ce  qui  donne 


U'  =  V" . 


dV” 


■J3 


dV " 


dV" 


etc.  ; 


dx  **  dy  '  dz 

en  multipliant  par  dM  et  en  intégrant,  il  viendra 


SU'dM  =  V"SdM  •+■  SccdM 

clx 


d  V " 


d  V ” 

~SydM- 


■  etc. 


Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  l’origine  des  coordonnées  a,  J3,  y 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la  Lune,  l’on  en. conclura  que 
Ion  a  SadM  =  o,  SjidM  =  o,  SydM  =  o;  et  par  conséquent 

SV'dM  =  MF'*1-.  ~S^dM  *  \  •  ’TnrSfidM  - 


dxx 
(TV” 

etc. 


2  dy 

d'r" 


â  '  ~dïr  SydM 

>ry" 


^SaydM*  SfiydM 


En  raisonnant  de  même  par  rapport  à  l’intégrale  SU"dM",  l’on  dé- 
montrera  que  Ion  a 
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SU"dM"  =  U~r  * 


SpWM” 

etc. 


d2V 

dxdz 


SoiydM" 


dz‘ 

w^‘dM" 


Ces  valeurs  de  SU'dM  et  SU"dM"  étant  différenciées  et  substituées  dans 

11  da*  „ 
celle  -H-,  Ion  aura 

dt  9 


d3x  , x!— 

W  =  M 


x  n/t  x  x 

A3  ^  7*  c  r3 


i 


œv" 

‘  dx3 

d*Vl 
dx 3 


SofdM  - 

w  ■ 


g_  dlT  o_  ^  dT 
M"  dx  ^  M  dx 


dxdya 

d3V' 


S02dM"  •+•  etc. 


a  M"  dx 3  w  a  AT  dxdy* 

Le  second  membre  de  cette  équation  et  les  analogues  qui  constituent 
les  valeurs  de  ^7 ,  ^r,  peuvent  être  exprimés  par  les  différentielles 
partielles  d’une  même  fonction;  car  en  posant 

-  y  y'  +  Z21  M' 

-  ""  A  9 


O,'  =  -  Af': 


O 


£1"  = 


Af" 


ir 


I 

IF 


I 

âÀT 

etc. 


d2V" 

jfSpdM 

d*V 


■  gSaW  -  ^  -  etc. 


il  est  clair  qu’au  lieu  des  équations  (I)  du  n.°  4 ,  l’on  a  celles-ci 


(II) 


[  <£x 

de 

d2y 

dt 

d2± 

de 


L  — 


-  *7T 


dû; 

dx 

dû; 

dy 

dû' 

dz 


dû^ 
dx  1 
dû;' 
dy  ' 
d£T' 

dz 


(*)  Les  deux  premiers  termes  de  notre  expres¬ 
sion  de  sont  les  seuls  que  M.  de  Laplace 


a  obtenu  par  les  considérations  exposées  aux 
pages  182  et  i83  du  tome  III  de  la  Mec.  cél. 
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Il  nous  reste  à  chercher  l’expression  des  fonctions  désignées  par  V"  et  V. 

D  après  la  théorie  connue  de  V attraction  des  sphéroïdes  recouverts 
pur  un  fluide  en  équilibre ,  l’on  a 

V  =  Ælx*.  V-  M"  __  M"D2\ -(  .  a,i\  .  v  Dv  D\r  n 

w  v  -  —  F5— Lvtra  3)  ^  '4"  ^(=0  ^  Tr(3)^-7r(4)*etc-j 

où  désigne  la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité 
sous  l’écfüateur,  A  la  déclinaison  du  centre  de  gravité  de  la  Lune,  et 
®  la  partie  constante  de  l’expression  du  rayon  de  la  Terre  partant 
de  son  centre  de  gravité  et  développé  dans  une  série  de  la  forme 

D(1*  r(1) -  r(3) -  y(4) + etc. ) 

Ces  expressions  résultent  de  celles  données  par  M.  Laplace  dans  la 
Mécanique  céleste,  tome  II,  page  3o  et  io3,  en  y  faisant 

r<d  ~  °  ’  Y(t)~0'  Z(c)~°>  ZM  =  O  ,  zh)  =  —  '-g (sin  K  — 

^(3)  =  0  j  Z(  )  =  o  ,  etc.  -p  =  —  ^.Laj 

(4)  a  6  ^  Dl  ~  D* w  5 

en  observant  que  lorsqu  on  ne  prend  pas  pour  unité  la  constante 
que  nous  désignons  par  D  ,  l’on  doit  substituer  l’équation 


4?r 


£r,sed(<.‘-i 

Les  fonctions  Y(1),  Y0),  etc.  s’obtiennent  au  moyen  de  cette  formule 
générale  ;  soit  sm  A  =  p  ,  cos  A  =  q  , 

P  =  nm m  •  7n  —  1  jn  _  a  m  •  m  •—  1  •  m  —  a  •  m  —  3 

(m>  ^  2  •  2/71  —  1  P  ^  ~ 

l'on  aura 


Y(m)  A(o)  P(m) 


2  •  4  •  2771  —  I  .  2TTI  —  3  ^ 

.a 


A  —  etc.  ; 


+  (4(2)cos2v  )î  -57 

-  (  43)  cos  3ar  H.  5(3)  sin  3ar  )  g1  ^ 

'*  (  ^<4>  cos  4W  1-  Z?(4)  sin  4ar  )  g4 
■+■  etc. 


Tome  /. 
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où  A{c),  A(2),  A(3)9  Z?(3),  Z?(4),  etc.  désignent  des  constantes  arbitraires, 
et  tsr  l’angle  formé  par  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  l’équateur 
terrestre  avec  un  des  deux  axes  principaux  placés  èur  ce  même  équa¬ 
teur  (Voyez  Legendre,  Exercices  de  calcul  intégral,  tome  II,  page  270). 
Les  termes  multipliés  par  cos  te,  sùzt«r,  sin  2t*r  sont  éliminés  de  cette 
expression ,  afin  de  pouvoir  satisfaire  aux  conditions  démontrées  dans 
le  second  volume  de  la  Mécanique  céleste,  page  90-93.  0 

9.  Pour  avoir  explicitement  cette  valeur  en  fonction  des  coor¬ 
données  x,  y,  z,  remarquons  d’abord  que  en  nommant  x,  y.,  z  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes 
principaux  de  la  Terre ,  l’on  a 

x  =  r  cos  A  cos  tsr ,  y  =  r  cos  K  sin  w ,  %  =  r  sin  X. 


Mais ,  par  la  transformation  des  coordonnées ,  si  l’on  nomme  o>  l’incli¬ 
naison  de  l’équateur  terrestre  relativement  au  plan  fixe  des  x,  y; 
<p  l’angle  formé  avec  Y  axe  des  x  par  son  intersection  avec  ce  même 
plan ,  et  ô  l’angle  formé  par  un  des  deux  axes  principaux ,  qui  se 
trouvent  dans  l’équateur ,  avec  cette  meme  intersection  ,  1  on  a 


-  =  cos  A  cos  tu  =  q  cos  xâ7=  A  -  B  -  *+■  C  -  , 

r  1  ‘  r  •  r  •  r 

y  .  à  X  rt  y  ~  z 

-  =  co s  X  sin  xjj  =  q  sin  zu  =  A  — h  B  -  ■+■  G  -  , 

r  2  "  r  "  r  "  r 

î-«.x  =/>  ^a„x7*b„^c;7, 

où  l’on  a  fait  pour  plus  de  simplicité 

A  =  cos  «  si/z  <p  sin  6  -h  cos  cos  ô  ;  -S,  =  *cos  co  cos  (f)  szVz  ô  —  sùz  (p  cos  ô  ; 

A  =  cos  00  sin  <p  cos  6  —  cos  (p  sin  ô  ',  B  t  =  cos  u  cos  (p  cosô sin  (p  sin  ô 

A  =  sinon  sin  (p  ;  =  sin  u  cos  <p  ; 

Q  =  — sin  00  sin  ô;  C  =  — sin  00  cos  è  ,  C  it  =  cosoo. 

Cela  posé,  si  Ton  remarque  que 
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q  cos nru  =  —  ^  q  cos  zj  ■+■  \/-ï  q  sin  ^  -f  ~  (^q  cos  w  —  \Tî q  sin  ^  ; 

q  sin nnj  =  ^  q  cos 'UJ  ■+•  q  sin  —  -~=(^q  cos  tu  —  Ÿ~î  q  sin  , 

1  on  en  conclut  immédiatement  que 

1ncosnv=  ~  ((/f  ■+■  -h  (5  h-  Btÿ^)y  -  (C+  C  ^ï)zY‘ 

-  {(A-  A_,\Ti)x  *  (B  -  BjTi)y  *-  (C-  C,\Ti)z 

qnsin  rm  =  ((//,  *  <,^ï)x  h-  (S  -h  B'jR)y  *  (C  -4-  Cy^)^ 

—  Tpq?((^,—  ^«jf*)35  ■*■  (5  —  5 y^î)j  ■+.  (C  —  Cj^î)z^  • 

Ainsi,  à  l’aide  de  ces  deux  formules  et  de  l’équation 

P  —  -smœsin  fp  •+■  wi/i  «  cos  (J)  •*-  ^cosco, 

1  on  pourra  aisément  exprimer  par  x,  y,  z,  r  la  valeur  de  la  fonction  F(w). 
io.  L  expression  de  F"  posé  au  commencement  du  n.°  8  donne 

î  «c.)  , 


»  rt.r 

et  en  différenciant  la  valeur  de  r(o>)  par  rapport  à  ^  , 

dY/n .v  rh\  / 


on  a 


» 

2rJ 

<PP(ni)  dp 
dp3  dx 

|*4a) 

^P(m)  dp 

dp 3  rfx 

^(a)* 

•  «>(«> 

1  r4 

f  r4 

\  A») 

1“  * 

<ip‘ 

\  A*) . 

dp * 

etc. 
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où,  pour  simplifier  l’écriture  de  cette  formule ,  l’on  n’a  pas  poussé  le 
développement  au-delà  des  termes  multipliés  par  A(2).  En  substituant 

pour  ~  sa  valeur 

i  .  .  „  x%  .  .  .  xy  .  A  xz 

-  sin  w  sin(p  —  -jj-  siriùi)  sin  (p  —  —3-  sm a  cos (p  —  cos  w  , 

il  devient  évident  que  l’expression  précédente  de  est  réductible  à 

une  fonction  des  rapports  *  ,  •  ,  p  multipliée  par  ^  • 

<r  dV" 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  la  fonction  donne  un  ré¬ 
sultat  de  la  forme  —  •  Q  —  jr  •  ^  Q ,  dans  lequel  la  lettre  Q 

représente  une  fonction  des  rapports  ^ Ainsi  ce  terme  est, 

analytiquement  parlant,  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  fonction 

—  ^  (qui  constitue  le  terme  principal  introduit,  dans  l’expression  de 
par  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune)  multipliée  par 
le  carré  de  la  petite  fraction  • 

11.  Il  est  maintenant  facile  de  faire  voir  que  les  termes  multipliés 
par  les  coefficiens  différentiels  de  F",  du  troisième  ordre,  sont  beau¬ 
coup  plus  petits  que  celui  donné  par  le  coefficient  différentiel  du  pre¬ 
mier  ordre  de  la  même  fonction.  En  effet ,  une  simple  réflexion  sur  le 
procédé  même  de  cette  différentiation  suffit  pour  faire  voir  que  les 

valeurs  de  ,  etc.  seront  données  par  des  expressions  de 

la  forme  M —■  Ç,  le  facteur  Q  étant,  comme  précédemment,  une 
fonction  des  rapports  -,  -.En  outre,  si  l’on  imagine  le  rayon 

de  la  surface  du  sphéroïde  lunaire  développé  suivant  une  série  de  la 
forme  D\  1  -  7(2)-  7(3)-  Y( etc.),  l’on  peut  aisément  démontrer  que 

la  quantité  Sa~  est ,  par  sa  nature ,  de  l’ordre  du  carré  de  D  ;  ainsi 

1  (PV"  M"  D 1  D 11 

le  produit  -jjSndM  sera  de  la  forme  c’est-à-dire 
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une  quantité  de  l’ordre  du  produit  de  la  fonction  ~  ■  par  le  carré 
jyi  M  dx  r 

de  la  fraction  — .  Il  est  évident  que  la  même  conclusion  subsiste  à 

l’égard  des  autres  termes  multipliés  par  des  coefficiens  différentiels  du 

troisième  ordre  de  la  fonction  V"  ;  et  il  n’est  pas  moins  clair  que  les 

termes  ultérieurs  doivent  être  nécessairement  plus  petits. 

Les  formules  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples  lorsqu’on 

suppose  la  Terre  un  sphéroïde  de  révolution.  Alors,  le  rayon  vecteur 

étant  indépendant  de  l’angle  wr9  l’on  doit  supprimer  clans  Y(m)  tous  les 

termes  qui  sont  fonction  de  cet  angle,  ce  qui  réduit  son  expression  à 


(/«) 


=  4 


m  •  m  —  i  m 
2*  2m—  i  P 


m«m  —  i  •  m  —  a ■  m  —  3  m- 
2  •  4  •  2m  —  i  •  2m  —  3  P 


4  —  etc.^ . 


successivement 

tn  =  2 

9  3  ,  4  9 

-M 

sin2  X  — 

r(3)  = 

A<3,( 

•  3. 

sin  X  — 

F(4.  = 

KJ 

si/i4X  — 

sin\ 


sin  X  ■ 


etc. 


)• 


où  —  K, 


L0») 


K, 


ctgntû  y  ^(4)’  etc  désignent  les  valeurs  successives  de  la  con- 

raDnro  1 (0>  A  t  affec,te  s*ëne  négatif  le  coefficient  K(  ,  afin  de 
pprocher  davantag?!  expression  du  rayon  vecteur  de  celle  qui  aurait 
lieu  en  supposant  la  Terre  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux  pôles. 
Dans  cette  dernière  hypothèse  tous  les  coefficiens  K(}) ,  Ku) ,  etc.  sont 
nuis;  de  sorte  que,  en  nommant  a  le  rayon  vecteur  du  sphéroïde,  l’on  a 


a  =  D-DK(1)(sin\-'-y 

Cette  expression  donne  a  =  D  +  \DK^,  en  y  faisant  A  =  o,  et 
a  _  D  —  IDK^,  en  y  faisant  A  =90°;  donc  DK(2)  désigne  la  diffé¬ 
rence  de  ces  deux  rayons ,  et  l’aplatissement  en  parties  du 

rayon  de  l’équateur.  D’après  la  mesure  des  degrés  de  latitude  l’on 
peut  adopter  pour  1  aplatissement  la  fraction  ,  et  par  conséquent 
'*)  309,67  ‘  • 
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12.  Occupons  nous  maintenant  des  termes  introduits  dans  la  valeur 
de  ^  par  la  fonction  désignée  par  V' .  Le  sphéroïde  lunaire  n’étant 
pas  tel  qu’il  puisse  être  considéré  comme  recouvert  d’un  fluide  en 
équilibre,  il  faut,  conformément  à  la  théorie  générale  de  l’attraction 
des  sphéroïdes  formés  par  des  couches  de  densité  variable  de  l’une 
à  l’autre,  prendre  pour  Vl  l’expression 


4*:  rd-a?'Y(') 

ïïjï-dï- 


cla  ■+■ 


4c v  rd-asY(2) 
5  ry  ?  da 


da  •+■ 


4?r  rd-cfiY** 
yry  ?  da 


da  •+■  etc. 


(  Voyez  la  formule  (5)  de  la  page  38  du  II  volume  de  la  Méc.  cél.  )  ; 
où  n  représente  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ,  et  les 
intégrales  doivent  être  prises  depuis  a==  o  jusqu’à  a  —  jy.  Pour  par¬ 
venir  à  cette  expression  l’on  suppose  le  rayon  vecteur ,  a  ,  d’une  couche 
quelconque  développé  dans  une  série  de  la  forme 

a  =  a(  i  -  7(,)  -  F(2)-  r(3)  -  etc.) 

dans  laquelle  Y*2\  Y^\  etc.  sont  des  fonctions  semblables  à  celles  dé¬ 
signées  précédemment  par  F(a),  F(3),  etc. ,  pourvu  que  l’on  y  considère 
les  constantes  A^. ,  A^ ,  /4(3),  ,  etc.  comme  autant  de  fonctions  du 

paramètre  a  -,  et  la  densité  p  d’une  couche  quelconque  exprimée  par 
une  fonction  du  même  paramètre  a. 

Relativement  à  la  fonction  désignée  par  F(I),  il  est  important  d’ob¬ 
server  que  rorigine  des  rayons  vecteurs ,  a  ,  étant  placée  au  centre 

d.  a4y(‘> 

P — jjr — da  de 

l’expression  précédente  de  Vx  devient  nul  par  les  propriétés  de  ce 
même  centre  ;  mais  on  doit  en  même  tems  remarquer  que  cette 
équation  n’emporte  pas  avec  elle  la  condition  de  F(I)  =  o ,  comme 
cela  arriverait  si  la  Lune  était  recouverte  par  un  fluide  en  équilibre. 

i3.  La  masse  M  du  sphéroïde  lunaire  est  donnée  par  la  triple  in¬ 
tégrale  M  =  fSpcosA'  d&  dAd-  a3,  prise  entre  les  limites 

a  =  o  ;  ;  w  =  c 

a  =  Dm,  X  =  xsr  =  2  n  , 

de  sorte  que  il  est  évident  que  son  terme  principal  est  égal  à 
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fs/pd-a3.  Donc  en  faisant  pour  plus  de  simplicité  M  =  |tt6Z)'3; 

rd>a5Y(2)  ,  n>5  S'd-rfY™,  ^,6  ..  . 

y  P — ^ — da  =  bD  ,  J p — ^ — c?a  =  6  Z>  ,  etc.,  il  viendra 


F  = 


da 

M  T7,  M  ,^3  6'  ZTa  ,r36"  Z)' 3 

—  H-  F  - - -  Af^r  •  -5-  *-  A/-7 - 5- 

r  r  5b  r3  yb  i* 


etc. 


où  6  est  une  quantité  peu  différente  de  l’unité,  et  6',  b",  etc.  des 
fonctions  de  sin  et  de  cos  ri  du  même  ordre  et  de  la  même  forme 
que  les  quantités  désignées  généralement  par  Y{,n\ 

Il  est  maintenant  clair  que  l’on  peut  déduire  de  cette  expression 
de  V'  des  conséquences  tout-à-fait  analogues  à  celles  .qui  ont  été  dé¬ 
veloppées  dans  les  num.  io,  n,  par  rapport  à  l’ordre  de  la  grandeur 
relative  des  termes  introduits  dans  la  valeur  de  ^  par  la  fonction  F". 

14*  La  considération  de  la  Terre  recouverte  par  un  fluide  en  équi¬ 
libre  à  sa  surface  nous  a  fourni  une  expression  de  V"  indépendante 
de  la  loi  de  la  densité  de  ses  couches ,  en  ramenant  la  recherche  de  la 
valeur  numérique  des  coefïiciens  qui  entrent  dans  l’expression  de  T(a), 
1^3),  etc.  à  celle  de  sa  figure  extérieure  et  de  la  loi  de  la  pesanteur 
a  sa^  surface.  Par  rapport  à  la  Lune ,  cette  circonstance  n’a  pas  lieu , 
et  1  on  ne  connaît  aucun  phénomène  propre  à  donner  les  coefïiciens 
I  ’  entrent  clans  les  fonctions  6,6,  etc.;  mais  l’on  peut  ,  jusqu’à  un 
7  '  ^  5  évaluer  ceux  qui  entrent  dans  la  fonction  désignée  par 

en  vertu  de  1  influence  quelle  a  sur  les  mouvemens  de  1  Lune 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

En  effet,  représentons  par  A,  B,  C  les  momens  d’inertie  de  la  Lune 
par  rapport  à  ses  axes  principaux,  C  se  rapportant  à  l’axe  principal 
perpendiculaire  au  plan  de  son  équateur;  d’après  les  formules  de  la 
page  3o3  du  tome  II  de  la  Mécanique  céleste,  l’on  a,  conformément 
à  nos  dénominations , 


A  = 


B 


8#  d- a5  , 

-Sp-r-da 


S  —  cosVco/ar'^pcoiX 
Ï5  5  —  cosV  sitizs'^  pcoiX' 


.  d  a^'J 

da 
rf-o5!**» 


C  -  7*S p 


8*  o  d-as 


da 


dad* !  dri  , 
da  dx  dri , 


da  T  $  (3  sin2^  P cos^—j~ —  da  db!  dri  ; 
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où  ,  pour  satisfaire  à  la  propriété  des  axes  principaux l’on  doit  prendre 
pour  Y®  une  expression  de  cette  forme 

F(2)  =  Âp\sin'K  —  |)  2^2)cos2A'cos2t?', 

À2)  étant  des  fonctions  de  a. 

Or,  en  substituant  cette  même  valeur  de  T(2\  l’on  a 

è  ^  =  (5m  A  -3 )Jï—*rda +  2C05  ^coswjf—^da; 

mais  par  la  combinaison  des  valeurs  précédentes  de  A,  B ,  C  Ton 
obtient 

2  C  —2?  —  =  J'J\siri>i —  ^)  (  3  cos“h  —  2  )  cos  A'  dA'  cfàr'  X ^p  ^  ~ 

M-2  fj\ 3  cos2a'  —  2)  cos3a'  cos  2  tir'  dA'  X  J* f  ^  -  da  ; 

B  —  A  =  ^ i  )  cos3 A'  cos  2 tir'  dA'  dtif  X ^/p  -  da 

-+-2 J  J  cos  A'  cos2  2  tir  d  A  c?  tîr  X  J  P  — ^ —  da  ; 

donc,  en  observant  que  entre  les  limites  A'  =  —  t*r  =o 

a'=-*-|7t,  tir' =2^, 

l’on  a  J^^sin^  —  |)(3cos2A  -  2)cosA'dA'dt*r'  =  tt 

J'J'^icos'k—  2)  cos3A'  cos  2 tir'  dA'  dtir'  =  o 
J'J\  sm“K  —  |)  cos3A'  cos  2  tir'  dA'  dw'  =  O 
^  cosa  2  ^  d  A'  d  t*r  =__ 

il  viendra 

sy  t)  a  16  rd-a5A(0)  A  n  A  32  fd-tfA{2)  7 

2C-B~A=  -^TrJp—^—da,  B-A=  -[lnJ?—r-da, 

et  par  conséquent 

VLi%  =  ”J)  7^(^-^)cOi2A'c05  2OT. 

i5.  D’après  les  dernières  recherches  de  M.  Nicollet  (V.  Connaissance 
des  tems,  année  1823,  page  34c),  l’on  a 

2  C—B  —  A  =  o,ooo63oio4-C  B  —  A  =  0,000563916  •  C, 


CHAPITRE  PREMIER. 


17 

et  par  conséquent 

^  D  =  q^^o,ooo63oic>4  (sm*^ '  —  |)  ■+■  o,ooo5639 i 6  cos2 cos  2^  . 

Comme  C  est  évidemment  une  quantité  de  l’ordre  de  la  masse  mul¬ 
tipliée  par  le  carré  de  D\  faisons 


C  =  K  D' 2  M  =  \nKD‘sb-, 

alors  l’on  aura  pour  la  valeur  du  coefficient  qui  entre  dans  l’expres¬ 
sion  de  V, 

5b  =  ^  •^(c>?c'C)o63oi  04  (  sin  X  —  -)  -i-  o,OOo5639i6  cos2^!  cos  2  . 

Le  coefficient  désigné  par  K  est  un  nombre  absolu  qui  dépend  de 

la  loi  de  la  densité  p  ,*  car  l’on  a  K  =  et  en  négligeant  les  termes 

tiès-petits  dus  à  l’écart  de  la  figure  sphérique,  K  =  ^ .  - sf.(i\n.—m 

0  1  1  5  D  S pd- a3 

Pour  avoir  une  idée  de  la  grandeur  de  ce  coefficient,  il  n’y  a  qu’à 
supposer  la  densité  p  constante,  et  alors  l’on  a  tf=f.  Mais  en  sup¬ 
posant  la  densité  des  couches  croissante  de  la  surface  au  centre,  l’on 
peut  démontrer  que  la  valeur  de  K  est  plus  petite  que  la  fraction  f; 
car  en  intégrant  par  parties  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  —  D\  et  en  nom¬ 
mant  P  la  densité  à  la  surface,  l’on  a 


s p =  yf(iSd? 

spd-a 3  pa?  fa1  dp  ~~ _ x_  T(  a  y  * 

/>7 

Or  la  différentielle  c?p  est  nécessairement  négative  dans  l’hypothèse 
actuelle,  et  -p,  est  toujours  une  fraction  ;  ainsi  la  puissance  étant 
une  quantité  plus  petite  que  pour  chacun  des  élémens  de  ces 

deux  intégrales ,  il  faut  en  conclure  que  — es*  une  quantité 
positive  moindre  que  l’intégrale  -  pareillement  positive;  et 

î~~~Prf(p')dP 

t  T/»  \3  ,  est  toujours  une  quantité  plus  petite  que  l’unité. 

7J\p)d? 


que 


3 


3 
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16.  Pour  n’avoir  à  considérer  que  des  coordonnées  orthogonales ,  il 
n’y  a  qu’à  prendre  pour  sin  h!,  cos2h!- cos  2vj'  les  valeurs  qui  résultent 
des  formules  posées  dans  le  n.°  9 ,  en  y  faisant 

A  t  =  cos  U  s  in  (p'  sin  ô'  ■+■  co  s  (p'  co  s  ô'  ;  B  t  =  cos  00  co  s  (f/  sin  ô'  —  sin  (p'  co s  ô'  j 
A,,  =  cos  oû  sin  (p' cos  ô'  —  cos  <p'  sin  ô'  ;  B n  =  cos  oocos  (p'  cos  ô'  h-  sin  <p' sin  ô'  ; 


A  =  sin  ùü  sin  (p'  ; 

C  =  —  sin  ho  sin  6'  ; 


B ui  =  sin  00  cos  (p'  ; 

C"  =  — *  sin  ùû  cos  ô'  j  CM  =  cos  00  ; 


et  observant  que  a  représente  l’inclinaison  de  l’équateur  lunaire  par 
rapport  au  plan  de  l’écliptique  ;  (p '  l’angle  formé  par  l’intersection  du 
plan  de  l’équateur  lunaire  avec  l’axe  des  x;  ô'  l’angle  formé  entre  l’un 
des  deux  axes  principaux  placés  dans  l’équateur  lunaire  et  la  ligne 
d’intersection  de  ce  même  équateur  avec  le  plan  des  x ,  y. 

Les  développemens  que  nous  venons  d’exposer  sur  l’influence  de  la 
non  sphéricité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  font  voir  assez  clairement 
qu’il  serait  inutile  d’avoir  égard  aux  termes  provenans  de  l'écart  de 
la  figure  du  Soleil  de  la  figure  sphérique,  puisqu’ils  seraient  de  l’ordre 
du  produit  de  ce  même  écart  par  le  carré  de  sa  parallaxe. 

17.  Après  les  forces  agissantes  sur  la  Lune  que  nous  avons  consi¬ 
déré  jusqu'ici,  celle  qui  se  présente  naturellement  est  sans  doute 
l’action  des  planètes  du  système  solaire.  Pour  en  comprendre  l’effet 
dans  les  équations  différentielles ,  nommons  m\  m ",  etc.  les  masses 
des  planètes ,  et  désignons  par  x\  y ",  z x"9  y"\  z  ,  etc.  leurs  coor¬ 
données  géocentriques  respectives.  Il  est  évident  que  l’action  de  chaque 
planète  doit  introduire  dans  les  seconds  membres  des  équations  (II) 
du  n.°  7  un  terme  semblable  à  celui  qui  provient  de  la  masse  M'  du 
Soleil.  Donc  si  l’on  fait 


if  2  "  2  "2  "2  2  _ •••  2  ut  2  m  a 

r  =  x  y  z  ,  r  =  x  -4-  y  2  ^  z  ,  etc.  ; 

A'1  =  (x"-xf-*-  (y -y)1-*- (z'-zf,  A" 1  =  (x"-xf-+-  (/'-y)1-*-  {z'-zf,  etc.  ; 


Si"  =  -  ni 


x  x"  *+-  y  y  z  z" 

71 


m"  x  x'"  -+-  yyw  •+-  z  z'"  m!" 

Â'  -  m  - 7^ - -  yr  -  etc. , 
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l’on  aura  âu  lieu  des  équations  (II)  celles-ci  : 

d%x  X  __  dQ!_  dû"  dû"' 

dtA  G  r3  dx  dx  dx  ’ 

dy  y  __  rfû'  dû”  dû'" 

dta  ^  r3  dy  dy  dy  1 

daz  ±  _  dQ!  dû "  dû”  . 

dt%  ^  r3  dz  dz  dz 

Gomme  les  mouvemens  des  planètes  sont  donnés  par  des  coordon¬ 
nées  héliocentriques ,  en  nommant  ces  dernières  X'\  Y\  Z",  il  est 
clair  que  l’on  aura 

x  =  X  ■+■  x  ,  y"  —  Y"  ■+•  y  ,  z  =  Z”  ■+■  3 

et  des  équations  semblables  pour  les  autres  planètes. 


un 


§  a. 

Equations  différentielles  entre  les  coordonnées  polaires. 

r»ln^°mm0nS  projection  du  rayon  vecteur  r  de  la  Lune  sur 

longitude'1  comp'tée  1  ép°qUe  déterm|.née  J  p  la 

la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune;  0^“^  d’après  Tek  ^  ^  * 

*  =  p  cosv,  y  =  p  sire  p ,  z  =  ps,  r  =  p|/(i si). 

En  différentiant  deux  fois  de  suite  la  valeur  de  x  et  de  y,  on  obtient 

d*x  _  d*p  .  dp  dv  dv a  d*v 

~dF  -  C0">W -**«*£-&-* 

££  _  d>  ^  d/>  dp  .  dp*  d*P 

d^  -  ^PyH.aCOfP^.jj-pWlPyH-pCMPy. 

Donc,  en  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  cos  y,  et  l’ajou¬ 
tant  a  la  seconde  multipliée  par  sinv ,  on  aura 

d*x 


-^cosv+i^sin»  =ÿr- 


«fc* 

P  de  » 


20 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


d\ 

-  COS  V  •—  Sltl  P  — 


dp  dv 
^  2Tt  ‘  dt' 


et  par  un  procédé  analogue 
d\  d*x 

Wcos»~  w. 

En  substituant  dans  ces  équations  pour  ^ leurs  valeurs  tirées 
des  équations  (III),  et  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
Q,  =  Ùi  ül'  -h  il  viendra 


d2p  dS 
de a  P  df 


/>*(!-♦- $$)a 


dû 

=  -7-  COS  P 
dx 


dû 

-y-  Sin  P  , 
dy  7 


dap  <£/>  c?p  e?Q  c?û 

PdF  -23t-5F  =  ^•sira‘'- 


La  seconde  de  ces  équations  revient  évidemment  à 

d  •  p2dv  dû  dû 

dF~  =  Ifypcose—  fsmv. 

L’équation  z  =  p  s  donne 


d%z  _  d2p 

de  ~~  s  de 


dp  ds 

%Tt'di 


d2s  dû  s  , 

P1F  =  1Ü-  V(I 

x. 


■  55)" 


_3 


On  peut  éliminer  de  cette  équation  le  terme  à  1  aide  de  sa  valeur 
trouvée  plus  haut;  alors  l’on  aura  entre  les  variables  p,  p,  s  les  trois 
équations  suivantes  : 


des_ 

de 


d v 

:  de 


dp  ds  __  1 
dt  dt  p 


(IV) 


I  d2p  dif 

~dê  ?~dë 


-ss)* 


d' p  d—  =  p  cos  p  —  psmp 


S’ÇQS  P 
dz  ~~  p 
d  û 

s  V  —r~  ■+■  -SZtt  ( 
dx 


dû 

dx 

dû 

~dÿ  ' 


S'Siriv  dû 
p  Ify  ‘ 


C’est  sous  cette  forme  que  Lagrange  a  employé  les  équations  diffé¬ 
rentielles  du  mouvement  des  planètes  dans  son  Mémoire  sur  les  per¬ 
turbations  de  Jupiter  et  Saturne  imprimé  dans  le  troisième  volume 
(  année  1762  )  des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin,  page  321. 

19.  Si  l’on  nomme  ô  la  latitude  de  la  Lune,  l’on  a 

s  =  tangô ,  p  =  r  cosô; 
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ainsi  il  est  clair  que  les  équations  précédentes  peuvent  être  transfor¬ 
mées  dans  d’autres ,  dans  lesquelles  les  trois  variables  seront  r,  ô  et  v. 
Pour  cela,  observons  que  l’on  a 


ds 

dt 

dp 

dt 


ds  dp 
dt  *  dt 


__L_ 

cos*ô  *  dt  ’ 

a  dr  •  a  dô 

=  cos  6  —  —  r  sinv 

dt  dt 

i  dr  dô 


sin  0  dô* 
cos*ô  dt *  9 

I  d2ô  2sinô  dô * 
râ7ô"SF  ^  cosH  '  ~d?  ’ 

a  d*r  .  Adô  dr  A  </Aa  d*ô 

cosb-^-zmô^-x-rcosÔ-^-rsmô^; 
2  .  *  .  *ÎL  _  2  dr  rfô  asinA  rffi* 

f>  dt  ’  dt 


d*s 

dt* 

(Pp 

dt* 


dt * 


rcos*ô  dt  dt 


cos 3  ô  dt*  * 


En  substituant  les  valeurs  de  et  de  -  •  ^  dans  la  première 

des  équations  (IV) ,  nous  aurons 


d*ô 


dr  dô 


do* 

dt* 


i  dû.  sinôcosv  dû 
rcosô  dz 


sinôsinv  dû 


rcos*ô  dx  rcos*ô  dy 

Pour  simplifier  le  résultat  que  l’on  aurait  en  substituant  la  valeur 
piecedente  de  ^  dans  la  seconde  des  équations  (IY) , 

remarquons  que  l’on  a  z  =  r  sin  6 ,  et 

_  dû  <r  .  .  .  .  d'r  .dû  dr  .d‘6  .  A  dô‘ 

dt'  -Si  -^sin6z=sm6dF*:LC0SÔdi-di*rC0s6lF-rsinôW 
En  multipliant  cette  équation  par  sin  6,  et  l’ajoutant  à  la  valeur  de 

d  * p  _  , 

~dt*  ,  multipliée  par  cos  ô ,  l’on  aura 

d*r 


. dù2  2A  dv *  (r 

dt'  ~  r  rf?  =  rco«  ô-^r  -  TT 


.  A  dû  >  dû  y,.  .  dû 

sut  6  —  -h  cos  6  cos  -+-  cos  ô  sin  • 


Les  trois  équations  dans  ce  système  de  coordonnées  seront  donc 
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’  d2ô  2  dr  dô  •  a  Adv2  sinùcosv  dû,  sinô  sinv  dû  cosù  dû 

~tt  h — -jt-jT  smo  cosô  - - -z - - - -r-  h - -=-* 

a£  r  efc  dt  dt  r  dx  r  dy  r  dz 


/TTV  I  d"r  dô2  2a  dv~  <r  A  dû  A  .  au  .  au 

(V)  (  ~  rW-rcosd-dF~S=cosdcosvTx  +  •***«*%  -sin6Tz 

d- (r2cos2ô  dv)  A  .  dû  A  dû 

dt  dx  dy 

20.  Si  l’on  remarque  maintenant  que  l’on  a  ici 

x  =  rcosô  cos  v,  y  =  rcosô  sinv,  z  =  rsinô, 

l’on  en  conclura  que  en  multipliant  respectivement  ces  trois  équations 
par  r2dô ,  dr ,  dv ,  et  les  ajoutant  ensuite ,  l’on  a 

dô  d-r2dô  i  J  Ji i^dy2  i  <fra  i  dô2  ,  2  tfra  ,  2  2/1  c?p  <Tp  a  3. 

- - - - d  r  cos  0—  ■+"  -d'-j-r - -j^d  r  dr  cos  0  ■+■  z-j-'-y-r  cos  ô 

dt  dt  2  dt  2  dt  2  dt  dt  dt  dt 


,  dv2 


dû 


A  dû 


dr 


dx 
2  Adv‘ 


dû  7  dû  , 
-r —dx  h — T-dy 
dy.  dy  J 


dû 

~dT 


dz , 


dû 


dz . 


ou  bien 

1  ,  dr  I  7  j  i^2  2  a  dv  dr  dû,  7  dû,  , 

-d'-rr  ■+■ -d-r  -rir  -d-r  cos  6—r  =  —  cr-r  -+■  -j-dx  ■+■  -i—dy  ■+*  , 

2  dt  2  dt  2  dt  r  dx  dy  J  dz 

*  Cette  équation  est  analogue  à  la  troisième  des  équations  (V)  sous  le 
rapport  de  l’immédiate  intégrabilité  des  premiers  membres  qui  com¬ 
posent  ces  deux  équations.  Il  est  d’ailleurs  clair  qu’en  considérant  £2 
comme  une  fonction  de  r ,  ,  ô ,  l’on  a 

1  j  /  dr*  2  dô2  2  2Adv2\  dr  dû  ,  dû  JA  dû  7 

Zd\W  dF  6 d?)~~<17"h HFdr  -  -38-' dd  -  *. 

et  que  les  seconds  membres  des  équations  (V)  peuvent  être  respective- 
.  „  .i  .  .  .  .  dû  dû  dû 

ment  exprimés  par  les  coefnciens  différentiels  partiels  ^  . 

Il  suit  de  là  qu’en  substituant  les  valeurs  de  x,  y ,  z,  l’on  a  ces 
quatre  équations 

dû 
~df9 

-  dû 

~~  dr 


(VI) 


/  d  •  r2dô 
dt 2 

r2sin 

ô  cosô 

rfV 

dd2 

—  r 

dd 

—  r  cos‘ 

\d'(r%cos2bdv) 

rfû 

j 

dt2 

=  W  9 

dr 2 

2 

db2 

[zd( 

dt 2 

•+■  r 

w~’ 

dv * 
dt 2 


,  dv2 

'  dd 


(T 

TT  9 


rWô 


dpa  \  c 

dd)  7 


dr 


dû 

dr 


dr- 


dû  jA  dû  7 

-dtd6*^dv- 
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En  intégrant  la  dernière  de  ces  équations ,  et  posant  plus  de  simplicité 


r 


on  a 


dr' 

d ? 


7  <  A  _  dû  7  rfiû  JA.  dû,  7 

da  =  -dFdr~mrd6-**rd'’’ 

.  r  —  +  r  cos  ô-^r  =  -  -2 Jdü-9 


où  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  symbole  différentiel  d'  ne 
regarde  que  les  variables  r,  ô,  ç  explicitement  contenues  dans  la 
fonction  & ,  au  lieu  que  l’intégration  marquée  par  le  signe  J*  est  re¬ 
lative  à  la  variable  p  considérée  soit  explicitement,  soit  implicitement 
dans  la  même  fonction. 

ai.  Maintenant  si  l’on  ajoute  cette  équation  à  la  seconde  des  équa¬ 
tions  (VI)  multipliée  par  r ,  il  viendra 


ou  bien 


,  d2r 
*dt a 


ÈL 

de 


.  dû 
dr 


2  fd'Çl , 


d'r 2 

de 


+*fd'n- 


Cette  équation  du  second  ordre  offre  la  plus  simple  combinaison 
qiM  soit  possible  de  former  immédiatement  avec  les  équations  (VI). 

.  T  éliminer  de  la  dernière  équation  du  numéro  précédent  la  va- 
nable  fl  ,  il  suffit  d’observer  que  réquadon  ^  =  ,  donne  dd  =  J*_, 

et  que  par  conséquent  l’on  a 

i  ds 2 


dr a  2  /  dv 2 

dê  r  \ IF  ' 


r)  ~  t  - 


1  -*-w  de  (î-t -s  s)*) 

En  écrivant  la  troisième  des  équations  (VI)  sous  la  forme 

2  dv 


■  g-  =  (l*ss)f~dt. 

Ion  en  conclura  que  ces  équations  sont  équivalentes  à  celles-ci: 

I  1  o-  da 

â '  H?  F  "■  r-rfT  •'■ydù, 

zdv 


(Viy 


4  =  (<-)/>, 

*"  ■%?)  =  t  *  '-fd'a- 


dr 2 

l  de 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 


24 

22.  La  troisième  des  équatiohs  (IV)  étant  la  même  que  la  troisième 
des  équations  (VI),  il  est  clair  que  l’on  a 

d •  p'dv  dû, 

dë  do 

Pour  peu  que  l’on  examine  cette  équation ,  on  voit  qu’elle  peut  être 
intégrée  de  deux  manières  différentes  :  1 ,°  en  la  multipliant  par  dt , 

ce  qui  donne  ~  dt  ?  2°  en  la  multipliant  par  2  fdv , 

ce  qui  donne 

Kfiy »»bi»  î-t 

Cette  équation  est  propre  à  donner  immédiatement  le  tems  en 
fonction  de  la  longitude  t>;  mais  comme  cette  intégration  dépend  im¬ 
plicitement  des  valeurs  de  p  et  de  5 ,  il  est  nécessaire  de  transformer 
les  deux  premières  des  équations  (IV)  de  manière  que  v  soit  la  va¬ 
riable  principale. 

Pour  cesser  de  regarder  dt  comme  constant,  on  doit  changer 
en  -L  = 

de  dt  dt  de  dt  de  9 

mais  l’équation  dt  —  do  •  p3 ^2 d^J~  »,  étant  différentiée ,  donne 

*  =  2P  d^-dp-dv  -  f4^(a dv)~* -dS . 

Partant  l’on  a 


et 


d'p  _  (i_  -  J£_\  2  fe  —  dv-*1-  ■  *  .  ** 

de  ~~  \/>4  *  de  p*df> 7  VP  dv  p*  do  do  9 

d'p  de  __  l/l  d'p  2  dp\  f\dù  dp 

de  P  de  p\p  p' de  p3de )  J  P  do  c  v  "4“ 


Cette  expression  se  simplifie  en  posant  u  =  ^  ;  car  elle  devient 


<&*  2/  <**«\  /‘rfû  ,  du  dù 

W  ~  P W - -  (“  -  à?)  2JVdVdv  ~  dü'lk' 


Il  suit  de  là  que  la  seconde  des  équations  (IV)  donne 

(d'u  \  rdQ  1  V  .  du  dû  cos  0  tfQ 

aF-*)yiw*- 


(1-4 -$s)2 


11  do  do 


dx 


sin  0  dÙ 
u*  dy  * 
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Poui  transformer  d’une  manière  semblable  la  première  des  équa¬ 


tions  (IV) ,  il  faudra  changer  —  en 


.  de 

d  —  =  —  *  d't 

f  ^  **  ~~  dï'W 


dt  de  de 

Cela  pose,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  d2c  et  de  dt,  l’on  aura 

—  =  -i- .  — .  «  dP  ds  «  r* dQt  7  d'p  r*  da  , 

de  P*  dv  dv 

sdu  -4.  ü_  .  ^  _  o  dp'ds  A  dû,  7  S  Ci  dû 

de  P  dt  ’  dt  3  2/p  ~dïdv  -*■  -jr  zf? 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  l’on  aura 

*s) 3/p’ir*  =  l-^r . 

’  ap  p  \dt  )  jr  dv  p  dz  p  dx  ~ 

lais  nous  avons  fait  précédemment  u  =  -  ,  donc,  en  résumant  le 
résultat  de  ces  transformations,  l’on  aura  P 


*  i/  cda  7 \_i 

*  =  *• 


5-ÎWP  rfû  I  f/Û 
ch:  i*3  </y  u3  '  dz  ' 

I  ^  ro.y  p  dû  sin  v  dû 

II  dv  dv  il  dx  ie  dy  1 


a3  Pour  éliminer  les  coordonnées  *,  y,  z,  remarquons  qu’en 
considérant  Si  comme  fonction  de  s,  u,  i>,  l’on  a 


dû 

_  dû 

dv 

dx 

dv 

dx 

dû_ 

_  dû 

dv 

dï 

dv 

* 

-H 

dû 

_  dû 

dv 

dz 

dv 

*  dz 

H- 

>  tang  p  = 

y 

X ’ 

11 

dû  du 
du  dx 

dû  du 
du  dy 

dû  du 
du  dz 


dû  ds 
ds  dx  ' 

dû  ds 
ds  dy 

dû  ds 
ds  dz  * 


-  zu ,  d’où  l’on  conclut  : 


Tome  I. 


4 
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dv 

dv 

dv 

dx 

—  u  sin  v , 

dy 

— 

U  COS  V 

9 

dz 

du. 

du 

2  ■  _  , 

du 

dx 

—  u  cos  v , 

dy 

1 

il  sm  ( 

?  9 

dz 

ds 

ds 

ds 

dx 

—  us-cos  V  , 

w 

■ —  *  1 

u  s- sin 

i>9 

dz 

et  par 

conséquent 

dû 

.  dû 

2 

da 

-cosv 

da 

dx 

=  ~usinv-^ 

—  u 

cosv 

du 

US 

ds 

9 

dû, 

da 

2 

da 

-sinv 

da 

ày 

=  ucosvih 

—  u 

sin  v 

du 

us 

ds 

9 

dQ. 

da 

dz 

U  ds 

Substituant  ces  valeurs  dans 

les  équations  (VII) 

,  l’on  aura 

/ 

(<Ts 

\  rda  j 

1 

ds 

da 

s 

da 

1 

■+•  SS 

2  U" 

~s)jVdvdv  = 

u * 

dv 

dv  H" 

u 

du 

U* 

y 

(VIII)  < 

! 

*u)fÊ-vdv- 

l T 

(1  -*-ss) 

T  = 
a 

1 

u 

du 

dv 

da 
■  Ih 

-H 

da 

du 

ï 

*  dt 
dv 

rk- 

On  doit  à  D’Alembert  et  à  Clairaut  la  forme  de  la  seconde  et  de 
la  troisième  de  ces  équations.  Comme  ces  auteurs ,  à  l’exemple  de 
Newton,  cherchaient  les  variations  de  la  latitude  de  la  Lune  par 
celles  des  nœuds  et  de  l’inclinaison ,  ils  n’ont  point  formé  directement 
l’équation  différentielle  en  s ,  laquelle  nous  parait  avoir  été  donnée 
pour  la  première  fois  par  Lagrange  (Voyez  page  3a5  du  tome  III 
des  Anciens  Mémoires  de  l’Académie  de  Turin  ). 

24.  On  peut  aussi  déduire  des  équations  (VI)'  données  dans  Je 
n.°  21  un  nouveau  système  d’équations  ayant  v  pour  variable  prin¬ 
cipale.  En  considérant  dt  comme  variable,  l’on  doit  changer 

</a.ra  £t  . 

dt*  dt*  dt  dt *  ’ 


donc,  en  substituant  pour  dt  et  d2t  leurs  valeurs  données  dans  le 
11.0  22,  il  viendra 


CHAPITRE  PREMIER. 


2? 


d*-ra 


1  d-r*  dÙ  . 

dp  ’ 


•ra  _  /  1  c?a.  r*  2  dp^  d  r'1\  2  rfû  ,  1  d-r^ 

Et*  \/)4  dp*  p5  dp  dv  )  2 y  ^  dp  Ç  pa  dp 

ou  bien ,  en  remarquant  que  p  =  ^  , 

da./a  td*-r%  2  du  dr’x  .rd&  j  ad-ra  dû 

dt *  \  dv*  u  dv  dv  jUJ  utdv  V  U  dv  dv  ’ 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (VI)',  Ton  aura 


da-ra 

dv* 


1  du  d*  ra 
û  dv  dv 


d& 

dr 


d£l  d-r%  ri'r\ 

ÂT  +*fdSi 


dv  dv 


Or  les  équations 


dQi  dût 

r  —  —  x-j- 
dr  dx 


dû,  dÛ, 

J  dv  Z  dz 


_  ]/{\  -*-ss) 
u 

2(1  -+-ss)  du 
u*  dv 


au4/-^-  d9  ■ 
J  u  d 


et  r 

**•  u*  uv  az 

donnent 

r  __  u  d&  dV  2.  s  ds 

dt'  du  dv  u*  dv  u * 

donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  l’on  obtiendra 

£  d a«  r*  2  dut  ds  1  -*-ss  du\  _ 

2  dv*  u}  dv  \  dv  u  dv  ) 

5  -y~- —  u ^2.  «  fri'  O  (  *  d/Adû 

“-s  *ar)-sr 

Si  dans  la  troisième  des  équations  (VI);  l’on  fait  pour  plus  7e  sim¬ 
plicité  d(p  =  dp  J/  •  5^)  »  r°n  a  l’équation 

dr*  ad0*  20-  /~7,~ 

W*Td?  =  T +  */*** 

ou ,  en  substituant  pour  dt  sa  valeur , 

__  _  |/(i-îî)  2Jda 

dp*  d/  4  /‘dû  , 

2  U  7  -5-7-  ÛP 

y  wdp 

En  combinant  cette  équation  avec  la  précédente  qui  donne  la  valeur 

i  1  d  .r*  4  1 

2  *  5  et  remarquant  que 

1  da.ra 


dar  dr: 
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l’on  trouvera 


a  df  d2r 

r  dv2  T  dv* 


{  (TU 
(  j/(l  H-  S  S) 


dû, 

du 


&  i  -*~ss  du\ 
u3  dv\S  dv  u  '  dv) 

(ds  i  ~*~ss  du\dû  )  _ 1  .  ... 

S  dv  u"  *  dv)-&  $  2  f  fo  . 

J  u  dv 


2S.  Si  dans  les  équations  (TV)  trouvées  dans  le  n.°  18  on  substitue 

au  lieu  des  fonctions  leurs  valeurs  exprimées  par 

dû  dû  dû  J 

Hï'lï'-dT'  Ion  aura 

/  2  /Y£Q  , 

(  r*=Jibdc- 

En  faisant  p  =  ^  dans  le  premier  membre  de  ces  équations ,  on  les 
transforme  dans  celles-ci  : 

r  d*s  ^  $  dv a  a  du  ds  4  /  s  dû  i  s  s  dû  \ 

V  de  s  de  u’  di  *  dï  ~  u  *  ~dü  H  i?  ^7 j  5 
(VIII)'  C--.^ - f!f!_  =  I.4/fE  H-  i  rfû\ 

)*  dt  u  de  (1+SJ-U  u 

/ *  î/VQ  , 

(  5F  =  uy~d7dci 

lesquelles  doivent  être  considérées  comme  les  réciproques  des  équa¬ 
tions  (VIII). 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  les  équations  (V)  peuvent 
être  mises  sous  cette  forme  : 

d2>  r*dô  a  •  A  a  dv a  dû  ,  dû 

SF~  *r  smôcos6dë  =  + 


00'  \w-rw-r“»6!£-ï  =  -u'cosd 


.dû 

du 
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§  3. 

Développement  préliminaire  des  fonctions  des  forces  perturbatrices. 

26.  Les  équations  (VIII)  seront  la  base  de  notre  Théorie  de  la  Lune; 
ainsi  il  est  nécessaire  de  considérer,  les  fonctions  a',  a",  a"',  afin 
d  exprimer  par  les  coordonnées  u ,  v ,  s  les  termes  qu’elles  introduisent 
dans  nos  équations  différentielles. 

Nous  avons  fait  (  n.°  7  ) 

a'  =  —  M'  **'-+- yy'-*-”'  .  m' 

1  pi 

mais  l’on  a 

CO  S  P 


/[(*'  —  *)a  ■+■  (y'  —  y)a  -h  (z;  —  2 )a] ; 


2  = 

U 


et  rien  11  empêche  d’exprimer  par  des  fonctions  semblables  les  coor¬ 
données  du  Soleil,  en  posant 


y  = 


Alois  p  représente  la  longitude  du  Soleil  comptée  sur  une  écliptique 
sur  P-jection  de  son  rayon  vecteur 

vecteur  r  avec  cette  même  pr^eftW  **  ******  f°rmé  par  le  rayon 

deï  devieatUaUt  ^  ^  *“  C0°rd°Unées’  »•  première  partie 

M' u '*  SS  m*“  C05(p  ”’pr) 

U.  1  } 

(i-wV)* 

seconde ,  p__ __  f  en  p0sant  p0Ur  p]us  je  simplicité 

n  =  _  ^-cos(v-v)*Ç(i^.ss)-^fss*ss, 

de  sorte  que  l’on  a 

a'  ==  -•***“'  _  m «x'f  «u(p-p') 

/(1^-n)  ^7T - - — VI—- 

(  1  si) 2 

En  prenant  les  différences  partielles  de  Q.',  nous  aurons 


3o 
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=  m  ^(n-is)(i-4-ri)_2  ■+■  jr^p-pv^o^-^nr») , 
^  =  -  Mlîÿ  (I  H-  n)-l -Af~((i  -  5Ï)-1  -  (!  +  n)-i); 
d’où  l’on  conclut 

^  ^  =  ^  7?  *»(•’  -  0  ((!  «T*  -  (i  •*- n)~*)  ’ 

s  dQ !  i-wi  dQI  u!*/  f  /x  \(t  •  'v-l  /  rr\-i\ 

S  •■ST"' =  M  )-*)((!■«■«)  .“-(i-'-n)  »), 

•*•»•■*  =  ^ -.cos(p-0((l^s)  a-(l+n)  a). 

27.  Afin  d’établir  une  limite  dans  les  développemens  ultérieurs  de 
ces  dernières  fonctions ,  nous  conviendrons  de  négliger  le  carré  de  s\ 
le  produit  %  s,  et  de  11e  conserver  dans  le  développement  de  la  fonction 

3  ^  o 

(i+IIp  que  les  termes  multipliés  par  u,  u2,  u ,  en  se  rappelant 
que  u  représente  l’unité  divisée  par  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre 
projectée  sur  l’écliptique  fixe  ;  ainsi  nous  aurons 

(1  -  n)-i  =  1  -  §  n  *  f  ir- g  n3  -  etc., 

où  l’on  a 

rr  /  /\  u>  /  x  nu!  • 

il  = - COS(P  —  P)  -» 5  (  I  -4-  5  S  ) - 55  , 

24  v  '  U  '  'U 

f2  f2  .  f3  o.ja 

n2=  -4-  C05(2P  —  2p)  —  ^3-  (1  ■+■  55)  C05(p  —  P  )  ■+■  5  5*  C05(p  —  p'), 

n3=-^-C05(p-  p')  —  “J-  C05  ( 3 P  —  3p'), 


et  par  conséquent 
(I+ri)_a  = 


( 


9  u,a  3 

1+  -  •  -5 - 

4  24  2 


5  -H  3^-5  5'^ 

C0i(2i>-2p)(-H^-y 

co,( p  -  p')  (-  3  T  -  f  •  S  -  T  •  S  «*  1 5  S  *  *') 

coi(3p-30(^y-^)- 
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Eu  faisant  les  multiplications  indiquées ,  on  aura 


6 1 


d£V  _  -jyj,  ll'i 

u*"  dv 


s  d£ V 
u  *  du 


ua 


ss  d£V 
ds 


COS  O 


M'  < 

u4  " 


/ _  3  45  «'*  15  u»*  u'»  ,  9  B'  î'\ 

cm(‘'-^)(-"ï+Î-ï«-3.«..*'+39 
cos(3o_3«>')(-^.-£) 
co^-40(-g.$) 


du 


_  _£  r£fïr 

«  '  f/jf'" 


C05  0 


/I  9  «'»  9  M'm  q 

\  2  — ÏÔ  -lïïM-2 

COsfîP  —  2o')(  —  !— T  .--h  —  —SS  — H  ç'\ 

v  'V  2  4  •«•^4  'u>SS  T-ÙS'S  ) 

3  u'  o  i  >.  «’»  .  i 

2  *«  3.5.5  +  I5~i,i 


^  T  J  COS  —  (/)  / _  ® 

J  \  8  ’  u 

cos (3t>-3/)(-^.- j 

analoffup  ,S^L10ns  maintenant  la  fonction  Q'"  ,  qui  est  par  sa  nature 
fl)  °UCliOÜ  *  U  Suffi‘*  *  développer  la  partie  de  a"' 
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3.2 

relative  à  la  planète  m!'  •  car  il  est  évident  que  par  un  simple  chan¬ 
gement  de  lettres  on  pourra  en  déduire  les  termes  dus  à  Faction 
des  autres  planètes. 

En  substituant  pour  x"  ,  z"  leurs  valeurs  X"  ■+-  x  ,  Y"  *+■ y  ,  Z" -4 -z' 
dans  la  valeur  de  Q"  trouvée  dans  le  n.°  17  ,  on  aura 

-£,((X"+x')cosv  +  (YJ'+/)sin\>  +  (Z',+z')s  )  , 

où  ,  A'*=(X"+x'-^)V  +  (r+s'-i)*. 

Cette  expression  de  A'1  donne 

f • 

Cela  posé,  il  est  facile  de  trouver  les  expressions  suivantes; 

sin  v  -  cos  v  )  (  7* — &  )  > 

^ =£'  ((^^««^(r+yyw^+O*) 

“2T - +z)Uï_?j_S5- 

Actuellement  si  l’on  fait 


-pr/,  cos  v' 

on  aura 

dV" 

/  sin  (v  —  v")  t  «rt  (v> —  \ 

dv  M 

\  w  ) 

àSX" 

["cos(v — v")  cos(v — v')  t 

du  *"""  M* 

L  u"  1  u'  4 

r?nr"__ 

za/ü+ty*  -J- 

u  \  u"  ^  u'  /  \  r"1  A"3  y 

chapitre  premier. 
Il  suit  de  là  que  nous  avons 
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I  dû!"  rri't  I  .  (  i  .  ,  ,A  /  i  I  \ 

tt*'  -dï-=ûAy<sin(~v  ~V  )  *  Vsln(v~  v>){?r3  -  Â^)’ 

s  d£lm  i -*-ss  dû,'"!  m"/  s  /  "\  s  f  /.  sn  s'\/  i  j  \ 

ï  “ST  ""7?-  If”  P^-S»«W(P-P  )  *  -J-COS^-V)--^  - 

"ST  +  «  •  =  35*  *  7?(,7?C<M (•» - ^  ) -  17e0" (p  “  ))(?s  ~  ât3J- 

Pour  achever  d’exprimer  ces  trois  fonctions  par  nos  coordonnées 
polaires ,  il  faut  remarquer  que  l’on  a 


I  ■+■  S  S  I  ■+■  S  S' 


2‘s'sn  2  cos{yf  — .  pr) 

u'u"  ”4*’  u'u" 


A'3  ss  r"2  -+.  lm*ss  __  2 cos (p  —  <>")  2C0j(p— p')  W*'  i"\ 

“a  »•«"  w  ’ïTvy  7?/  ’ 

d’où  l’on  déduit 

^  =  ^(r"Vî-^.coi(o-p')-^»cos(o-p>^(i  +  4i)-^(s'4. 

“3(>7Ï  ~  Â'*)  =  1?( 1  *  ~rfTcos(y  -  0")  +  «Y +(1  +  s'V')  ~  + 

“  +  fV^-i 

Sjr>Tr  rr*  ^  déVel°PPéeS  «  «érie  convergente 
lorsqu  il  s  agit  dune  planete  infeneure:  pour  „„e  planète  supérieure  il 

faudra  leurs  donner  ~  pour  facteur  commun,  et  alors  l’on  aura 
^  =  ^(r"2“"2  -  T*0#-*)  ~  ~;C0S(V-V')  -  £(1  -+*ss)  -  ^(5%  , 

-  J(rV  -  ^cosfy-S)  -  ~cos(y-»)  *  Ç(i+ss)  -  2Ü'(,V . 

29-  La  fonction  &  étant  assez  compliquée  ,  il  convient  de  considérer 
p^rt  chacun  des  termes  qui  la  composent;  ainsi  nous  la  réduirons 

à  ^  =  ___  y  (u.°  y  y  j)e  plus  ,  nous  ne  retiendrons  dans  V" 
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que  les  trois  premiers  termes  ;  et  nous  supposerons  la  Terre  un  sphé¬ 
roïde  de  révolution.  Dans  ces  hypothèses  l’on  a 

ft"  =  a^j(^(sinX  —  |)  *  F(a)  -7  ^(3))  ’ 

F(a)  =  — K^sirfx — j  )  ;  ^"(3) =  (slrl  5  sln  ^  )  ’  (V.  n.°  8  et  11). 

En  substituant  ces  valeurs  de  F(1),  F0)  et  remarquant  que  r  = 

Z)V  „  /  .  3.  3  . 


nous  aurons 

D'u? 


ft"=  aJhL—^  _  Kw)(sinl\- \)  ff-^~K0)(sin\-lsinx). 

En  substituant  nos  valeurs  de  x ,  y ,  z  dans  celle  de  sin\  =  p , 
trouvée  dans  le  n.°  9,  il  viendra 

.  ^  COSV  .  „  «*/2P  f 

«re X  =  sin  m  sin <p -*•  «*<?> *•*  cos  ® 7(TT7^ 

râ  O  Ji*/l(P  -+-  (p)  S  •  COJ  fi? 

et  par  conséquent 

d-sinX  sin  o  cos(y (p)  d .  sin  Z  —  ^  d- sin  Z  =  coj  fi?  —  J.jm  fi?  fm(t>  (p) 
~~dv  j/(T^Jj)  <fe  9  ds  (i  +  ss)i 

Cela  posé ,  si  l’on  forme  les  différences  partielles  de  la  fonction  Cl", 
l’on  trouvera 

dùn  2(r(rp  —  Ki2))D*u3sin  Z  d  •  sin  Z  3  tr Kg  ^D3u^ (j in* Z —  «•)  .  d .  sin  Z 

~dv  ~  .  __x4  d~v  '  (1  -*-71)*  dv 


(i  +  ss)* 

dû"  _  SaW  —  K^O'u'jsin'Z—l)  ^  4 <rK0)D3u3  (sin3X  —  j  xmA) 
(I+»)1 


(l  -HJJ)" 


du 

dû"  2(r(tp  —  K(i))D*u3sinZ  d‘sinZ  ^  3  (r  K^DW^sin'Z  — -  f  )  d  «  xm  A 


U 


(1  -*-ss)* 


(1  -t- jj)3 

3<r  (ÿ  —  K(2))s  D9 u} (sin  X  —  3  )  __  4  K{z)D3u^s(sin3X  —  |  sin  X  ) 
<«♦«)*  ("*~)5 
et  de  là  il  est  facile  de  conclure  les  expressions  suivantes  : 


ds 
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1  dû."  ^  20-(ip-Km)D*,idnX  dsinX  __  |)  dsinX 

rfp  (ih-„)3  '  *  0-«)*  ‘“rfT’ 

-  .  ^  *  LÜ£  .  d3"  -  wty-^D’usinX  dsinX  UKfhDhi\sin'X-h  dsinX 

“  du  u“  ds - -  “I - —  •*" - T-rrr - — - — i > 

.  {i-t-isy 


d>  .J-  '  ds 

~ * i .  d®l  _  Z ( t - ) D'a> ‘Z3 (*«•* - 3 ) 


c?a  z*  </  s 


1  ss  ds 

d  •  sin  X\ 


(i  -t-n)a 
<r K(i)D3u3f  q.(sin*X  —  §  îw2) 


\  I  $  J  ds  J 


(i -*-$.?) 

Les  formules  précédentes  donnent 

sin*^  _  f  sin' o  ■+•  ss-cos'q  ■+•  2sin  a  cos  o>S‘sin(v  -4-  0)  —  c0.y(ai>  •+■  a0ï 

1"*‘w  (i  -h  ss)'  2  ’ 

— L _ .  ^  ( 1  —  j-  sin'o)s  (  i  —  ss)sin  o  cos  o  sin(v  •*-$)-*-  ^S'sin'o  cos(av  -f-  2<p) 

(l  +  ii)ï  ds  - - — - 


sjjfû  dsin Z  i  3 ,cosc»)sin  o)  ss(cosœ— 2cos3a>)-<-s(2si«  w—  y 5m3a>)5Î/z(p -♦-(&)) 

^  j  _  l - 1 — - 

(  CO5C0  5m\(i-S5)C05(2p+2(f))  +  isin3oo-s-sin( 3p  3  <f>)(( 


(I  +ii)a 

-  3  \  /  ii  •  3 

_  AA  ci  n  f. 

A 

•  3 


sin  X 

X  * 

(i-w$)a 

sin'} t 

dsinX 

(i  -t-ss)* 

dv 

sin%X 

(  1  sitî 

(i  ■+■  s  s)* 


.  3 


(  | sin  a  cosw  5-co5(2P4-  2(f>)  —  \sinv  sin(3v  +  3<f>) 

3o.  A  l’aide  de  ces  développemens ,  l’on  obtiendra  les  résultat: 
qui  suivent: 
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COS  O 


( 1  —  1  sinu)  s 


s_  dûT 
u  du 


i-ï-ss  dû,”  2<r(ip  —  K(A))D*u  J  •  /  s  \  /*  \-  \l 

— -- —  =  — ^ - 4 yin(v  ■+■  (p  )  (i  —  ss)sinucosu)  j 


3  <rK(3)£V 


(i  -h  ss)2 


(i-w*)a 

cos( 2p+  2<p)(  -»-|s«$ma£o) 
l  COS  O  [  \  COS  U  —  Jcos3co  —  (f  COSW  —  2C053w)55]^ 

sin(v  •+■  (p  ) [(| sinon  —  x} sinu) s  •+■  | sinus3] 
cos(2v-h2(p)[—  cosu  sinu(^  —  5  s)] 
sin{ 3^-h  3(p)[  ■+•  \  sinu  5] 


f  cos  o 


[ —  1  ■+■  i  sin  u  ■+•  (4  *—  6  5ircao;)s5]h 


t/û"  j  <r7)V(^  — ^a))]  .  ,  ^Nr. 

- - - 1  <  sin(v  -h  (p  )  [sinu  co$ct(8s  —  2s  )] 


du  u  ds 


(1  H-5  s)2 


cos( 2v-*-2(p)  [sinu(  —  |  55)] 

Icos  O  [ — 3  cosu  -4-  ^  sin2u  cos  u — ( ôcosu —  iocos\*;)ssj 

sin(t>  <?>)[—  *isina+  3 sin^w * (^sinw-ejsin  m)s s +  lsinw sA]j 
cos(2v+2<p)[sinu  cosu(—  -*-3  ss)  s] 
sin(3v+3(p)[sin3u(—  i  ■+■  \  ss)] 


i  dû!'  a  <rD'u(<P  -  Km)  jc0*  (  »  -*  <P  )  («““«s)] 

(t-t-js)»  i  sin(2i>  ■+•  2<p)  (%sin2u)  I 

Icos  o  [  4  sin  a  ss  -sinai  cos\uJ) 

cos(v  <p  )  [  —  | sira a>(  i  *  $$)] 
sin( 20  ■+■  2p)  [  sin2u  cosu  5 J 
cos(3v  ■+•  3  (p)  [  —  4  sinu] 
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3i.  Le  coefficient  qui  entre  dans  ces  formules  est  sans  doute 
très-petit  4  mais  pour  ne  rien  avancer  sans  démonstration  nous  allons 
faire  voir  qu  en  général  les  coefficiens  ,  K ^  ,  etc.  sont  chacun 
plus  petits  que  le  coefficient 

Les  observations  de  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les 
secondes  faites  à  différentes  latitudes  ont  fait  voir  que  cette  longueur 
varie  à  très-peu- près  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  la¬ 
titude.  En  partant  de  cette  donnée  voici  comment  M.  Poisson  parvient 
à  fixer  la  limite  des  fonctions  ,  Y^  ?  etc.  sans  meme  supposer  que 
la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution  (Voyez  Connaissance  des 
tems  pour  1821  ,  page  264). 

D  après  la  théorie  de  1  attraction  des  sphéroïdes ,  l'expression  de  la 
longueur  du  pendule  est  donnée  a  priori  par  une  fonction  de  cette  forme 

L  [  *  +• 5  *  ( -  t  )  ■ ■+■  fw  -h  2  r(3)  -+-  3  r(4) + 4  r(5) + etc.] , 

ou  L  désigne  une  quantité  constante  ,  et  X  la  latitude  géographique. 
Supposons  maintenant  que  la  véritable  expression  de  cette  longueur 
sous  forme  finie  soit 


et  j€S1^nant  ^  coe^c^ent  constant ,  et  Q  une  fonction  de  la  latitude 

nliic  ^l°noltude,  qui  d  après  les  observations  est  résultée  toujours 
pl~.  P.,U.  ^  E  <  d,„  iom  ,,oM  oWJ 

y=rw+(5  t-^)(s,vx-4)+2r(3)+3r  ,F  k 

dans  laquelle  la  fonction  doit  être  consi¬ 

dérée  comme  assujettie  aux  propriétés  générales  de  la  fonction  JTW. 
32.  Actuellement  imaginons  la  fonction 

(  1  -  2  x  [sinlsin  (X)  -t-co*  Uos  (X)  cos  (®r  -  (®)  )  ].+.  x')-[ 
développée  suivant  les  puissances  de  x  ,  et  nommons  Xw  le  coefficient 
ce  x"  -  M.  Legendre  ( Exercices  de  calcul  intégral ,  vol.  Il,  pag.  271)  a 
emontie  que  les  deux  fonctions  satisfont  toujours  à  l’équation 

/A  (n)  Y{m)  cos\  Jdx  dzf  =  o 
entre  les  limites  =  0°  ;  ^  =  90°  ; 

®  =  36o°  j  X  =  270"  > 
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pourvu  que  les  indices  m  et  n  soient  deux  nombres  différens.  Donc 
en  vertu  de  cette  propriété  ,  si  l’on  multiplie  la  valeur  de  Q  par 
&(m)Cosl*d\di3 ,  Ton  aura  .,  en  intégrant  entre  les  mêmes  limites  , 
JJ'Q X(m)C0s\.d'kd'B  =  (ni—  I  cosl .  dXd-rs . 

Mais  dans  1  ouvrage  que  l’on  vient  de  citer  il  est  démontré  (pag.  272)  que 
C0s  1  •  d'1  =—  27^1  (  )  > 

(*%))  «tant  ce  qui  devient  YM  par  le  changement  de  X  et  -a  en 
(X)  et  (ta)  ,  en  désignant  par  ces  deux  dernières  quantités  deux  valeurs 
arbitraires  que  1  on  peut  donner  à  X  et  à  vf.  Ainsi  nous  aurons 

ff QX^osx.didv=- >(r(m)). 

Si  Ion  remarque  maintenant  que,  relativement  aux  limites  de  cette 

intégrale ,  le  coefficient  X demeure  toujours  compris  entre  -h  1  et _ 1 

l’on  en  conclut,  en  faisant  X(m)=  1 ,  que  Ion  a,  abstraction  faite  du  signe,’ 

(  ^0»)  )  <  ~ 3  cosX.dldv. 

Donc,  en  nommant  B  la  plus  grande  valeur  de  Q,  laquelle  par  l’hypo¬ 
thèse  établie  doit  être  plus  petite  que  A  ,  l’on  aura  à  plus  forte  raison 

<*■<->><  ÎÜHÏ 

ou  bien,  en  observant  qu'ici  fTcos\.d\d-a  =~/p. 

Pour  mieux  fixer  les  idées  sur  ce  point  nous  ajouterons  que  M.  Besset 
en  comparant  avec  la  formule 

L  [  1+  5  6  (sm‘X  —  T )  -4-  rw  -t-  2  r(3)  -f-  etc.] 
les  longueurs  du  pendule  observées  dans  les  deux  hémisphères  a  trouvé 
que  l’on  peut  représenter  ces  observations  en  prenant 
T(i)  =  Æ(3)  (  sin'y  —  i  sin  x) 

K())  =  o ,  ooo3345 , 

et  en  supposant  nulles  toutes  les  autres  fonctions  JT/j ,  Y  ■  >  etc 

{Voyez  Jslronomiae  fundamenta ,  page  i3i 
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33.  Actuellement  développons  la  seconde  partie  de  fi",  c’est-à-dire 
la  fonction  ~F'.  En  retenant  seulement  le  premier  terme  de  la  va¬ 
leur  de  V,  nous  aurons 

n.,  3  b’  D '* 

Ü 

en  substituant  pour  b'  sa  valeur  rapportée  dans  le  n.°  14,  il  viendra 

Ü  =  ai  •  1)  *  ^.^B-AyJ^cos^cos^. 

Il  est  évident  que  les  termes  introduits  dans  les  équations  différen- 
felles  par  le  premier  terme  de  cette  expression  peuvent  être  formés 
immédiatement  en  changeant  le  facteur 

en  1 

dans  la  première  partie  de  chacun  des  résultats  rapportés  dans  le 

dans  U  T  n°UT,  °nlété  f°Urnis  Par  Ia  Valeur  spéciale  de  fi"  définie 
^ns  le  39.  Il  suffit  douc  de  nous  occuper  de  ^ 

u3 cos2 Z'  cos  2 

nous  ^signerons  par  £ . 

D’après  les  formules  du  9>  nous  avons 

£  =  —  u>  ^  ■d,y-ï)cosv  (B  -+-  BjPT)sinv  h—  (C  h-  c 

2(1  *  (K  -  An\fa) cos p  h-  (5  -  By=ï) sinv  -h  (Ç_  C  ^ï)î)*| 

= M7Z7^(a(^a'^“)co^v"a(^a-i?“)s£raat’*a(er-cr.)«-4(^,-<«„)wcoW 

*  4  (ACt  -  AC J  scosv  s-  4  (SC  -  B  C)s-sin  e) 

_  #  .  ' 

H^s')^iA'~A'*Bi-B>(A><-B^Byos2^(ABrAB,)sin*v 

*  2(A,C,-4„C,)s-cosl>+2(BCrB(C)s.sim>  +  2(C'-C1)st:y 

Donc,  en  prenant  les  différentielles  partielles  de  g,  il  viendra 
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=  — --^-(A!-Al-B^K)sin^*2.(ABrABi)cos2P-(ACrACi)ssmv 

(B' C  —  B'  C)  s-cos  vJ 

ÿ-  =  -— 3“‘  .((A2-Aï+B1-B*)+(A*-A1rB*+B2)cos2i> * %(AB-A  B  )sin 

h- 2  (AC'-  AnC)s-cosv+  2(BCt  -  B  CJs-sinv*  2  (C*  -C*)s2^ 

fs  =  — ?—^([(AprAuC)cos<>  +  (BCrBCJsirw]  (  I  -4«) + (Cf-C2,)  (as-3/)) 
-^^1({A^-A^*ByB^*^-Al-B^B^)cos2.v*2.{AiBrAiByin.i.v\ 

2(l-4-Sj)a'  ••••••  •  ,•••;  / 


34.  Les  valeurs  de  At ,  B  ,  C;  ^  ,  2?w,  C  posées  dans  le  n.°  16 
donnent 

<4*  =  co  s2 &  sin2( p'  sin  6'  -+■  cos2<p'  cos2ô'  -4-  \cos  00  si/i  2(f>'  sin  26' 

^  =  cos2oo'  sin2(p'  cos2ô'  -+■  cos2(f>'  si/i2ô'  —  \  cos  oo  sin  2<p'  sin  2Ô' 

B 2  =  co s2 oo  cosa<p'  si/i2ô'  siritp'  cos*ô'  —  \  co s  oo  sin  2(p'  sin  2Ô' 

B*  =  cos2w  cos2(p  cos~ô  sin2(p'  sin2ô'  -4-  |cos  ai  si/i  2(f/  si/i  2Ô 
A  B  cos2usin2<p'sin6'+\cosucos2(ÿsin2è'~ltcoswsin(ÿsin2G-  ^sin2(p'cos2ô' 
A  B  —  J  cosVcos2(£>'cos2ô'—  \cosoo  cos2<p'  sin2$  -*•  ^cosco  sin<p  sin2Ô  -  \sin2(p'  sin  6' 
A  C  =  —  J  si/i  2  co'  si/i  (p'  si/i2ô'  —  |  si/i  «  cos  Ç»  sin  2  ô 
^  C  =  —  |  si/i  2  co'  si/i  (p'  cos2ô'  -4-  |  si/z  co'  cos  (p'  sin  2  ô' 

B  C  =  —  ï  sin  200  cos  (p'  sin2ô'  —  |  sin  00  sin  (p'  sin  2  & 

B  C  —  —  I sm  2  «  cos  $  c°s2&  —  è  sin  w  sin  <P'  sin  2  ô' 

C 3  =  sin  co'  sin  ô' 

C 2  =  sinV  cosaô' 
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et  par  conséquent 
A'-A'+B*  -B*  = 
<  —  A*  —  B*  h-  B*  = 
AB  -  A  B 

•  *  nu 

ACt  ~ 

BC'  ~  5C 
Ca  —  ca 
Partant  l’on  a 


SiVft/  C0S2Ô' 

=  (*  “*"  cos  to)cos2<p  cos2Ô  2cosùo  sin,2<p'  $iri2Ô' 
=  -  â(l  C0sV)stfl2(f>'  C0S2Ô'  •+■  COSW  C0S2(p'  si/l2Ô' 
=  J  5m  2  a/  sin,  <p'  cos  2Ô'  —  sin  oü  cos  <f>'  sin  2  ô' 

=  5  sin  2  «'  cos  ($>'  cos  2  ô'  ■+■  sin  »  sin  <p'  sin  2  ô' 

=  —  sin  w  cos  2  ô'  ~  • — •  (A*  —  À*  -4-  B2  —  i?2). 


Sus 


t  d?î 

U  é/w 


ï  + »  C?£ 


"T  (C1  —  C*  ) 


~  A*  -  B.  *  5Ü)  co*  2P  *  2  (AB-  AB J  ikî.) 

tt(l— .«)  / 

^  C'  “  ^"C")  C<W  P  ^  (5.C,  ~  ^„C„)  sin  p)  ; 


</u 


s  dj 
u  ds 


c 

a(l  '  "/ 

.  K*(î  -2M)  /.  „ 

2(1  H-W)i  V  '  "  _  H'  •*”>  C0S2W  --  2  (4, S  -  r/  5  )  Ain  2  p) 

^  _^_s  ^  A,@i)  c®s  f  -+-  (B  C  —  BCj  sin  p^  -, 


(l  -4 -W) 

d  ou  l’on  conclut 


Tome  /. 


i;*ï  +  lmtmss  d£ 
u  du  Iia  ’Ts  ~ 

3  sin2 oo  cos  2Ô' 

us  * 

|  0  ■+■  COsV)  COS  2Ô' C0s(2P  -4-  2 

(i  ■+•  ss)*  j 

“4-  2C0SU  sin  2Ù'  sin(2v  2(p') 

“(i  —  ss)  ( 

|  i  sin  2u>'  cos  2 6'  sin  (  p  -4-  <f>') 

(i  H-  S  s)^  | 

|  —  sin  w  sin  2  6'  cos  (  p  -4-  (p'  ) 

4* 
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dj  s  dj 

du  u  ds 

U*  (3 —  J2&î) 

7. 

2(1-4- .r$)a 


(l  -4-  C05V)C0S2Ô'  COS (2  P  ■+■  2(p') 

•+■  2 cosoo'  sin  2  ù'  sin  (  2  v  ■+•  2  (p') 

%sin2oo'  cos  2  ô'  sin(v  -+•  (p') 

—  sin  oo  sin  2  6'  cos (  v  (p') 

u*  dp 

(i  -+•  cos2oo')  cos  2 6'  sin( 20  -4-  2<f>') 

-4-  cosoo  sin  2  ô'  co  s  (20  -4-  2$') 

2  sin  2  00  cos  2  ô'  cos  (v  (p'  ) 

-+■  sin  00  sin  2  ô'  sin  (  p  -4-  <p'  ) 

3o.  En  réunissant  les  fonctions  données  par  ces  deux  termes ,  et 
ordonnant  par  rapport  aux  sinus  et  cosinus  des  angles  formés  par  la 
combinaison  de  ù,  zj,  (>,  l’on  trouvera 

1  dü"  _ 
u *  dp 


7ia(3  —  2  S  s) 
T~ 

2(l  -4-f  j)a 

u*(  4  S  —  S  s) 
T~ 

(1  -♦-  SS )a 


9  U<7 

ZÏtWb  ’ 


qiur 

TëniPb' 


2.C-B-A 

1  cos  (  -+•  <p'  )  sin  00'  cos  00  s) 

(I-I-JS)7 

^  sin  (  2(7  “H  2(p')  |  sin  oo  ( 

sin(2V  +  2<p'  +  26 ')  (-1+1  COSU  -  1  COjV)  j 

B- A  | 

!  M2»  2$'  -  2Ô’)  (-  1  -  1  COSû/  -  1  COiV)  F 

(l-4-*j)a^ 

)  cos ( v  +  <f>'  -+-  26')  (—  1  lira  w'  +  1  sin  2 «/)  5  1 

,  cos(ç-<-  (p'  -  26)  (+  1  sin «'  +  1  2»') 5  J 
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*  .  dW  i+ss  dQ,” 
u  du  u*  *  ~d7 


QU  pr  zC-B-A 

8nD'*b  '  T 

f  cos  2Ô'(  3  sirfœ) 

9  utrs  B— A  } 

-  i6Vm  •  —-^1  <  cos(2V  +  1f+î4)(i_t0ia'+s  cosV) 

[  COS  (  2  P  -H  2$'  -  2Ô')  (|  H-  cos  «  -4-  i  COsV) 

-  4®^?-  —4 S - 2Ô'>  (- *  *•  - î « *•  > 

(  Sin(p  -<?>'-  2Ô')  (  1  ^  1 

rfü"  s  dû " 
du  u  *  ~d7  853 


cos  o  (i  —  |  sin  o))  s 

sin  (  p  -*-  <f>  )  (si/z  <</  co  5  a/)  (  i  —  5  5) 
cos(2v  2$')  (  |  sirc3  «'  5) 


JttV  o.C~B-A 
%nD'*b  *  T  — 5 


cos  O  [- 1  -h  |  sinV-<-  s  5(4 — 6  si/i V)] 

cos(p  -k  <f>')  [ «na/  cos«'(8s  —  2/)]  ! 

cos( ap+2<f,')  f  «„V(_  |  _  5S-)J  i 


^  9“0‘(3-I2Jî) 
3a  si  D'à  6 


B— A 

7_ 


COS  2 


9u*(r(3—2ss) 

.  JLtjL 

$2  7tD'H 

(i-Wj)a' 

9  ^  ^(4  ^ 

ïÔlrZj^ 

C0S(2P  *  a*'  H-  2Ô')  (|  -  cos  «  *  |  COSV)  ) 

COS ( 2 p  H-  2*’  -  26)  (1  *  COS*'  H-  ÎCOSV)  j 

/ 

sm(p  -K  ({,'  2Ô')  (-âsiW  H-  j 

s«(p  +  Ç'  _  26')  (  1  sinai  h-  1  sin  2*) 
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36.  Nous  sentons  que  l’on  aurait  pu  abréger  de  beaucoup  l’écriture 
de  ces  formules  en  les  réduisant ,  d’abord  ,  aux  seuls  termes  qui ,  par 
la  nature  particulière  des  argumens ,  sont  susceptibles  d’augmenter 
par  les  intégrations  ;  mais  le  choix  de  tels  argumens  suppose  tacite¬ 
ment  la  discussion  de  tous  les  termes  qui  sont  d’un  même  ordre 
avant  les  intégrations.  A  la  vérité  l’on  peut,  après  avoir  acquis  une 
certaine  habitude  de  cette  analyse  ,  prévoir ,  sans  un  développement 
complet,  les  termes  qu’il  convient  de  conserver;  mais  en  opérant  de 
cette  manière  l’on  aurait  épargné  un  calcul,  qui  dans  le  fond  n’est 
pas  difficile ,  aux  dépens  de  la  clarté  et  en  laissant  des  doutes  que  la 
plupart  des  lecteurs  n’auraient  pu  dissiper  qu’en  exécutant  en  détail 
les  développemens  supprimés. 

La  discussion  des  termes  donnés  par  la  figure  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  ne  pourra  être  reprise  qu’après  que  nous  aurons  développé  la 
partie  principale  des  inégalités  de  la  Lune  qui  dépend  de  la  force 
perturbatrice  du  Soleil.  Alors  on  examinera  de  près  l’influence  des 
fonctions  V  et  V ,  en  ayant  même  égard  aux  petites  modifications 
qui  peuvent  être  produites  par  les  termes  de  affectés  des  coeffi- 
ciens  différentiels  du  second  ordre  de  ces  mêmes  fonctions. 
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expressions  des  coordonnées  du  soleil  et  de  la  lune 

RELATIVES  AU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE 

ET  THÉORIE  DE  LA  VARIATION  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES. 

§  i- 

Intégration  des  équations  différentielles  en  supposant  nulles 
les  forces  perturbatrices. 

^7-  En  faisant  abstraction  de  toute  force  perturbatrice,  l’on  a  £1  =  c; 
e  qui  îéduit  1  intégrale  a J\fjpdv  à  une  constante  arbitraire  po¬ 
sitive  que  nous  représenterons  par  h\  Les  équations  (VIII)  du  n.°  2?» 
se  réduisent  par  conséquent  à  cette  forme: 

=  rff  =  ÜL. 

à*(i+ss)*  hu* 

Il  est  évident  que  l’intégrale  de  la  première  de  ces  équations  est 
s  =  y  sin(y  —  ô) , 

où  y  et  ô  désignent  deux  constantes  arbitraires,  telles  que  y  repré¬ 
sente  la  tangente  de  1  inclinaison  de  l’orbite  par  rapport  au  plan  fixe, 
et  ^  la  longitude  du  nœud  ascendant. 

L  équation  en  u  est  un  cas  particulier  de  l’équation  ~  iu  =  R , 
flans  laquelle  i  désigne  un  coefficient  constant,  et  R  une  fonction 
exp  icite  de  v.  Or  1  on  sait  que  l’intégrale  complète  de  cette  équation  est 

Acos{iv  —  ts )  sin  ivJ'R  cos  iv •  dv  —  cos  ivf'R sin  iv  -dv\ 

A  et  w  désignant  deux  constantes  arbitraires. 
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Donc,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  nous  aurons 

U=A  cos(v  “  «)  -  y  »*  * f~~_  dv  ~  £-  cos  p  dv . 

»«  “Tir'  a,f  "  '"r de  c“  d'“  io,é«"'te-  «  f*«  eïpn- 

mer  sin  cosv  en  fonct.on  de  s.  Pour  cela  remarquons  que  l’on  a 

P  a  sinvc°sü~cos 9 sué  ;  mfl  =  cos(p-ô)  =  cost>cosô+sim>sindi 

d’où  l’on  tire 

co,p  =  ««P  =  ^V(yW)  h-  icotè. 

f  y 

Donc,  en  differentiant  ces  expressions,  l’on  aura 

ce  qui  change  1  expression  précédente  de  u  en 
u  == 

Or  l’on 

Donc  la  valeur  de  u  se  réduit  à 


u  -  A cos( p -  w)  h-  _  /(y*_  ,}r - £*£ _ \ 

l’on  a  S  (i+ss)  i/(r*—  ,a)l/ 

>W 


U  =  Acos(v  —  nt)  H- 

'  h  i-+-  y  y 


Pour  simplifier  l 'écriture  de  cette  formule ,  l’on  peut  introduire  une 


nouvelle  constante  arbitraire  e,  en  posant  ^=-_ 


ïz  — 


<7  yt/ _ 

\  1  ss  e  CO  s  (y  —  . 


ce  qui  donne 


C«.,e  «p,»».,,  de  u  est  r.nts.qnsbl,  p„  „  i 

„„«  conséquence  tnunéd.ate  de  1.  théorie  d„  ’.,|ipti  ““ 

il  paraît  qu  aucun  auteur  ne  l’ait  publiée  avant  Lagrange  qui  l’a  1  ’ 

en  ,76e  (  Voyez  t.nte  III  des  Anciens  Méntoires  de 

rin ,  page  323  ).  le  1  J‘ 
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rmie  >»  -  - 

1  ’  7  ait  (lua  développer  la  fonction 

l/i-<-ss  =  ^[i kï~ — ky1  cos (2v  —  26)1 
dans  une  suite  de  la  forme 

C’  -  C'cos^-*6)  -  C"cosUo-46)  *  etc. 
four  donner  aux  coefficiens  C  r'  n"  . 
faisons  /ü-rrJ-i  _  ’  ’  C  ’  une  forme  régulière , 

f/(i  yy')  j  ^  ?  ce  qui  donne 

iü^ü22)^ri  „  , 

2  vL1  •— a*coî(ap_aô)H-x*]. 

Maintenant  si  l’on  suppose 

srsik  m 

P  I.l.S.Ç _ /„*)  O, 


.  i'13-5 - (a3,-3t 


•  (f)T I-  — . ( *y_  r-»-(aA-i)(3^M)  /*\4 


_  l-i-Maa-QÇaa+ïVa;^  /*\6 

1-2-3-  (A+I)  (A-+-3)  ’  V2J  etc 


]• 


et  dans  le  cas  de  ^  ___  Q 

*  -  «  *  (CT*  fërfcy- 

^7™“ p,r  fa  i"tésrai"  d'6,"“  » 

...  P(X)  “  ïfacos  ^(l-2XC0S2Ç+x*\- 

Ltfle  ét3nt  Pri8e  entre  1-  limites  cp  =  o  -  et  *  ’ 

«insi  que  à  de*  tfanscendan“S  elliptiques, 

A^°  cette  transformation  donne  aUS  endr01t  DaUS  *C  C3S 

P(D)  **  V( 1  “  ^sin2<p)  _  (x‘  _  j\  »  r  dp 

en  intégrant  depuis  A  '  *J j/(<-*W?)  ’ 

1  S  ^  =  0  jusqua  $  =  !*-. 
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En  développant  la  valeur  de  x  en  série,  l’on  a 

=  Q/d-.yy)-!]»  _  x^.221-  L±l. (!£)'-*.  -  (ïf)  ~  etc. , 

^  y*  1*2  2  i«a*3  \  2  /  i*a*  3*4  V  ^  / 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  P^ ,  P^ ,  etc. ,  et  ordon¬ 
nant  les  résultats ,  suivant  les  puissances  de  y ,  1  on  aura 

V 1  H-  «  =  I  4  7  64  74  e*c. 

*+■  cos( 2P  — 2Ô)(—  hy2  à  74 
-h  cos(4^  —  4Ô)  (  — 14 74  h-  etc. 

•+■  etc. , 


et  par  conséquent 


'1  J7a—  64 74-*-  etc. 
1  C05  (p  —  w)  (  e .  ) 


a  =  tît~~ — cos(2P  —  aô) ( —  |72-<-  16 74 etc- 
1  -4-  C05(4t»  —  4Ô)  (—  61474  ■+■  etc.  I 

f  -4-  etc. 

39.  En  substituant  la  valeur  de  u  dans  l’équation 


*-£’  rona 


*  =  W'+jVLOttZ  +  eco* 

dv  (T  ' 


(v-w)) 


Maintenant  si  l’on  remplace  / 1  «  par  sa  valeur  en  série,  et  que 

l’on  suppose 


J 

=  1 

-Iea-|72-¥e4-l74- 

N 

= 

-2e-  le+ley2  -  etc* 

N* 

= 

lea-4- \e*-\ey+  etc. 

N" 

= 

|/-IeV-è74^etc. 

N"' 

= 

—  e3  -h  etc. 

Nir 

= 

—  1  e  y3  ■+■  etc. 

Nr 

= 

-4-  |  e4  -4-  etc. 

Nrt 

= 

-4-  1 74  etc. 

Nr” 

c= 

-4-  |  eV  etc, , 
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l’on  trouvera 

!^+NcOs(v-w)4-lV'cos(2v-2v)+N"cos(2V-26)+N"'cOs(3l>-3vÿ 

rr  i 

■*"  N,lcos(2>v +  N^cosif  ^ar-aô)-*- Nrcos{^v -  4^)  \ > 

^A^COS  (4P  —  4Ô)  -H  NTIrCOs(  4P  —  2  W  —  2Ô)  J 

où  1  on  a  poussé  l’approximation  jusqu’aux  quantités  de  fe  quatrième 
imension  inclusivement  par  rapport  à  e  et  y.  En  intégrant  le 
second  membre  de  cette  équation,  et  appelant  /  la  constante  arbi¬ 
traire  ,  1  on  aura  la  .valeur  de  t  -+-  /  par  une  fonction  explicite  de  p 
développée  en  série  infinie.  Mais  Ton  peut  aussi  avoir  la  valeur  de 
cette  intégrale  sous  forme  finie  en  employant  deux  angles  auxiliaires. 
40.  A  cet  effet  faisons 

tang(»~6) 

'  1/(1-4-770 

ôtant  la  nouvelle  variable  ;  cette  équation  donne 

dv  £=  ££f_(^3_ô)  #  dv,  .  y -  ,/p  a  •  1/  Ml  CO^(p — ô) 

(prô)  /(i-*-yy)  ’  Ki+ireK[l+y  sm  (p  — ô)]  c=>  ——g.. 

Eu  écrivant  (p-6)_(ot_ô)  au  lieu  de  p_ct,  l’on  aura 

e  cos(p-w)  =  e  cos(ot  -  fl)  cos(p  -  6)  [  i  -h  -  ô)  tong(p  -  ô)]  ; 

instituant  pour  tang(y  —  ô)  sa  valeur  ,  il  viendra 

e  CO$(p  —  w)  =  e  COS  (tir  . —  ô)  cos(p— .£)  tang(v  —  6)  tang(v—  fl)\ 

V  /(ih-w)  y  * 


—  tang(r  —  ô),  et  con- 


En  supposant  la  quantité  constante  =  tang(r-6),  et  con¬ 

sidérant  r  comme  une  nouvelle  constante  arbitraire,  l’équation  pré¬ 
cédente  deviendra 

e  cos(p — or)  =  e  .  ^-û)  ,  _  * 

cos(t  —  ô)  cos^— 6)*  S>>  T* 

Donc,  en  posant  l’on  aura 

•“*—>"  e^-(P-ô), 
et  ^  e co, (p -ur)  =  _ £ co<p- r))- 


Tome  J. 
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En  divisant  la  valeur  de  trouvée  plus  haut,  par  le  carré  de 
cette  quantité,  l’on  obtient 

dv  I  dv{ _ _ 

ft/ (  I  J  s)  e  COS (p  —  v)] *  ~  +  '  [i  -+-  £  COS (Py  —  T)]*  ’ 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  dt ,  et  intégraut. 
Ton  trouvera 

_ ^ _ v, 

-H  £  cos{yt—  t)J 


/ _ 

^(I_ 


—  e  sin(ol —  r) 


£a)[l  -+•  £  COS^i—  T)] 


f  désignant  une  constante  arbitraire. 
Or  l’on  sait  que 


fc- 


Arc.  sin 


l/(  I  —  es)  sinty,  —  r) 
i  -h  £  cos(yt  —  t) 


■ecos(yl — t)  J/(i — £f) 

Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

•  o  l/(i  —  se)  sin(y.—  r)  ,  «  p.— r  ■  /v  —  s 

sin  c  =  — -  ,  '  ■  i  ou  bien  tans  —  tan g  - - IX - ■» 

s  i  h-  g  cos{yt  —  t)  6  2  J/  î  -h  £ 

l’on  aura 

<ra(i  -  £  £)a 

41.  Ces  deux  équations  donnent,  comme  on  le  voit,  les  relations 
connues  entre  le  tems  ,  l’anomalie  excentrique  et  l’anomalie  vraie  rap¬ 
portée  au  plan  même  de  l’orbite.  En  nommant  a  le  demi-grand-axe 
de  l’orbite,  l’on  doit  avoir  par  la  propriété  du  mouvement  elliptique 

_  aa(i-rr) , 

(T  " 


V 


a3  _  h?(i-*-yy)a 

—  T  ’ 

<r2(i— eey 


<r(i—  ee) 


Pour  éliminer  s  de  cette  expression  de  a ,  reprenons  les  deux  équations 

efo^r_6).  tang(T_6)  =  tangiv-ù) 

cos(r  —  tq  &v  '  + 


et  remarquons  qu’elles  donnent 


j/[i- 

S  =  €  — — 


et  que  par  conséquent  l’on  a 
e  =  £  /[  1  y2 sin  (t  —  ô)] ,  et 


-  y  y  cos*(u  —  6)] 

V([  y  y) 


<r[i 


h%(l^yy)% 

*  /a  —  ca—  ea^2coja(ô  —  ît)] 
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Soit  A  le  terme  constant  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
[/1-4 -w  +  ecoifp-w)]"3;  il  est  clair  que  l’on  a 

^  1=1  i  ■+•  ss  e  cos(p  —  gj))  dv , 

1  intégrale  étant  prise  entre  deux  valeurs  de.t>  qui  diffèrent  entre  elles 
de  36o°.  Or,  en  exprimant  cette  intégrale  par  la  variable  v  ,  l’on  a 

a  «  —  * _ r  dç< 

(  i  yy)J  [  i  •+■  e  cos(y ,  — -  t)]3  * 

donc,  en  prenant  pour  limites  de  cette  intégrale  p  —  t  ;  p  =  T  36o°, 
il  est  clair  que  les  limites  correspondantes  de  v  différeront  de  36o°; 
ainsi  l’on  aura 

2» 

A  = - *  f 

2*(i  —  e  yy)y  0  x  i-  £  cos{vl  —  t)  ' 

Mais  entre  ces  limites  la  valeur  de  l’intégrale  est  égale  à 

donc  nous  avons  ,  t  K(I— '£) 

A  = - y - , 

(,  —  £’)a|/(i  yy) 

et  en  substituant  par  s  sa.  valeur  trouvée  plus  haut,  il  viendra 
A  «= - LUI _ 

[i  •+-  y*  _ ea_  e3y3co$3(u  —  ô)p 

^ïTen'Se  ‘  ^  ^ 

/l3(i  •+-  nŸ  A  _ _ ^(f-yr)3 


Vf 


[  I  ■+■  y3—  e3—  e*y*cos2  (u  —  ô)]  a 
f°rniule  du  n.°  3 9  devient  par-là 

f1”*-  C05(^  —  <*)(—  2e  ■+■  Je  y2) 

^  _  |  /  )  ■+■  cos( 2p— 2t*r)  (  |ea—  e4 

dp  1/  a*  S 

^  ]  ■+■  C05(2P—2Ô)  (  J  y2. 

V  ■+•  etc. 

l’on  nourr  *  ^  t^rm^ner  ce  Paragraphe  nous  allons  faire  voir  comment 
de  t  en  lndéfi“iment  ,a  série  qui  exprime  la  valeur 

0  1  •  .  5  dans  chacun  des  deux  systèmes  de  constantes 

bitranes  pu  ont  été  Considérés  dans  l’intégration  précédente. 
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Observons  d’abord  que ,  en  intégrant  l’équation 

y  as  [i  -+-  e  cos(vt  —  t)] 

l’on  obtient  la  série  régulière 


rv 


de  =  \ 


dans  laquelle 


-  A(l)sin(v~T)  ■+■  5^wsî«a(p;— r)  -  iA^sinty  —  t)  -t-  etc., 

v  ag”[i-4-m|/(i  —  gg)] 

(«)  [!  +  (/(!-££)]" 


Mais,  en  résolvant  par  la  série  connue  l’équation 

tang(v — •  ô)  =  |/ 1  -h  yy  tang(v  —  ô)  , 
l’on  trouve  que,  en  posant 

b  =  /V^1  •+•  yy)  ~  A77* 

(a/n)  (i  -+-  y  y)  -H  1/  ’ 


l’on  a 


p  =  „  5(a)«n 2(p-ô)  -t-1 5(4)«/» 4(p  —  6)  H- 1 B{(i)sin6(v -  6)  •+•  etc. 

Donc,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

?  =  B(ï/m  2  (p  —  é)  -i-  l  B(4)sin  4(p  — 6)  -+-  l  B(6)sin  6(v  —  â)  etc. , 

fl?)  =  —  4i) sirt  (p  —  T)  h  A(2)sin  2  (p  —  t)  —  |  A^sin  3  (p  —  t)  •+■  etc. , 
nous  avons  Cl  / a  J*  t/  \ 

y  V  7ydt  =  v-q-*-F(»  +  q)i 

ou  bien,  en  développant  F(v q)  par  la  série  de  Taylor, 


dp 


dpa 


etc. 


2-3  dp3 

43.  Comme  9  est  une  quantité  du  second  ordre  par  rapport  à  y, 
et  F(v)  une  quantité  du  premier  ordre  par  rapport  à  g,  il  est  clair 
que  le  produit  q  est  une  quantité  du  troisième  ordre.  Il  suit 

de  là  que  depuis  ce  terme  la  série  (1)  est  composée  de  quantités  dont 
l’ordre  augmente  de  trois  en  trois  unités ,  ce  qui  la  rend  fort-conver¬ 
gente.  Maintenant,  pour  introduire  dans  cette  série  les  constantes 
arbitraires  fit,  e,  remarquons  que  l’équation 

tang(r-6) 

v  ’  ko  + 


CHAPITRE  SECOND. 


53 


donne  r  =  t n—p,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 

P  =  ô)  |5(4)iire4(œ-  —  &)  —  ô)  —  etc. 

Donc,  si  nous  faisons 

f(v)  =  —  A(l)sin (p  —  cr)  -t-  J  À(l)sin  2  (o  —  cr)  —  §  i^sin  3  (p  —  te)  *-  etc. 
Ion  aura  F(y)  —  f  (y  -t- p)  ,  ou  bien,  en  développant. 


FU,)  =  f(v)  +  p.  -f(v)  *  P% .  llM  *  _  _tr 

W  MpJ  P  dp  *T  dp*  2-3  etc- 


<W; 


En  substituant  cette  série  dans  l’équation  (i),  il  viendra 

/ h 'dt  ~ p  ■4-/(p)-*-9 


£_?*  /rfi-/(<0  />  d4-/(p) 

î  V  ^ 


dp4 


£l 

'  2-3 


rfp4 

dvb 


■  etc 
etc 


o 


2’ 


°?3  /rf4'/(<')  />  d5-/(p)  \ 

a- 3  V~rfp~  2  '  dp5  -  etc.  J  etc. 

trah-e  f  '  ce  c  ui*6-  P^-US  ^  *  éliminer  de  cette  équation  la  constante  arbi- 
trouvée  dansqie  n/^T.  a  substltuer  daus  4»)  au  lieu  de  £  sa  valeur 

a  f;iS.P°Uri  ieCt“er  Cette  SUbstitutioo  d’une  manière  plus  régulière , 
onvient  de  développer  A(>n)  suivant  les  puissances  de  e  pour  cela 

remarquons  que  la  valeur  de  A{ni)  peut  être  mise  sous  cette  forme 

A,  =  a(i  —m)em  2mem 

(m)  [i  ■+■  [/{i  ~£E)r  *  ïTh-  _  „)]•-*  • 

Or  Ion  a  en  général 


a’‘(i -*-1/737!)-"=  j 
ainsi  il  est  clair  que 


”(«-»- 3) /£\4  ^  n(«-4-3)  (B *5)  /  £ 


>) : 


1-2*3 


(0 


etc. , 


i  m(  -1  h. 


m{m^Z)  (m-4-5)  /g 


©-etc.] 


W  I,a  W  1v2^3 - V*/ 

^[i*(m-tl^iy.u  (w-1H>>»*a)py^  (m+4) etc  j 
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c’est-à-dire  que  l’on  a  pour  A,  une  série  de  cette  forme 


\)E 


r  c h* 4  . 

°(3)f 


etc. 


Actuellement  si  l’on  remarque  crue,  en  faisant  k  = 

l’on  pourra  développer  la  valeur  de  s"  par  une  série  de  la  forme 


£-=  e"(i±ïs±±m\ . 
\  2/(1  -*-rï)  ) 


K,  “  ^#(I)C0S(2  sr  -  2  â) 

2  k a-  Il  (n  —  î)TT  , 

*  ~V-,-2 — H(=.)C°s(  4®  -  4Ô) 


_  2l3.w(»-a)  (rc  -4)  t t~ 
^3  .  “  ô 


î".i,2T3 - **0)cos(6tx-6ô) 


etc. 


où  l’on  a 

i"+"1  I,a 


Ai4 


(i  -f-  i)  (i  -t-  a)  (£  H-  3) 


(  Voyez  Exercices  de  calcul  intégral  par  M.  Legendre,  tome  II,  page  276). 

45.  Actuellement  si  l’on  désigne  par  1»  la  fonction  de  „  qui  ré¬ 
sulte  du  développement  du  second  membre  de  l’équation  (2) ,  abstrac- 
tion  faite  de  la  partie  v  h-  q  -+■  f(y) ,  l’on  aura 

f\/h'dt  =  v  - 9  *  r(p)- 

Donc,  en  différentiant  les  deux  membres  de  cette  équation  nous  aurons 


Mais  nous  avons  d’un  autre  côté 

a  =  giySfo 


do 


■  ecos 


(v  -  ©))  . 


Donc,  en  égalant  ces  deux  expressions,  l’on  obtiendra  le  développe¬ 
ment  de  la  fonction  +  e  cos(p  -  ur)]-3  par  une  série  suscep- 

tible  d’ètre  continuée  indéfiniment. 
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§  a. 

Coordonnées  du  Soleil  dans  l’ellipse  fixe  et  dans  l’eUipse  mobile. 

°ZrZïlT  ‘T  orii“ï““i  i™  u  *** 

,  sont  données  en  fonction  du  tems  et  dans  nn  Cvct'  i 
constantes  arbitraires  qui  lui  est  propre.  Ainsi  il  est  n  '  ^  ern^  e 

6  Ulre  les  valeur5  des  coordonnées  sous  la  forme  la  je^eSSaire  en 
pour  les  employer  dans  la  théorie  de  la  Lune  convenable 

L’on  sait  que  la  perturbation  du  Soleil  est  composée  de  deux  oar- 
tes .  a  première  peut  etre  toujours  représentée  par  les  variations^ 
culaires  des  élémens  de  l’orbite  elliptique  •  la  seconde  •  , 

"*r  ^r.„;èr.ppl3 P“  ê,re  n’^°- 

d“V”  orbi“ 

p««»«  do"uenc  p~  .■  «  «  a™»  .v;,ziT^zrpha 


s  —  y  sin(v  —  ô')  ; 

e  cos( i,'  _  ^  , 


°Vn  "epréSente  Ia  Somrae  M'  +  M"  des  masses  du  Soleil  et  de  la  Lune 

«■"  4.  2Zt  P“  “  k  dmU8r”'i-“'  J«  forint.,  la  fonaufe  d„ 

•  a>  =  ^(1-4-yV)  , 

«■  (f-fV)  e  =  e  ^[i  +  r'sin’fr-ô')]. 

°nC’  ”  ë,imintant  *  et  *  ^expression  de  «  deviendra 

“  ~  ^ZÿjO'TZTÿ  1-  C0S(„'  ))  . 

L  équation  taWw'_ô'r  =  (/ - -  /f 

celle  du  n.°  aG  i  '  V 1  H“  Y  Y  tang(r  —  ô  )  que  l’on  déduit  de 

40,  donne  par  Ia  série  connue 
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v  —  ri  =  v  —  t  —  xsin(2T  —  2Ô')  —  | x%sin{yr  —  4Ô')  -+•  etc. , 

où  l’on  a  fait 


,  (/  (1  y  Y) — 1 

Ÿb  +  ÿÿ)  -*-1 


Il  suit  de  là  que  si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  y4,  l’on  a 
(2)  “'  =  |  V(  1  ■+•  J  y'2)  cos(v  -  r)  -  co*(</ 

47.  La  formule  du  n.°  40  nous  donne 

tangi^v'—G)  =  |/\  h-  y  y  tang[ÿ  —  ô')  , 

d’où  l’on  tire 

/  =  v  ■+■  x  sin( 2v  —  2Ô')  •+■  |a/a$m(4p  —  4Ô')  •+■  etc.; 
mais  par  le  même  numéro  nous  avons 

=  A,3(i  +  y'Yÿ _ dv[ _ -  /  .  (i  —  e’eY-dv, 

ff,!l  [1  -*-dcos{y\ —  t')]*  ~~  y  a1  [i-t -  e’ cos{y't  —  r')]a  ’ 

donc ,  en  développant  cette  fonction  et  intégrant  ensuite  ,  l’on  trouvera 

n(t+f)  =  v\  —  A'{l)sin(v’-r )  A'(i)sin( ap'-  ar  )  —  A' (3)sin(Sv'- 3 r )  -+■  etc., 

où  l’on  a  désigné  par  /'  la  constante  arbitraire  ajoutée  au  tems  r, 
et  l’on  a  posé 

,  l  /  a'  a  ,m  1  —  e'er) 

n  ~â/T"  A(m)~'  m  6  [Ih-|/(i  — eV)]OT  * 

Si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  y4,  l’on  a 

x  =  \yy  et  v\  —  v  ^ sin( 2t/  —  2Ô')  ; 

donc,  en  substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

n(t •+■ /')  =  v  —A(l)sin(y  -t)  ■+•  A(2)sin(u>  -  2 r)  —  A(3)sin( îv  -  3r)  h-  etc. 

2Ô')  [l  —  A{l)cos(y  -  r)  -h  2A(2)cos(2v  -  2r)  —  etc.] , 
ou  bien,  en  négligeant  toujours  les  quantités  multipliées  par  y4, 
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«  celles  du  cinquième  ordre  par  rapport  à  y  et  e\ 

«'(en-/)  = 

ae«i(p'_T')  *  (3*'V  § £>in(2P'_  ar)  -  (|£'3)sw(3p'~  3r) 
-^V^(3,W-a6>3/V2sin(ar'-2â')+3/V^w(4P-_2r'_2â.) 

la  rl Ut 11  eSt  démontré,cfue  les  variations  séculaires  qui  peuvent  affecter 

supérieur  a  la  seconde  pu.ssance  des  forces  perturbatrices  Ainsi  n! 

représenter  par  les  formules  n0“bre  filU  de  termes  cIue  r°»  Pel'[ 

ycoSô'=  S.iVC0*(i«H-fl)  '  '  Af  „ 

les  coefficiens  Nia  .  7  sin  —  ^  N sin(it  ^  fi)  ; 

Ces  formules  donnent  Va"ant  d’UU  tmne  à  r*««. 
tanffâ'  = 

,a  S-iV'cof  ’ 

[Aco^^co^'^')  etc.]a-+-  [Nsin(it-t-fi')-*N'sin(u-*0  P 

=  2-iVV  a2-A WcosftÜ-  ty  +  g_  . 

«  en  substituant  ces  mêmes  valeurs  de  y  cosff,  y  sin&  dans  1  équation 

11  es<  clair  que  l’o„7  reo*ffAuf'  “  ï  sinff  cos»' , 

Pour  calculer  les  var;  •  ^sm(v  -  «  -  /3). 

s  cos  t  ~  y  Af'0115  6  ^  Ct  r’  l  on  a  des  équations  de  la  forme 

8 


58  THÉOKIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE, 

lesquelles  donnent 

,  E  •  Msin{l  t  -h  9e) 

tangT  —  2  .  M cos  (i  t  -+-  #)’ 

e'3  =  2  •  Af2  *h  •  MM'[co5(t'  —  *— k]. 

49.  La  seule  inspection  de  cette  expression  démontre  que  la  valeur 
de  e  a  une  limite  ;  car  il  est  évident  que  son  carré  demeure  toujours 
plus  petit  que  la  quantité  (2  -Mf-,  la  somme  2  -M  étant  formée 
en  prenant  tous  ces  coefficiens  positivement;  la  même  remarque  s’ap¬ 
plique  à  l’expression  de  ya,  de  sorte  que  l’on  peut  affirmer  que  Ion 
a  toujours 

yf  <  2  •  N, 

pourvu  que  les  sommes  2-ilf,  2-iV  soient  formées  comme  il  vient 
d’être  dit. 

E11  examinant  l'expression  de  tangT  et  celle  analogue  de  tangô\ 
Lagrange  a  aussitôt  découvert  (  Voyez  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  l’année  1782  ,  pages  235-238)  qu’il  serait  assez  facile  de 
reconnaître  si  l’angle  t  peut  avoir  une  limite,  ou  croître  indéfiniment, 
dans  le  cas  particulier  où  l’un  des  coefficiens  M  surpasserait  la  somme 
de  tous  les  autres  pris  positivement.  Mais  en  calculant  ces  coefficiens 
avec  les  valeurs  les  plus  probables  des  masses  des  planètes,  l’on  trouve 
que  cette  circonstance  est  loin  d’être  vérifiée  soit  à  l’égard  de  la  Terre , 
soit  à  l’égard  des  planètes  inférieures.  Ainsi  dans  l’état  actuel  de  la 
théorie  des  variations  séculaires  l’on  ne  saurait  fixei  ni  les  limites  de 
t  et  6'  (en  supposant  quelles  existent  ),  ni  le  coefficient  absolu  delà 
première  puissance  du  tems  ,  qui  devrait  entrer  dans  l’expression  rigou¬ 
reuse  de  ces  deux  variables,  en  supposant  leur  mouvement  progressif. 
La  solution  de  cette  question  est  intimement  liée  avec  celle  d’un  pro¬ 
blème  d’analyse ,  dont  Lagrange  a  senti  et  apprécié  les  difficultés , 
par  ce  qu’il  en  dit  dans  son  Mémoire  cité  plus  haut. 

50.  Cette  difficulté  disparaît  lorsqu’il  est  question  d’avoir  seulement 
les  coefficiens  différentiels  du  premier  ordre  des  élémens.  Heureusement 
les  intégrations  que  nous  avons  à  exécuter  sont  telles  que  le  résul¬ 
tat  final  n’exige  que  la  connaissance  de  ces  coefficiens.  En  effet, 
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considérons  l’intégrale 

x  =  Bj'smsin(ki>  •+•  j3  —  m)dv  , 

B ->  m ,  étant  des  quantités  constantes.  Cette  forme  comprend 

(  comme  Ton  verra  )  tous  les  cas  d’intégration  qui  peuvent  se  présenter 
dans  la  recherche  des  coordonnées  de  la  Lune. 

Pour  avoir  égard  à  la  variabilité  de  e,  et  f9  remarquons  d’abord 
qu  en  intégrant  par  parties ,  l’on  obtient 

x  =  —  -jr  emcos(jkv  ■+■  J3  —  nr) 

*  i,  * 

Mais  nous  avons 

f  772  ,  £,m~n  C 

s  cosnr  =  — —  j  (ï  cos r  ;+-  |/^ï  £  fin, /)"  +  (6'  COi r'~^e 

coar  -h  ^e5ifir)*-(£cosr-^aM/ir)*{;. 

donc ,  en  differentiant  ces  expressions  ,  l’on  aura  un  résultat  qu’il  est 
aisé  de  mettre  sous  cette  forme 


il  -  e'm  cos  nT’  d, 

dv  ~~  (m  n)  —  .  e  m  - 1 C05  n  Tf 


^ne^cos^.y.^co^  *.W 

±dmsinnT'  de’  . 

Tv  =  (m  —n)-d~-s  Sinnr 

~  ««—*«,(»_  ijr'-  -h  ns"~'cos(n-iy.!tl*hï 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  a:,  l’on  trouvera 

X  ~~  ~k  6  cos(kv  ut) 

B 


*’( m  dv (cos nT  d ■  ùn(kv  1-  $)  —  sianr  d.  ■  cos(kv  fi)') 

jfîn~'coin-iy(cos(kv+l2)±^ï  «,(i„  * 

iftW-'ün(n-  i)r(sin(kv  -  _  ««(*„  _ 


6o 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

Or  il  est  évident  que,  en  prenant  v  pour  la  variable  principale,  et  posant 
e  cost  =  ^'Mcos(pv  ■+•  q) ,  s  siriT  =  *2'M sïn(pv -+■  q) , 

Ton  a 

d-e’cosx '  y?  nr  •  /  \  d-dsinr’  ^ 

— Tu —  6=3  -  *-Mpsm(pv  +  q)  ,  — -- —  «  ^i-Mp  cos(pv  ■+■  q)  ; 

donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  l’on  a 

oc  =  —  ~  emcos(kv  -+•  J3  —  nr) 

T*(m  ”” **)/*  1 5^ (c05  71 T  d  •  -+■  _/3)  —  5Î/z  72  r'df  •  co$  (&p  •+■  j3)^ 

_  Çy?"-'COi(„  _  C0i((fc  -P)  p  H-  J3  _  ç) 

-  ^ pm~lsin(n  —  i)rd-2  sin  ((k  —  p)  p  +  ^_ç), 

ou  bien,  en  intégrant  par  parties, 

x  =  ~X"  £  cos(kv  ■+•  fi  —  727-  )  -t-  -p(m  —  rz)  e  7“~I  ~  sin(kv  -4-  J3  —  nr) 

~  X  £""_'cos('1  —  O7-'2  Êzüj,  cos((k  -  p)  o  J3  —  ç) 

_  *1  e'm~'sin(n  -  i)r  2  ~ùn((k  -p)v  +  £  _  9) 

-  /3)  d  •  s”1-1  cos  re  r  | 

*  X  /2  -  e-ç)J.e”-’cos(n- ,)/ 

-  X  Z'2  ri}sin((k-p)v  -  ^-l)d-em-'sm(n-i)T'. 

Si.  Les  coefficiens  désignés  par  p  sont  en  général  très-petits  par 
rapport  à  ceux  désignés  par  £,  de  sorte  que  l’on  peut  négliger  les 
termes  de  l’ordre  du  carré  de  p  ,  et  par  conséquent  les  termes  de 
l’ordre  des  produits  p  Par  la  même  raison  il  est  permis 
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peut  etre  réduite  à  celle-ci 


*  -  -  -f  .-c»,(te  -ttr')  . 

Bn  ,m_  j 

*a  ^  C05(«  —  I  )  r'2  •  Mp  cos( (À;  —  h-  J3  —  9) 

fTO_r  .  , 

F  e  ^»-i)r  2.^  «/»((* + 

Eu  éliminant  de  cette  expression  les  sommes  désignées  par  S 
moyen  des  deux  équations  g  s  Par  2  au 

d  '  b'  COS  T1 

du -  =  -  2  <Mp  sin(pv  •+■  q)  ,  ±£'sinrr 

^  H)  '  du  fc  2  «*(pP  H-  9)  , 

il  viendra 

X  =~  Te'"«»(*‘'-*-/3-nr')  -  Um-n)tm-'%sin{kv  +  fi-nT') 
~*r  £  cos(n -l)rJ  cos(fo>  -k  J3)  ±±g?LL  _  ^  *£W  ? 

.Zfa  f  |  r  ^ 1  J 

?.e  w'n(n  - 1)/  -  V  -  *«(**  - 13) 

Mais  nous  avons  du  $ 


±_^sin^  der 


du 


du 


sin  t 


dr' 


-  S  co  s  T  , 


d- e' cos  r1  de '  , 

~Tu -  63  TuC0ST 


d t' 
du 


s  suit  ; 


r?'i/n  ““  >•«»  verra  ,„e  le  terme 

k‘  dvsin(kv -*•  ft-nr)  se  détruit,  et  que  l’on  a 


X  Ts  "‘cos(k<’  ■*■  B  —  nr ')  -  Bn  dx'  "»  n 

\  p  nT) - cos(kv  *  £  _  nr)  . 


«  UV  '  J-  ••  •  y  • 

négligeant  le  carré  de  —  et  > 

termes  en  un  e»„i  dv  rfo  ’  1 011  Peut  réunir  ces  trois 

seul ,  et  poser 

B  dm  f 

~kZ ^]£C0S  fr1”- B  ~nr 

du  '  du  J  e’k*  du$ 


X  =  — 


Ô2  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 

Telle  est  la  formule  remarquable  qui  montre  l’influence  des  inéga¬ 
lités  séculaires  de  l’orbite  du  Soleil  dans  les  intégrations  qui  doivent 
déterminer  les  inégalités  périodiques  de  la  Lune  ;  car  il  est  presque 
superflu  d’ajouter  que  l’on  peut  en  dire  autant  à  l’égard  de  y  et  ô'. 

62.  Nous  avons  appelé  ri  le  moyen  mouvement  annuel  du  Soleil; 
si  actuellement  nous  désignos  par  cV  le  mouvement  annuel  de  l’ano¬ 
malie,  c  sera  une  quantité  variable  donnée  par  l’équation 

dr'  ,  , 

ÿT  =  (I-c)^ 

l’on  aura  donc  r  =  j\i  —  c)ri  de,  et  en  intégrant  par  parties, 
r  =  (  I  —  c  )  ri  t  rij't  de. 

Pour  éliminer  la  variable  t  de  cette  expression,  il  n’y  a  qu’à  substi¬ 
tuer  sa  valeur  donnée  par  l’équation  (3)  ;  mais  la  petitesse  du  coeffi¬ 
cient  i— c'  permet  ici  de  prendre  —  ce  qui  donne 

t  =  (i  —  c  )  (v  —  n'f)  -+•  ri  J  t  de  , 

ou  bien  t  =  (i  —  c)s>  -+-  en  faisant  ri  —  rijtdc  —  (1  —  c)rif . 

En  différentiant  cette  valeur  par  rapport  à  p,  l’on  doit  avoir 

dz]  _  dr'  dt  ^  ,  dt 

dv  dt  dv  ' 

Nous  verrons  par  la  suite  que  l’on  a  ^  \  -H  des  termes  sécu¬ 

laires  provenans  de  la  variation  de  e  ;  mais  ces  derniers  se  trouvant 
ici  multipliés  par  i  —  c',  il  suffit  de  prendre  =  -,  et  par  conséquent 

dr  /  r\  ri 

-sr-C1"6)»' 

En  considérant  sous  un  point  de  vue  tout-à-fait  semblable  la  variable 
6'  qui  représente  la  longitude  du  nœud,  l’on  en  conclura  qu’en  nom¬ 
mant  gV  le  mouvement  annuel  de  l’argument  de  latitude,  l’on  a 

ô ’  =  C1  —g)  ( v—nf )  riftdg, 

ou  bien  ô'=  (i— en  faisant  »'  =  riftdg  —(i— g) n'f. 


CHAPITRE  SECOND.  63 

53.  Il  nous  reste  à  chercher  l’expression  de  la  variation  de  /  ; 
pour  cela  il  faudra  employer  la  formule  rapportée  à  la  page  iS  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  D’après  cette  formule,  si  l’on 
désigné  par  m",  ni",  etc.  les  masses  des  planètes  ;  par  a",  é",  etc.  leurs 
excentricités,  et  par  t",  t",  etc.  les  longitudes  de  leurs  périhélies,  l’on 
3 11 1  a  la  variation  différentielle  de  f  par  une  équation  de  cette  forme 

jf .  îL  5?  u-  f  V  m"  17'  e'  T  m"  IJ"  "  "  , 

dt  8  2  M’ H  42Wffe  ~T^~ÏÏH  s  cos(r  ~ r)i 

où  H,  H ,  H  sont  des  fonctions  du  rapport  du  demi-grand-axe  de  la 
Terre  au  demi-grand-axe  des  planètes  m",  ni",  etc.  L’on  obtient  ces 
fonctions  en  calculant  les  deux  premiers  termes  du  développement 
de  la  fonction  11 

_  (a1  -  2  dd'coslp  *  a"a)“  I  =  J%0s(p  -t-  A(\os  2$  •+■  etc., 

lesquels  en  série  sont 

î^0)=  -  Xr  (— Ÿ-4.  ijJI  faY  .  i*-3*-S*  (  a’\6  q 

“ L  W  *  *  pra».3».a«  {^)  +  etc  J- 

-  -41"  Vf-L3*5  fa'\S  1-3*.  s*.  7  /aV  1 

“  L  2-‘-2\W  *  etc.  , 

et  prenant  ensuite  *  X  7  J 

^a 

, 

TÔT 


H  =  aY 
/T  =  u" 


7 

.3  «JM'"1 


4“ 


u'i"-  u’^  +  15i _ 

d«/  da'a 


«faf  3  ’ 

M  rf3^(°> 

a 

»3  rfM*0 


4,^. 

4  da” 


de^^r^/r^  16  premier  cette  formule  dans  les  Mémoires 
a,nnée  I784'  11  a  -  -  pouvait  donner 

qu’en  appliauant  “"l  *  th.e°ne  des  Planètcs  i  mais  «  lui  est  échappé 
en  résulÏÏl’iL  " t™  f°rmUle  à  h  *éorie  de  la  Lune!  il 

l’orbite  de  Ja  V  "  Seculaire  due  a  la  variation  de  l’excentricité  de 
(  Voyez  les  Mém  ***’  ^  ^UC  ^aP^ace  l’a  donnée  le  premier 

1  ’  Mém°lres  de  1 -Académie  de  Paris,  année  .786  ). 
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Pour  mieux  saisir  ce  rapprochement,  il  suffit  de  remarquer  que  le 
terme  ^  2  ^  H' s" 2  renferme  la  série 


m" 

~  jir 

dont  le  premier  terme 


etc. 


T  3  (  A  63  /  a'y 
f  La\a7  ’**  i6V*7 

-l'M’iîf1"2  se  chanSe  en  ” 


3  ^/_a\3  ,2 
a*  £  ’ 


lorsque  l’on  applique  cette  même  formule  à  la  Lune  troublée  par  le  Soleil. 

55.  Avant  de  substituer  les  valeurs  trouvées  plus  haut  de  t  et  ô' 
dans  les  formules  (2)  et  (3),  remarquons  que  l’on  peut  remplacer  le 
radical  /(i -4 -ss)  par  son  développement  i-*-\y2 — \y2cos{ 2v —  2Ô) 
que  l’on  obtient  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  y4;  cela  posé, 
l’on  trouvera  que  les  formules  (i),(2),  (3)  peuvent  être  transformées 
dans  les  suivantes  ,  où  x  et  rl  désignent  les  époques  du  nœud  et  du 
périhélie  qui  >  quoique  affectées  de  petits  termes  variables ,  doivent 
(  par  ce  qui  précède  )  être  traitées  dans  les  intégrations  comme  quan¬ 
tités  constantes, 


f  s  =  y  sin(v  —  6  )  ; 


(IX) 


cos  0 

(I+4r"  ) 

|  cos(  cV~  x) 

(«'-*- 4  «V2) 

1  cos  (2g  V  —  2y{) 

(  -  J/2  ) 

C0s((2g  —  c')t/  —  2 Y)  -+-  x') 

(  — i£V2), 

sin(cv  —  x  ) 

(-  2  £') 

sin(2Cff  —  2  h) 

sin(3cv  —  3  k) 

sin(^cv  —  4H) 

sinÇflgr  —  2  ri') 

(-  îr'2) 

sin((2g  —  c>'  —  2 r\  ■+■  x') 

(-  4 £'  r'a) 

sin((2g  ■+•  c)v  — <  2 y)  —  h) 

(-  4  «  y“) 

sinfag—' 2c)v  —  2y/-4-  2x') 

(+&*Y) 

sin((ig •+■  ac>- 2/]'—  2x) 

(-à  Y'2)- 
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Ces  formules  deviennent  beaucoup  plus  simples  en  négligeant  tous 
les  termes  périodiques  multipliés  par  7'%  lesquels  ne  peuvent  produire 
que  des  inégalités  d'une  extrême  petitesse  dans  la  théorie  de  la  Lune; 
^ais  il  importe  de  conserver  dans  cette  même  théorie  ceux  qui  ne 
s°nt  pas  affectés  de  sinus  ou  de  cosinus  ;  car  on  verra  par  la  suite 
que  ces  termes  peuvent  augmenter  par  l’intégration ,  et  donner  nais¬ 
sance  à  des  équations  séculaires  de  la  même  espèce  que  celles  prove¬ 
nantes  de  la  variabilité  de  l'excentricité  e. 

S  3. 

Variation  différentielle  des  six  constantes  arbitraires  h\  7,  0,  e  ,  v  ,  f 
de  t orbite  de  la  Lune. 

56.  La  solution  des  trois  équations  différentielles  que  nous  avons 
exposée  dans  le  §  1  de  ce  chapitre  ,  se  rapportant  au  mouvement  de 
la  Lune  dans  l'ellipse  immobile  ,  ne  peut  pas  être  employée  comme 
une  première  approximation  ,  puisque  les  termes  dus  aux  forces  per- 
tuibatrices  ajoutent  aux  quantités  désignées  par  0  et  ü  des  termes 
qui  croissent  progressivement  avec  le  teins.  Cette  considération  nous 
force  de  revenir  aux  équations  différentielles  (VIH')  du  n.°  a3  ,  qui 
renferment  l’effet  des  forces  perturbatrices,  afin  d’en  déduire,  par  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  ,  l’existence  de  ces 
mouveraens  progressifs ,  et  reconnaître  en  même  tems  les  modifications 
qu’il  faut  faire  subir  aux  résultats  obtenus  dans  le  paragraphe  cité  , 
P°ur  pouvoir  les  employer  dans  les  approximations  suivantes. 

Quoique  les  seconds  membres  des  équations  (VIII)  renferment,  outre 
les  coordonnées  de  la  Lune,  les  coordonnées  s* ,  u,  v  du  Soleil,  l’on 
peut  imaginer  ces  dernières  variables  traduites  en  fonction  de  v.  En 
«  et ,  soit  t=zF(y ')  la  valeur  de  t  donnée  par  la  troisième  des  équa- 
l0ns  yf  du  paragraphe  précédent,  et  la  valeur  de  t  qui 

01  resu  ter  de  l’intégration  des  équations  (VIII)  par  une  suite  d’ap- 
pi oximations  successives  ;  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  t ,  l’on  aura 
une  équation  propre  à  fournir  la  valeur  de  y  en  fonction  de  9% 

Uome  I. 


9 
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&7m  Les  formules  trouvées  dans  ces  derniers  tems ,  d’après  le  principe 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires ,  ne  pourraient  être  appliquées 
au  système  de  constantes  adoptées  dans  la  solution  exposée  dans  le 
premier  paragraphe  de  ce  chapitre ,  sans  éliminer  le  tems  et  introduire 
ces  mêmes  constantes  à  la  place  de  celles  communément  employées 
dans  la  théorie  des  Planètes.  Mais  les  relations  qui  existent  entre  ces 
deux  systèmes  sont  tellement  compliquées  ,  qu’il  est  beaucoup  plus 
simple  de  chercher  immédiatement  la  variation  des  constantes  arbi¬ 
traires  7 ,  0 ,  e,  73  ,  fy  en  partant  des  équations  différentielles  du 
second  ordre.  En  opérant  ainsi  nous  parviendrons  à  des  formules  diffé¬ 
rentes  de  celles  qui  donnent  ces  variations  exprimées  par  les  différen¬ 
tielles  partielles  d’une  même  fonction  prises  par  rapport  aux  constantes 
arbitraires  ,  et  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  constantes 
seulement.  Mais  pour  le  but  que  nous  avons  en  vue  ,  il  nous  a  paru 
plus  avantageux  de  renoncer  à  l’élégance  de  ces  formules ,  et  d’en 
chercher  d’autres,  qui  ont  un  contact  plus  immédiat  avec  les  équations 
différentielles  qu’il  s’agit  effectivement  d’intégrer  en  considérant  les 
puissances  supérieures  des  forces  perturbatrices. 

58.  Retenons  pour  s ,  u9  t  les  fonctions  de  v>  trouvées  dans  le  para¬ 
graphe  cité,  et  supposons  que  l’on  y  remplace  chacune  des  constantes 
arbitraires  /i ,  7,  0,  e,  73 ,/  par  une  fonction  de  la  variable  déter¬ 
minée  de  manière  que  après  avoir  opéré  ce  changement,  les  nouvelles 
expressions  de  u ,  s ,  t  qui  en  résultent ,  aient  la  propriété  , 

i.°  De  donner  pour  t ,  ^?^>^<Ies  fonctions  de  v  d’une  forme  iden¬ 
tique  à  celle  que  Ion  aurait  en  substituant  au  lieu  des  constantes  arbi¬ 
traires  les  fonctions  variables  qui  les  remplacent  dans  les  expressions  de 
U  formées  en  supposant  constantes  les  quantités  h\  7,  0,  e,  v ,f- 

2.0  De  satisfaire  aux  équations  différentielles  du  second  ordre  qui 
déterminent  les  valeurs  de-~,.-~|j 

En  posant  ^  =  If"  et  en  désignant,  comme  dans  le  n.°  37, 

par  h *  la  constante  ajoutée  à  l’intégrale  2  J' ~dv  ,  la  troisième  des 
équations  (VIII)  devient 

dt  1 


(ii +2 f vi"dv'y1' 
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dt  Poulj  satisfaire  à  cette  équation  par  une  expression  de  la  forme 
dï  “  hü>'  11  faut  changer  dans  cette  dernière,  h,  en  \/hTZ  2fïl"dJ, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  faut  prendre  pour  A3  une  fonction 
de  p  telle  qu’étant  différentiée ,  l’on  ait 

d-h% 

~ —  s  2Ü  . 

dp 

59.  En  différentiant  l’équation  s  =  ysin(y-$),  et  faisant  tout  varier,  l’on  a 
Tv  =  y cos(y  ô)  *+"  ÿ^sin(v  —  6)  —  ^ ycos(t>—6 ); 
donc,  pour  réduire  cette  expression  à  la  forme  -  =  yoos(v-A\  il 

p  1  ,,  ,  dp  '  V  °/5  Ai 

taudra  poser  1  équation 

dy  .  ,  a\  dû 

d»  sin(v  -Ô)  -  -  y  C0S(V -6)  =  o . 

Alors ,  en  différentiant  la  valeur  de  —  l'on  a 

d a  dp  5 

^  =  -  y  wi(p  -  fl)  *  ^  co*(p  -  fl)  +  y  J?  ««(p  -  fl)  ; 
mais  s  =  ysin(t>—6),  partant 

=  j£  "•(»-»)  -  y%  m(ç-6). 

E“  “bS“,U“‘  '1*,"  ““  P»».  %  »  valeor,  il  viendra 

_ _ r _ dô  __  ^ 

$m(p — ô)  dp  dpa  “H 

Première  des  équations  (VIII),  en  y  remplaçant  l’intégrale 
J  par  la  fonction  /i2,  et  en  faisant 


donne 

On  aura  donc 
d’où  l’on  tire 


JT  —  l  (i  rfû  »  ■+■«  dû  ds  „„\ 

h\u  du  *  — H~  d»{l  ) 


d‘s 

i?  ■** *  =  n. 


îUir 


«n(p —  ô)  *  dp 


de 


y  dp  8=5  ^  Sln  (p  —  ô)  ■ 


d/ 

dp 


nfco5(p —  ô)  . 
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6o.  En  posant  pour  plus  de  simplicité  k  =  -■  y  ]a  vaieur 

de  u  du  n.°  37  donnera 

ku  =  (/ih-jj  h-  e  cos(y  — •  ui)  ; 

donc ,  en  différentiant  cette  équation  et  faisant ,  d’après  les  conditions 
établies , 

de  ,  .  du  .  ,  »  dk 

-cosiy  +  e—  sin^-v)  =  u ^ 

l’on  aura 

7  du  ds  s  .  f 

kT»  “  -  e «<»-»)• 

Maintenant >  si  1  on  différentie  cette  dernière  équation ,  l’on  obtient 

7  daw  dw 


dp a  dp  dp 

d$a  de  . 


f  d  ^  i  ds*  de  .  ,  , 

'  dp*"";  d7”^OT(‘,-w),-«co^(p-w)-t-es-coi(t>-w). 

L’expression  de  w  posée  plus  haut  donne 

e  cos(y  —  =  k,  u  —  (/  j  -q_  ^  ^  • 

donc,  en  substituant  cette  valeur,  l’on  aura 

du  f 

e^rC0i(p  — w)  —  j-vsin(y  —  Ts)  = 

k(^  +  u)  +  ÿ.p-ï—s _ i _ ÆV _ i__.£î; 

V*  ;  d*  d„  W  /(>-»)  d7’ 

mais  l’on  a  ss  +  (^)  =  y2,  et 

L/  I  +JJ  -H  - - - -  .  f—\  -h  - i _ _  ^  J  _ .  j  (  d*.  \  I  +JIJI 

"  ( I+M)i 


donc ,  en  substituant ,  l’on  aura 

de 

dv - v' 


ss)2 


de  .  ,  x  du  / 

Si  sin(?  -v)-e—côs( P  -  ®)  = 


J  /  daj  \  dÆ  da  7  /daw  x 

/(i-t-tt)  \di>*  j  “  * 'dp  ^'\dpî','M  — TT  ï)* 
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En  différentiant  la  valeur  de  h ,  l’on  trouve 

dk  i+yy  ddi*  jfY  dY 

-j-  = - —  •  —7—  -+*  2  _ — . _ «» 

«p  c r  dv  <rd\> 

et  en  substituant  la  valeur  de  d±  et  de  g  ,  l’on  aura 

g  =  3i^rn^2^cw(t,_6) 

En  écrivant  dans  la’  seconde  des  équations,  au  lieu  de 

et  posant  ensuite  p  9 


l’on 


aura 


n"  =  -L( ~  -h  du n'A 

h  V  du  u  ds  ~  dv  ^  )  ’ 


d*u 

**•*■““ 


-  =  n". 


&a(i  ■+•  ss)* 

E»  substituant  cette  valeur  et  celle  de  g  *  ,  -  ff,  les  deux  é 
ttons  entre  de  et  d&j  deviendront 


équa- 


dvc°s(v-u r)  +  e£-sin(?-v)=  ^  ecoi(P- + 

/VA  y 


j/(l 

De  là  l’on  conclut  les  valeurs 


-  h  rr . 


suivantes  de  e  ~  et  de  —  : 

dv  dv 


“*"  (l/i  sin(t>  —  .  s'cos (v~v)\  /a  n'"  îYcoslv  —  fl)  _,\ 

v  ’  *  /(■->-»)  ) n)' 

de  / 

dv  -  -  (fcn  - 

COi( v-m)-  —  .  *•"*(*  — «)\ /a  n"'  2V ow(p_  fl)  nA 

rfp  KO-**)  A'S1-  uy* 
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6 1 .  Cela  posé  ,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


Q  =  2(1  -+•  ss ) ^ sin(y  —  zu)  —  (1  yy  —  a  «5-co5^  —  w) , 


0'  =  2(1  -+■  55)  d~  cos(v  —  ®)  (1  rr  -  2  ^ï)  —  ®)  » 


&• 


fon  aura 
du 


e  ~  A;  n"co5(p  —  ur)  - - 

dv  K  '  (i+y/)K(i+w) 


n'"(  , 

TF?- 


1  •+■  ^  sin 


(y- ®) 


j  ds  .  J 


[/(l+«)  fi?P 


SS 


—  —  &n"si/i(p  —  gj)  - 


Q'  nf 


(ï-^yy)^-*-") 


.Æ- 

\  A 


C?J  . 


y  cos(y  —  ô) 

1  ■*"  y  y 


U) 


f  TF  |  cos(V  a-  ®)  -  •  jj  <ui(p  -  tu-)  j. 

Maintenant,  si  l’on  suppose 


q  _  <5  dû,  1  ■+■  ss  dû 


(1)  • 


u  du 


ds 


l’on  a 


TT'  _  ^(1)  I  dû 

~  HT  ~  h?"dî>"üFdv'‘ 


Q  _  dû  s  dû 

( 2 )  du.  u.  ds 


rr"  I  du  dû  . 

h 4  Àa  c/p  u  dv' 


donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  et  posant  pour  abréger 
pa-(k£-  *i— •  w»Q>--gr)  -  , - g, - 

\  </p  j/(i-kw)  tfp/  v  '  </p 

P'  =  - 777^— r*  ®)-*- 2/7^7 cos(p-©-)  —  - 

V  /(I^)  dv)  ^  >  V  \  (i+yy^^+ss)  dv 

ne  ds* 


h-  2e  - 


1  yy  dv * 


il  viendra 


J.  =  l±iIo  (t,_w)  _  — 2âa: _ ^ .  iû 

dv  (T  (  )  v  ;  ^  (1  ■+■  yy)  /(i  h-jj)  wVp 


</p 


=  "  ^2eyc0i(p-^)-& 


P  rfû 


(i-*-yy)  h*  u%dv 


chapitbe  second.  - , 

En  substituant  clans  les  expressions  de  P  et  P  pour  k%  sa  valeur 

rdu  •  '  -  -  ds 


&  ~rv = — €  «w  (v— ©)  -+-  _ i 

av  \  J  rfy  * 

*  °n  trouvera 

.  3  2e  rfo  ' 

■ù€- 


2  1  yy  *  * 

En  substituant  dans  ces  expressions  de  P,  P,  ai„si  que  dans  celles 
de  Q,  Q'  pour  s  et  %  leurs  valeurs,  l’on  aura 

P=  ï‘*K”-»>*-îgg>[  i  +  |  «<*-«) 

***  |  ( 1  ■+■  a  ïï)s/«(2  v- 26)  -i  yy  sm(4c»_  4$)  ! 

P'  =  §■  e  ■+■  -eW  e  yy  , 

2  *-*-yy  T-+-7y  cos  (2^  —  25) 

H-2COs(2V7-2©)-+-?^lî^£)j  1  i  , 

1  +  yy  *  ^àVY—  âVycos^v— 20)jc0s(i>— ©) 

“  ii-vY>v<i+«)  j(1+577>/n(2v-îeJ-[wWn(4t,_4e)  |  stny_vyt 

Q  ~ (2  y  2  7S)  s/n  (9—®)' -H 1 7  sw(at>— e— ©) sin (ît>- 3$-+-©) 

^  ~  G  7  +  2  /)  C(W  (®-®)-Kj7  cos(2o-e-ro)_ïï’cos(2t»-3ô+o). 

le  n °  ^eXp‘essl0tt  de  5?  relative  à  1  ellipse  immobile,  trouvée  dans 
•  ^9 ,  peut  être  réduite  à  la  forme 

dl 

S  ' ~~  A‘ + A"  cos  v + J"  cos  21» + A"'  cos  3v + etc. 

+ B" sin  v  B"  sin  2V  -t-  ZT  sin  3m-  etc. 
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En  imaginant  substituées  dans  les  fonctions  A” ,  A"f ,  AT  ^  etc.; 

B" y  Br y  etc.  au  lieu  des  cinq  constantes  arbitraires  h\  y,  e,  6 ,  ts 
leurs  valeurs  variables,  et  en  supposant  pour  plus  de  simplicité  leur* 
variations  représentées  par  les  équations 

dA"  =  G"  dv ,  dA"  =  G"  dv  ,  dAry=  Giy  dv  ,  etc. 

dB'  =  H"  ds> ,  dB"=H"  dv  ,  dBy=Hiydv ,  etc., 

l’on  aura  ,  après  avoir  intégré  par  parties  , 

t -*-f A dv 4-  A" sin v 4-  |  A'" sin  2t>4- 1  Aiy  sin  3p  -4- etc. 

—  B'  co sv  —  ^  B" co s  iv — |  Bry co s  3v  —  etc. 


—J' sin  vdv — | 2vdv — etc. 
H"  cos  v  dv-h  | Jlfl"' cos  2vdv-\-eic. 


Dans  le  cas  des  forces  perturbatrices  nulles ,  la  valeur  de  t  ->rf  se 
réduit  à  la  somme  des  deux  premières  lignes  ;  ainsi ,  dans  le  cas  de 
Forbite  troublée  ,  Fon  doit  prendre  pour  J'  une  fonction  de  v ,  telle 
qu’étant  différentiée ,  l’on  ait 

G ”  sin  P4-|  G"  sin  2P4- 1 GTV  sin  3v>4-  etc. 

—  H”  cos  v  —  \  H"' cos  2 v—\Hiycos  3^— etc., 

ou  bien 


-^-sin  v+.\.^-siniv  +  \.  —  sm  3f-+-etc. 

dB»  1  dB'"  1  dBiy  0 

-^rcwt’-ï-^7cw  2‘,-5--3TCM3‘’-etc.j 


car  il  est  évident  que,  en  prenant  pour  f  Fintégrale  de  cette  fonction, 
Fon  a 

/  •+•/ ==yV  4-  «n  p  4-  ^  d'"  sin  2  v  4-  ^  AÏV  sin  3p  4-  etc. 

— B'  cos  v—^  B"'  cos  2P  —  |  ZF^cos  3p— etc.  ; 


c’est-à-dire  une  expression  de  *4-/* tout-à-fait  semblable  à  celle  que 
Ton  obtient  en  supposant  milles  les  forces  perturbatrices. 
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63;  11  suit  de  là  et  de  l’expression  de  t  •+■  /  rapportée  à  la  fin 
du  n.  3ç ,  que  l’on  a  aussi 

(N  sin(y  -w)  +  iyV  sin(2v -2®)+i  y  sin^v  -  26)) 

+  |i\r"iw(3e-3sr)-f.Ari «n(e+w-2Ô)*|AT"'«n(3t*.CT_26)/ 

♦  jA^Fsin(4^4OT)  * \Nr'sin(\v-\&)  *  ^VF"iin(4p_oOT_oâ)| 
etc.  1 

La  valeur  de  ^  devant  être  égale  à  -(l*/y)^,  l’on  a  sous  forme 
finie  (Yoy.  n.°  41) 

_  _ ;d(!  -4-  yyŸ _  _  |  /a? 

et  en  développant  jusqu’aux  quantités  du  quatrièmé  ordre  inclusivemènr, 


v’(I  +  ie  lï  8  y4  i e1  y1  J ea ya cos (aar  —  2Ô)^. 


■  a  7  g2  en  ■+■  1 7^  •+■  i  e~  7“  -t-  J  e"  7"  cos( 

64.  L’intégrale  simple  /4*&;  qui  entre  dans  la  valeur  de  t+f, 
étant  égale  à  l’intégrale  double  /*/"*,  l’on  pourrait  exprimer 

en  différeîniant;6^^  trèTl  ^  1CS  f?nCti°US  de  la  f°rce  perturbatrice, 
valeurs  trouvées  précédemment*  ensultectt’  <**>  de  >  dô  >  d™  par  leurs 
un  résultat  fort  compliqué,  et’  n  ^ 

peut  être  réduit  à  une  forme  fort  simple.  Mais  il  est  Lé°d  éviter 
cette  complication  à  1  aide  de  la  considération  suivante. 

En  désignant  par  -  ^  la  constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à 
intégrale  nfdQ,  l’on  a  cette  équation  du  premier  ordre  (Yoy.  n.°  2 1  ) 


dr* 

dt* 


,  <1£_ 
dt* 


_ »  \  a<r  <r  -  . 

f  Vi-*-**  dt-*  (1  ~  T  “  â  2 J d 

l’orbite  lorsque  "Von' ^ °Sente  ’  co™me  1  on  sait>  le  demi-grand-axe  de 
conserver  la  mêmp  Sl'Ppose  Ia  force  perturbatrice  nulle;  donc  poul¬ 
ie  cas  de  l’orbite  troubU  ““i  SeC01,d. membre  de  cette  équation  dans 
Tome  I  ee’  ]1  est  évident  qu'il  faudra  prendre  pour 
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-  une  fonction  telle,  qu’étant  différentiée  ,  Ton  ait  cd .  T  =  —  2  d£l; 
d’où  l’on  tire  en  intégrant 


a  étant  la  constante  arbitraire  absolue  qui  doit  être  ajoutée  à  l’inté¬ 
grale  ~  2 fdÜ.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 


/" -fr.o-V'Z-A-fM1*'- 

65.  L  inspection  de  la  valeur  de  ^  trouvée  dans  le  n.°  62  démontre 
que  l’on  obtient  cette  formule  en  excluant  le  terme  fAdv  de  la 
valeur  de  t  -*-f9  et  en  différentiant  ensuite  par  rapport  aux  cons¬ 
tantes  arbitraires  seulement;  donc,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 

Ton  aura 


=  h*(i+ny 
"  <r* 


df- 

dv 


~IiT  sin(v  ~  ®)  -1-  Z  -  ~dlT  *»(»  —  2®)  *  l  sin (20  —  26) 

*  î  '  ~h~sm$v  ~  3w)  ^  2Ô)  -t-  j  •  ^|^-im(3o-w-2Ô) 

""  4  '  ~d~sin(^~ 4*0  \  ■  d-^~sHAv  —  4Ô)  \  •  —([^sin(4v-2^-26) 


du  )  N coi(o-üj)  *  JVcos(2v -  2Œr)  *  iV"'coi(3o-3cr)  -  N"cos(v  +  &-2d)) 
q  dV  ^|i\r«»?(3o-W-2Ô)  *A^C0i(4P-4w)4.‘liV'r"c05(4P-2OT-24 
*8  (  2^005(0-^  W-2Ô)  H.  2^"- £05(30-^-20)1 

(-*-iVrC05(40—  4Ô)  -I-  I  Vr"coi(4o_  2 ®-_  2Ô)  y 

66.  Les  coefficiens  $j\r,  etc.  étant  différentes  par  rapport 

à  e  et  y,  afin  de  former  les  valeurs  de  etc.  perdront 

chacun  une  dimension;  ainsi  il  sera  nécessaire  de  chercher  leurs  valeurs 
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développées  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m  h-  i  pour  avoir  la  valeur 
de  Tv  exacte  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m  inclusivement. 

67  Dans  le  paragraphe  suivant  nous  montrerons  par  un  petit  nombre 
pphcations  choisies  l’usage  des  formules  qui  viennent  d’être  exposées 
en  considérant  seulement  les  premiers  termes 'des  coefficiens  de  quelques’ 
inegahtés  lunaires.  Comme  l’expression  de  £,  posée  plus  haut,  ne 
peut  pas  etre  développée  ultérieurement  sans  tomber  dans  une  exces¬ 
sive  complication,  nous  conviendrons  de  borner  la  valeur  de  H  au 
second  ordre  inclusivement  par  rapport  aux  quantités  e  et  y,  ce  qui 
nous  suffira  pour  les  applications  que  nous  ferons  de  cette  formule. 
En  substituant  pour  N,  N\  JV",  etc.  leurs  valeurs  données  dans  le 
•  ig,  et  remarquant  que  à  l’égard  des  quantités  e  et  y  les  deux 
fouettons  £  ,  £  sont  de  l’ordre  -  ,  ,  l’on  trouvera 

if_ 

dv 

q_  '  dh(  . 

h'  d\  6e  Sln(v  -  ra)  I  e'sin  (ao  -  2  ra)  h-  |  y'sin  (20-  26)) 

dô/  / 

Z) 

-  9  4  I  yna(2V-26)  - 1  ey,w(_OT_aâ)  _  j  ^(3t,-OT_2Ô)_se/5i„(t)  A 

(a*3e^iya)COi(p-W)-lec0<2p-^)-e“ 005(3,-3^ 

(—  1  y1  cos(v  W  —  2Ô)  -H  1  y1  co s(3v  —  ar  —  26) 

*  q  dfj- (a'*'9e  —  i  /)  sin(i>~m)  t-  |e  sin(2p  —  2w)  —  é*  sin(3o  — 3w)j 
1  / «n(p  «  _  2Ô)  -  ly1  sin(3p  _  _  2Ô) 

68.  Or  nous  avons 


dv 


dùi 


dy 

dv 
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et  en  négligeant,  comme  on  le  doit,  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  second,  les  formules  du  n.°  61  donnent 

de  1  -+-  yy  . 

T»  = - 

(lycos(üj  —  6)  -4-  J  ycos(2.v  —  ô  —  ®)  ■+■  2e  y  cos (v  —  é)^ 

(  le -i- (2  —  |y2)cos(y— ®) -t- |eco$(2y— 2®)  )  t 

§y3«w(i>  —  20-4-cr)  —  |/c<m(3p  —  2Ô  —  ®)  )  A"  ’ 

C?  77  I  -4-  -yy  .  _ 

~  cos(y-OT).n(a) 

■+•  (—  1  r  5Îra(iiJ-  —  ô)  -H  lysin(o.v  —  ô  —  ®)) 

1(2  —  | y3)  «ira (y  —  ®)  -t-  J  e  si/t(2y  —  2®)  1 

'  ri  dû, 

|y2stn(y  — 2Ô  ■+■  ®)  —  £y2  w/i(3y  —  2Ô  — ®)  (  A*  “Vp  ’ 
donc,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 


l’on  aura 


df  .  q  cm 
dv  h%  *  aat/p 


A  = 


—  6ejwi(p-Txr)  ■+■  \e  sin(ïv—  2v)  -4-  £/jm(ap  —  aô) 

2  7  (5^ (p  —  $)  coj  (2 p  —  2Ô)  —  coj  (p  —  ô)  sin (2p  —  2Ô))  cos  (p  —  6) 

—  3e  jitt(p—  ot)-h  J  e2  ji/i(2P  -  2 ot)  -  1  8e2sm(p-  sr)  coj(p— ot)  +  6e2coj(p— tsr)  sin(v-zr) 

C—  4(1  -*'yy)sin(v~zff)+3e  jm(2p— 2w)  — 2e2Ji7z(3p~3t«r)  -4-  e  sin(2t>~  2Gr)) 
f-ly3sin(<«-w-2d><-ly3«t<{3y-®-2Ô)+|y3sin(y-2âH.t!r)-i/1in(3y-2Ô-®)|C0i^~OT^ 
^-4-4(1  +yy)cos(y-®)- 3e  cos(2y-2®)H-2e3cos(3y-3®)-ecos(2y-2®)) 
^-ly3coi(y+OT-2Ô)H-irIco5(3y-®-2â)+|/cos(y-2Ô+®)H-iy2coi(3y-2Ô-OT)) 

■+■ 1  e3  (itre  (2y  -  2®)  cos(2y-  2®)  -  cos(2y -  2®)  si/i(2y  -  2®))  , 
ou  bien 

^  =  —  5e«n(y  —  ®)  —  %e  sin(ii>—  2®)  -t-  Jya«n(2y  —  2Ô). 
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On  trouvera  de  même 

B  = 

(-  ï  y  cos(  ap  -  26)  4-  I  e  y  cos(y  4-  w  -  2Ô)  -h  J  e  y  coi(3p  -  w  -  2Ô))  sw  (p  _6) 
(i-  â  y  5»î(2p  —  2Ô)  —  |  e  y  sin( p  -h  w  —  2Ô)  —  §  e  y  «n(3p  —  w  _  2Ô))  cos( p  —6) 
(—  3y  C0i(ô  —  sr)  -  y  cos(2P  —  ô  —  ro))  «„  (p  _  w) 

(-<-  3y  lire  (â  —  OT)  4-  y  sin  (2p  —  ô  —  sr))  coj(p  —  ot) 

(-“  4e>co<ô  -  4- 1  ey  coi(2p  -  ô  -  ®))  «ra(ap-  2W) 

(-  |ey  iw(ô-  w)  - 1  ey  «re(2p-  ô  -  w))  C0s(2p  - 
-  5ey$in(v  -  ®)  cos(p  -  ô)  -  4.  ey  5;„(p  _  OT)  COi(p-  6) 

=  —  Iy«/t(p-ô)_ney4i„(2p_ô_w)H.|eyiin(OT_6) 


^(2  -t-  9e  -t-  2  y  )  sm(p  —  or)  —  |  e  sm(2p  —  2cr)  4-  e1  sin(3p  —  3sr)l 
Hy’sMKtr-yi+lJ  •  _  «  ?" 


|  5£/z(p —  tù) 


1 Ÿ sin(y  4-  w _  afl)  4-  1  y1  «„(3ç, _  w _  2ÔJ 

■*-j(  f"  )COS(P-W)-Ïeco<2p_20r)4.e=>cos(3p_3nr)} 

5  /  C05(p  -h  ST  —  26)  -H  |  7a  C05(3ty  . — •  x*7 2, ô)  f  C05(^  ~ 

-  (2  4- 6e  4- 1  y5)- |e cos(p-w)_2e2cos(2P-2cr)  —  |  yacoi(2p  _  2«). 

au-del^T113114  PjUr  5  Sa  Va'Cur  et  en  négl‘geant  toujours  les  quantités 
aela  du  second  ordre ,  l’on  aura 


dl. 

dv 


(  a  y  Sin  (p  —  ô)  —  u  eysrn(2p  —  6  _  cr)  4.  |  ey  sùi(v  —  ôfj1^ 

V  6e  -  ï  y  )  -  1  ecoi(p  -  W)  -  2e2C0i(2P-  2w)  - 1  yac<«(2P-  20))^' 

(-  oesui( P  -  «)  -  Z  e2sm(2p  __  2w)  ^  jy^(ap  _  aôA.*  .  dû  . 

"Je  u  as> 
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69.  D’après  la  théorie  que  nous  venons  d’exposer,  il  est  facile  de 
démontrer  que  chacune  des  constantes  arbitraires  h ,  y,  ô,  e,  w  peut 
être  exprimée  explicitement  par  la  variable  indépendante  p  et  les 
fonctions  s,  u ,  —,  En  effet  nous  avons  d’abord 


et  les  équations 
s 

donnent 


dp 

’ Tt ’ 


y  sirc(p  —  ô)  , 


£  =  ycos{v-è) 


7  =  t^(p_ô)  =  4% 

et  par  conséquent 

d  s  . 

-j-  sinv  —  s  •  cos  p 
tangô  =  _ 

cos  p  •+■  s  •  si/z  p 


Ensuite  nous  avons  les  équations 

e  co s  {y  tu)  =  ka  —  \/i^ss  3  e  s'm  - f _ —  /0  , 

'  l/C1  ■+■  ^0  *  dp 

lesquelles,  en  posant  pour  plus  de  simplicité 

P  r=  Z  ,  —  ^  </$ 

*p  pXT-^77)  *  ^  5=8  -  esin(?  -  «0  > 


donnent 


Ç  =  &  ^  —  /i  +  SS 


e  cos(y  —  w)  , 


e  =  P  -4-  Qa,  fa/i£(p  —  t«r)  - - -  ;  w  __  Pcosp  +  Qsinp  . 

^  Qcosp—  Psinp' 

Actuellement,  si  l’on  remarque  que  l’on  a 

2  ]  3 
Æ  =  —  /  t  yy)  =  £  .  dp*  dv* 

70  '  F - rf?’ 

l’on  en  tire  la  conséquence  que  chacune  de  ces  constantes  arbi¬ 
traires  peut  être  effectivement  exprimée  par  p  et  par  les  fonctions 

d  s  du  dt 
S  9  U  9  du'  dp'  dp 
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70.  Nous  terminerons  cet  article  en  donnant  des  formules  assez  simples 

P  tiouver  les  valeurs  des  différentielles  partielles 

moyen  du  développement  de  la  fonction  a  formé  e„d  y  Substituant  ^ 
ysin(v  —  ô)  au  lieu  de  5, 

ft-U  n)  *  Î7*«v-a)  -*ecos(f-0)l  au  lieu  de 

«ZrZzZ’L*4»?}  ?"""  *  «r 

donnée»  du  Soleil  ,  il  es,  d’abord  'évident  !jÛ"  TpreMM  !”  IT 
ronueb  parue,,.»  de  «  par  rapport  »s  i  arb“»“s  ”  ^ 


dQi  du 
du  de 


dü 
d  e 


mais  l’expression  précédente  de  u  donne 


—  .  f^îL  —  dQl 

du  du  ~~  du  ’ 


et  par  conséquent 


du  1 rcos(p  —  <&) 

/ia(l  -4-  ’ 


_  <re  sin[?  —  u) 

d&  I  h-  yy )  ’ 


^  _  rcos(p^  v)  da 


Il  suit  de  ces  deux  équations,  que  l'on  a 


d&  ^  (resin{v  —  ‘u)  dû. 

du  h\l-*-yy)  *  dlT 


et 


da 

du 


si<v  ~^ÏÏ7~  cos(»  =  o. 

«Pporfà'yTT’ü'  l0n,  d‘fférentie  Ia  raême  «pression  de  ü  par 
r  et  fl,  !i  est  clair  que  l’on  a  d’abord 


du  ds\ 
***  d  s  dy)  ' 


da  ^da  d  s 

^  ds  *  dô 


da  du  ds 
du  d~s  *  dô 
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Mais  les  valeurs  précédentes  de  u,  s  donnent 

ÿ  =  «n(p  _ô),  J=-yC05(P-ô), 

du  a  i  _  .  <*“ _ ? 

rfi  65  7t*(i  ■+•  yy)  '  (/(!-<-«)  dy  i  +  yr 


partant  nous  aurons 


d  û 

/d  û  d  û 

daN 

d^ 

\ds  du 

d  ^ 

dû 

/dù  dû 

daN 

de  “ 

\ds  da 

ds, 

dü 


Ces  deux  équations  donnent 

dd  .  .  m  dù  ,  m  dû  (du  a y»»m(p-9)WÛ. 

donc,  en  substituant  pour  ^  sa  valeur  trouvée  plus  haut,  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

K  =  cos(v  —  w)~*sin(v- ’ 

K  =  5m (p  -  6)~-cos{y-Ô)  — , 

l’on  aura 

_  z*  1  •*"  VY  #  —  7?"— ^ w  5  ^ i?r  i 

d’où  l’on  conclut, 

a  (Ï£±ÏÏL+  îï.ss  —  “ — _W, 

W(a)  ~  du  u  ds  u  V  <r  (T  u|/(i-t-$*)/ 

n  dû  *  I-H«  dû  I  ■+■**  jy> 

®*(i)  du  u"*  u*  ds 


1/51(1^322  - 

14  I4\  O-  <T  V  9  U  / 

72.  Pour  tirer  de  l’équation 

a  =  .F(p,  fc,  y,  ô,  e,  w) 

la  valeur  de  la  différentielle  partielle  ,  remarquons  que,  en  désignant 
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d'û 

par  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  F  pris  par  rapport  à 
la  variable  e  explicitement  renfermée  dans  cette  fonction,  l’on  a 

dû,  _  d'û  dû,  du.  dû,  ds 

ds  dp  ’ 

ds 

Tv  =  ycos(p-6); 
donc  en  observant  que  l’on  a  trouvé  plus  haut 


dp 


dp 


du  dp 


mais  il  est  clair  que  l’on  a 

i T  e  sin(p  —  77) 


du 

Tv 


du 

Ts  ' 


ds 

dp 


11"  (  I  -+-  y  y) 


dû 
d  u 


<resiti(y  —  <u) 

~h\'  ■+•  y  y) 


dû 

du 


l’on  obtiendra 


dû  _  _  /dû 


dô 

dû 

dp 


\  ds 


J)ycos(p-Ô), 


d'û 

d  p 


dû 

dô 


dû 
d  u 


Ce  résultat  et  les  deux  précédens  démontrent  qu’il  suffit  de  dévelop- 
nariipll  °nCtl°n  '  '  Pour  crl  conclure,  par  de  simples  différentiations 
constantes  ^u-bitrab^es^^  variable  indépendante  p  et  aux 

qui  entrent  dans  les  équations’  di’fflLuLnls!'3  ^  Perturbatrice 
Nous  rapprocherons  de  cette  conclusion  l’équatio,,  suivante  : 


d Q  7 1  d  û  ^  d û  ,  dû 

-dh-*-  -r-dy  +  —  de  -jj  dô 


dû  _ 

■  -t—  dm  =  o  « 
du 


dh~,b-  jy-' 

à  laquelle  la  fonction  fi  (et  toute  fonction  de  s  et  de  «  )  doit  néces- 
irement  satisfaire.  En  effet  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre 

prises  C<IUatl0U  eSt  eclluvalent  à  ^  du ds,  les  différentielles  étant 
l’on  a  !ci  (ju  ^°lt  aux  flllantités  h,  y,  e,  6,  rs  seulement:  ainsi 
au  comment  °  l  C  S  ~~  0  ’  *  conformément  aux  conditions  établies 
?3.  Ena.  i"“‘,  1*^ 

terme  principal  de  1  C  remarcIuer  *ïue  >  en  retenant  seulement  le 
Tome  I.  C  lacuu  *^CS  argumens ,  l’on  peut  représenter  par 
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A  el  cos(q-^  iw)  un  terme  quelconque  du  développement  de  Çl  affecté 
d’une  puissance  de  e,  A  étant  indépendant  de  e;  et  qu’en  conséquence 
l’on  a ,  pour  ce  terme  principal , 

R'  =  i  Ae~l  £coj(p  —  t*r)  coï(qàzi'ai)  zp  ân(y—  w)$w(ç=fc£tïr)J  •» 
ou  bien 

R'  =  iAel~'  cos(y  ■+■  (i—  i)  tir ±9). 

En  désignant  de  même  par  B  y1  cos(p  zk  i  ô)  un  terme  principal  de  £2 
dépendant  de  y,  l’on  aura 

R"  —  i  B  y1""1  sin(y  dt  (i — 1)  ô  zt  p)  ; 

on  voit  donc  qu’il  faut  développer  Q  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre 
m  ■+•  1  par  rapport  à  e  et  7,  si  l’on  veut  obtenir  pour  K  et  R"  des 
valeurs  exactes  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  m  inclusivement. 


§  4- 

Application  des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à  la 
recherche  de  quelques  termes  principaux  des  perturbations  lunaires  dues 
à  l'action  du  Soleil. 

74.  Désignons  par  ht,  7,  e,  ô  ,  gt  les  valeurs  constantes,  censées 
données,  que  les  variables  A,  7,  e,  ô,  m  ont  à  une  époque  déterminée. 
En  considérant  ces  constantes  comme  la  première  valeur  de  ces  fonc¬ 
tions  ,  l’on  pourra  trouver  la  partie  variable  en  intégrant  successivement 
leurs  différentielles.  L’analyse  que  nous  exposerons  dans  ce  paragraphe 
est  propre  à  faire  voir  clairement  1  esprit  de  cette  méthode ,  et  à  mon¬ 
trer  comment  011  doit  employer  les  formules  générales  dans  des  cas 
particuliers,  à  l’égard  de  certains  termes  que  l’on  a  intérêt  de  connaître 
de  préférence  à  d’autres  du  même  ordre.  Pour  procéder  avec  plus 
d’ordre,  nous  énoncerons  successivement  les  questions  qu’il  s’agit  de 
résoudre,  ce  qui  fera  mieux  comprendre  le  but  vers  lequel  l’analyse 
est  dirigée.  Commençons  par  la  solution  de  ce  problème. 
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Calcul  des  deux  premiers  termes  des  séries  qui  déterminent  le  mouvement 
progressif  du  nœud  et  du  périgée . 

75.  Considérons  l’équation 

dô  I  ^  ,  ..  dù  )  .  , 

donnée  dans  le  11.0  68.  En  supposant  s  —  o,  et  négligeant  les  termes 
qui  dépendent  de  là  parallaxe  du  Soleil,  c’est-à-dire  les  termes  de 

l’ordre  du  produit  les  formules  trouvées  dans  le  n.°  27  donnent 


ûçi)  _  3  M'u 3  ( 
h*  a  *  1ÏÏSS\] 


■  COs( 2V  —  2V  ))  , 


J_  dQ  3  Mu3  .  , 

/s  *  zTrfp  “  “  à  ‘  WiF  -  ap  ). 

Donc,  en  faisant  s  =  y sin(y ~ô) ,  il  viendra 

_  3  M'ilK,  w  > 

dv  4  *  /iv^\I~”C05(2p~’2^))  2t>'))—5m(2p-2d)sm(2p  ~2p')>i 

ou  bien 

(D  .  •ar“f3  $ 

V  '  "  dv  4  /i3^4  £  1  cos(2.v  —  ad)--  cosfjiv  —  2Ô)  -+-  cos(2t>  —  2^)^ 

Maintenant,  si  l’on  néglige  les  termes  multipliés  par  1W  ou  l’autre 

dès  trois  quantités  e,  e,  y2,  il  suffira  de  prendre  u  =  -L ,  „  = 

'  .  ,  oJ  h* 

v  —m ph- A;  m  étant  une  fraction  du  premier  ordre  égale  au  rapport 

du  m°yen  mouvement  du  Soleil  à  celui  de  la  Lune,  et  A  désignant 
a  longitude  du  Soleil  à  une  époque  donnée.  Comme  dans  cette  pre¬ 
mière  approximation  l’on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice, 
h  ^^eut  rédu^re  *a  fonction  h  à  sa  partie  constante,  et  supposer 

,  •  alois  le  facteur  -~2-~  représente  une  quantité  de  l’ordre  du 
caire  de  ln  fp _  . *  . 

à-peu-près  é  ,  n  P.U1SqUe  b’ar  les  formules  du  n.°  41)  A,2  est 
à  la  Terre.  ^  ^  Prot^u“  a  Par  la  distance  moyenne  de  la  Lune 
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Nous  poserons  en  conséquence 

M’h,6  2 

^  =  m’ 


et  nous  regarderons  m  comme  une  quantité  du  premier  ordre,  qui, 
par  sa  nature,  doit  être  très-peu  différente  de  m. 

Il  suit  de  là  que  l’expression  précédente  de  ^  se  réduit  à  celle-ci  : 

(2) ...  ^  ^  m2^i  -  cos(zmv  -  2Ô  +  2A)  -4-  cos(2t>-  2mp-  2  A)  -cos( 2(;-  2Ô)j* 

En  intégrant  cette  expression,  et  considérant  d’abord  le  seul  terme 
progressif,  il  est  clair  que  l’on  a  ô  =  ô( — J.mV.  Donc,  en  substi¬ 
tuant  cette  valeur  approchée  de  ô  dans  le  second  membre  de  l’équa¬ 
tion  (2) ,  il  viendra 

(3) ...  ^  - m2j  1  —  cos(2mv  ■+■  ^  mV  —  2Ô -*-  2A)  —  cos(2v  ■+>  ^  m2t>  —  26  ) 

-4-  cos( 2P  —  2mp  —  2A)|  • 

76.  La  valeur  de  ô  qui  résulte  de  l’intégration  de  cette  expression, 
doit  être  substituée  dans  le  second  membre  de  l’équation  (2).  Mais 
notre  but  ici  étant  d’avoir  seulement  les  termes  du  second  et  du 
troisième  ordre,  qui  dans  ô  sont  multipliés  par  l’arc  e,  il  suffit  d’avoir 
une  valeur  de  ô  exacte  dans  les  quantités  du  premier  ordre ,  pour 
en  déduire  les  termes  du  troisième  ordre  qui  doivent  se  trouver  dans 
le  développement  du  second  membre  de  l’équation  (2).  Or,  en  inté¬ 
grant  le  second  membre  de  l’équation  (3) ,  les  termes  du  second  ordre 
affectés  des  argumens  2p  —  2mv — 2 A  ,  2P-4*lmp  2Ôt  restent  du 
second  ordre  après  l’intégration  ;  mais  il  n’en  est  pas  ainsi  pour  le 
terme  du  second  ordre  affecté  de  l’argument  2mv  -4-  |  mV  —  2Ô  -4-  2  A. 
Il  est  évident  que  l’intégration  abaisse  son  coefficient  au  premier 
ordrç,  puisqu’il  acquiert  comme  diviseur  la  quantité  2m-4-|ma.  Donc, 
en  retenant  dans  la  valeur  de  ô  le  seul  terme  périodique  du  premier 

ma  ma  /  .  .  , .  , 

ordre,  et  prenant  - —  -r  (ce  qui  revient  a  négliger  les  quan- 

m  4  m 

tités  du  second  ordre  ) ,  l’on  aura 


A  3  2  3m.  /  3a  . 

ô  =  ô - —  siniimv  -  m  v  ~  2Ô  -4-  2A). 

/  4.  o  tu  x  2  >  1 
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En  substituant  cette  même  valeur  de  6  dans  le  second  membre  de 
l’équation  (2),  et  considérant  seulement  l'argument  amp—  2Ô— 2A, 
nous  aurons 

^2  3  r  3  3  ma  o 

dü  5=8  ~  -m2cosj^2mp^-m3p-  2Ô  •  ™^sin(2rrw-+-  2Ô w-2A)J- 

En  développant  ce  cosinus,  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  troisième  ,  il  est  clair  que  Ton  a 
dô  3  2  3  3  4 

^  -  m  -  m*cos(2mv  *  -  m  V-  2  6*  a  A)  *  £ .  *  |  mV-aô+a  A). 

Donc ,  en  négligeant  les  termes  périodiques ,  il  viendra 

dô  3  a  q  m4  . 

dv  4m  3a  jri 

d’où  l’on  tire  ,  en  intégrant , 

6  =  ô-(im  f 

\4  3a  Tri  J 

Tels  sont  les  deux  premiers  termes  de  la  série  qui  détermine  le 
ouvement  piogiessif  du  nœud.  Il  est  remarquable  qu’il  soit  nécessaire 
e  considérer  le  carré  de  la  force  perturbatrice ,  c’est-à-dire  une  quan- 

qu^tLi?Xn^sirmÎeoVd°eUrc?°UVOir  °btenir  SeC°nd  terme’Tuoi- 

des  deux  premiers  terrai  de  Ta  ^  T  “mv*  da“S  'C  Ca'Cul 
progressif  du  périgée,  comme  nous 

77-  Dans  cette  recherche  nous  pouvons  négliger  tous  les  termes 
multipliés  par  s  ou  par  y  qui  se  trouvent  dans  la  valeur  complète 

C  ~dv  <'onn®e  dans  Ie  n.°  6i.  Car  l’on  comprendra  clairement  par 
le  calcul  meme  qui  suit ,  qu’ils  ne  peuvent  donner  dans  la  valeur  de  u 

aucune  partie  appartenante  aux  deux  termes  dont  il  est  ici  question. 
T»  apres  cela  l’on  a 

dzr 

€  - —  rs 
aç 


_ î  _  „)  J  JL  .  «  ; 

et  il  esi  é„d„t  que  k<  ^  posées  dans  le 

»7  pe«.m  être  réduiies  à  celle«i';  *  *  * 
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(T  < TU s  \2  2  v  / 


I  rfû 

/i2  d  V 


3  «3 
2  hÂu^ 


sin( 20  — 20')  ' 


Donc,  eu  prenant  u  =  et 

^  =  T*  ) 1  *  e  cos(p  -  w)  (  =  7?  (J  ~  3e  cos(t’  “  OT))  ’ 
i?  “  -  e  cos(p - -nj)  ^  4  =  ^  1  —  4e  cos(t>  —  sr)^  1 


l’on  aura 

du  M'h 6 


e  =  —  — -J5  005(0  —  ot)  (1  —  3e  005(0  —  w))  (  1  ■+>  3  005(20  —  20')) 


37J/'Æ6  .  t  i\  •  /  \ 

—  —^73  e  51/1(20  —  20)  51/1(20  —  2ot; 

ZM’h6 


—  -^^3-  51/1(20  —  20')  5Î/i(o  — iât)  (1  —  40005(0 —  tir)). 

78.  Maintenant,  si  l’on  fait  h  =  ht  et,  comme  dans  le  n.°  75, 

M'h 6  * 

1  ,  l’on  trouvera  que ,  en  retenant  seulement  les  termes 


multipliés  par  e ,  l’on  a 


du  2 

e  -r-  =  —  e  m 
dv 


—  i  —  i  C05(2P  —  2tzr)  —  1 005(20  —  20) 1 
1 005(20  — ■  2xd)  005(20  —  20  ) 

(  —  (6  —  1)  5m(20  —  2S7)  5i/l(20  —  20') 


Donc,  en  raisonnant  ici  comme  Ton  a  fait  précédemment  à  l’égard 

Je  il  faudra  d’abord  considérer  parmi  tous  ces  termes  le  seul 

dv 

terme  périodique  affecté  de  l’argument  20' -2®,  ce  qui  donne 


du  o  2  10  2  /  >  \ 

—  =  -  m  -h  —  m  co5(2o  —  2ui) , 
dv  4  4  7 

ou  bien  ,  en  posant  o'  =  m  0  -h  A , 

(4)  •  ■ 


i5 


^  =  -  m2  ■+•  ^  m3  005(201 0—  2S7-4-  2A). 
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En  faisant  abstraction  du  terme  périodique  et  intégrant,  l’on  a 
d abord  «r  =  Donc,  en  substiuant  cette  valeur  approchée 

de  vs  dans  le  second  membre  de  l’équation  (4),  l’on  aura 


du 

~dv 


1  2  i5  2  /  3  0 

:m  —  m  co s  (2m  v  —  -  m  p  —  2ût  ^  2A)  ; 


2 

d  ou  l’on  tire ,  en  intégrant  et  prenant  — — —  =  —  , 

m  —  lm*  rn 

VS  =  W  H-  5  m3  V  -+-  ^  .  5L  s  in  (2  m  v  —  ^m2i>  —  2vs _ 

79.  Actuellement si  l’on  substitue  cette  fonction  au  lieu  de  vs  dans 
le  second  membre  de  l’équation  (4),  il  viendra 

*7“^Lame--mp-2ar*2A-^.^in(2TOP_imv2w*2A)]. 

t  'elraUt  ^  cos*uus’  rejetant  les  termes  périodiques  et  les  quan¬ 
tités  don  ordre  supérieur  au  troisième,  il  est  clair  que  l’on  a 


-  2iÀ  ' 


et  par  conséquent 


du  „ 

d»  - 


225  m4 
m  1 


->•-(! 


2  225  m4 


3a 


m  J 


Le  second  terme  de  cette  expression 

à  celui  qui  entre  dans  la  valeur  analoguTd™  l?  VOIt’  ®embIab,e 

3a  »  qtu  est  beaucoup  plus  grand  que  la  fraction  £  .  Cette  circonstance 
étant  combinée  avec  la  valeur  numérique  du  rapport  représenté  par  m, 

q  on  sait  être  presqu’égal  à  un  i3““,  rend  le  terme  du  troisième 
ordre ,  ~ .  ?L  v  _  aa5  a  , 

^  3a  m  iix ii'n  v  '  Peu  différent  du  premier  terme  -m2v 

suffire ° ^ ^rC  V°‘'à  Pour<luo‘  la  première  approximation  a*  pu 
qu’elle  était  P°Ur  aV°'r  î®  mouvement  progressif  du  nœud;  tandis 
Clair aut  fit  sTiu  '-T'1  1"®t,ffisante  Pour  avoir  celui  du  périgée, 
difficulté.  Il  ne  so'^  6  ^lem*er aux  Géomètres  toute  la  force  de  cette 
ntoea  pas  d  abord  à  la  grandeur  absolue  des  termes 
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qui  devaient  suivre  le  premier,  ce  qui  l’a  jeté  dans  bien  de  recherches 
divergentes.  Mais  il  les  conduisit  en  homme  de  génie ,  et  sut  reconnaître 
son  erreur  au  moment  où  il  considérait  le  carré  de  la  force  perturba¬ 
trice  pour  un  objet  qui  n’était  pas  dirigé  vers  la  recherche  du  second 
terme  (Voyez  les  Mémoires  de  l’ Académie  des  sciences  de  Paris  pour 
les  années  1746,  1746).  Cet  exemple  frappant  de  l’influence  du  coef¬ 
ficient  numérique  mérite  toute  l’attention  :  l’on  trouvera  dans  cet 
ouvrage  une  foule  de  cas  semblables ,  tous  propres  à  démontrer  que 
dans  la  théorie  de  la  Lune  la  véritable  difficulté  consiste  dans  la  re¬ 
cherche  des  coefficiens  numériques  qui  affectent  une  quantité  d’un 
ordre  donné.  L’on  est  fort  peu  avancé  ,  lorsque  l’on  sait  l’ordre  d’un 
terme ,  si  l’on  n’a  pas  au  moins  une  connaissance  approchée  de  la 
grandeur  de  son  coefficient  numérique. 

80.  Le  calcul  que  nous  venons  d’exposer  fait  connaître  en  même 
tems  le  principal  terme  périodique  qui  entre  dans  l’expression  de  ô 
et  de  sorte  que,  en  retenant  seulement  ce  terme,  les  formules 
précédentes  donnent 

ô  ==  ^  sin(zmv  -+•  ^  mV —  2Ô; —  2 A)  , 

1 5  ni  .  /  3  a  1  v 

-g;  =  —  •  —  sin{2mç - m  P  —  2îiJ+  2 A). 

8  m  v  2  '  f 


Mais  il  est  évident  que  pour  rendre  ces  deux  argumens  plus  exacts 
il  faudrait  écrire 


■2Ô 


et 


-  m  V  —  2U7 


(  -  ma  —  $7  •  —  V  —  2Ô  au  ^eu  de  “ 1 

\2  10  m  )  •  2 

_  (?raJ+  ^  p  —  2  m  au  lieu  de  —  - 

16  m  /  '  : 

L’on  pourra  même  remplacer  ô  et  rs  par  les  formules  qui  donnent  plus 
exactement  la  partie  de  ces  fonctions  qui  croît  proportionnellement  à 
l’arc  p,  lorsque  celle-ci  sera  connue  par  les  développemens  ultérieurs. 
Ainsi,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 


1  S  = 


—  -  m  -h  f-  •  — 
4  02  m 


etc. , 


3  a 
-  m 

4 


225 

32 


- »-  etc,, 

m  5 


I  — c  = 


$  =  —  -  •  —  sin^iEv  • —  2gp  2Ô  —  2, A)  ■) 
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et  i  —  rn  =  2? ,  l’on  aura 
3  ma 

8  m 

_  1 5  rn  •  /  7-j  . 

™  =  —  -g-  •  —  Sin(2lU>  —  2CP»  ■+■  2X7  —  2 A)  ; 

OU  bien,  en  convenant  d’écrire  seulement  gv  au  lieu  de  gv-6  ;  cv  au 
lira  de  cp  w  .  mv  au  lieu  de  me  +  A  ;  et  de  désigner  en' général 
1  W  ô’  àw  la  partie  périodique  de  ô  et  de  ot,  l’on  posera 

Sô  =  “  f  • 

S®  =  -  y-^iw(a.E_2c)i>. 


j  P’e’™er  terme  du  coefficient  de  VÊvection  en  latitude, 

de  l  Evection  en  longitude ,  de  la  Variation  et  de  VÉqumion  annuelle. 

ordre  oui  daboid  évident  que  le  terme  périodique  du  premier 
a  ?  J!  eT  dr  *ï  d0it  influer  sur  la  l^tude  ,,  puisque  l’on 
terme  corresnon  i  ’  malS  ^  11 eSt  Pas  mo'lls  clair  qu’il  faut  avoir  le 
l’on  veut  connaître"  rinélj”^6  d.a‘1S  1,exPression  de  la  variable  y,  si 
considérons  l’équation  (  Voyez  t”  c8  )reS“Ite  Sur  la  latitude.  Pour  cela 

de  ^  F  j%)~7cos(p— 6)  ;^jcos(e  — ô). 

En  y  substituant  Dour  fei .  1  <*û  i  , 

o  r  „  A4  h‘ '  u‘dv  eurs  valeurs  posées  dans  le 

n>  7<> »  Ion  aura 


dy 


'IL  3  M'u’ 3 

’  en  considérant  seulement  l’argument  2v-afl,  il  viendra 

J.  .  « 


ou  bien 
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<^r  _  3  a 

de - 4  m  ysin( 3.V  —  2.Ô), 

dy  3 

d  p  ~  ^  ^  7  sin(2nw  —  2Ô  -+-  a  A). 
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Faisant  dans  cette  équation  ô  =  d-t-(i — g)p,  I  —  m  —  E>  l’on  pourra 
écrire  d’après  la  convention  établie  plus  haut 

^  t=  -  m2y  sin(zE—  2g)  p. 

Pour  intégrer  cette  expression,  il  suffit  ici  d’y  faire  y  =  y<5  et  de 
prendre  ^ 1  •  Alors,  en  nommant  $y  la  partie  périodique 

de  y,  l’on  obtient 

h  =  x-n~y,c°s(zE—2g)v. 

En  substituant  cette  valeur  de  Sy  et  la  précédente  de  §ô  dans  l’équa¬ 
tion  s  =  y  sin(y  —  6),  après  l’avoir  mise  sous  la  forme 

5  =  (y  -h  $y)  sin(gv  —  Sô)  , 

l’on  trouvera,  en  développant  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  second, 

5  =  y^i/igp-*-!  y  sin(2E—g)  p. 

L’argument  (2#  —  g)  p  qui  constitue ,  comme  l’on  voit ,  le  second 
terme  de  l’expression  de  la  latitude ,  est  celui  que  nous  nommons , 
par  analogie ,  Élection  en  latitude. 

Au  reste  il  est  clair  que  cette  même  analyse  donne,  en  conservant 
le  diviseur  2E—2g, 

so  =  l  ■  ^ -sin(2E- 2g)  V ;  b  = -y  w^rgcos{*E  ~ H) * 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  5,  l’on  aurait 

3  may,  •  /  \ 

5  =  yisingv---l:ïï±rësin{2E-g)v. 

Mais ,  en  employant  cette  forme ,  iF  importe  de  remarquer  que  ce 
coefficient  de  l’argument  (2 E—g)  p  ne  saurait  être  exact  au-delà  des 
quantités  qui  passent  le  second  ordre. 

82.  Considérons  maintenant  la  variable  e,  et  cherchons  le  terme 
périodique  analogue  à  celui  qui  entre  dans  l’expression  précédente  dç, 
Sa:,  c’est-à-dire  le  terme  affecté  de  l’argument  (2E—2c)v.  Pour  cela, 
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il  suffit  de  réduire  l’expression  de  ^  trouvée  dans  le  n.°  68  à  celle-ci 

de  .  û  C  3 

dÂ)  6=8  “  Sin(y  “  ~  <  -  e  -H  2C0$(p  -  te)  -H  -œs(2V  -  2w)  £  —  .  . 

'  a  7  J  K*tfp 

En  substituant  pour  fe,  ±3,  -L  leurs  valeurs  posées  dans 

le  n.°  jj,  l’on  aura 

de  ï 

2 m  5^(  ^  —  'OT)  ( 1  ’4'  3cos(2p  —  2p)^  ^1  —  3e  cos(y  —  -57)) 

-  -ma«n(av-  2p)  (1  -  4e cos(i>-  ur)  )j^e  +  2cos(p-  ur)  +  iCos(iv - 

En  considérant  seulement  l’argument  2v  -  2— ,  cette  équation  donne 

_  /  9  2i\  a  •  >  1  x  l5  » 

c?p  \  8  If  JG  m  sm\^v  ”  2,t*J)  —  —  — e  m  sin(2v  —  207). 

Donc,  en  faisant  p  =  moi-A,  ®  =  w  -h  (i  _c)p,  il  viendra 

c?e  i5  a  .  ,  _ 

^  —  enx  Mn(2£—  2c)p. 

Maintenant,  si  Ion  fait  dans  le  second  membre  de  cette  équation 
6  ~  C/  5  et  z-E  —  zc  ^  ’  Eon  obtient ,  en  intégrant , 

e  *  e—  -F  e,  ^co5(aJE-2c)p. 

et  en  nommant  Se  la  partie  périodique  de  e,  l’on  aura 

Se  =  ye^  C0$(2j£—  2c)p. 

En  1  éduisant  la  valeur  de  t+f  trouvée  dans  le  n.°  63  à 


et  écrivant 


*  r  Ml,  .  , 

1  “*"/  =  —  -^r  G  sm(y  —  sr)  , 
2h? 


"jr  (e;  ■+■  Se)  sin(c  v  —  St*r)  , 

Ion  obtiendra,  au  moyen  de  cette  valeur  de  Se  et  de  ceUe  de  Sur, 

t  -*/  Œ  _ i*>  V  m*  .  . 

4  ?e'miW(a£-c)‘’- 
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Tel  est  le  premier  terme  du  coefficient  de  l'inégalité  lunaire  que  l’on 
nomme  Élection  en  longitude.  Comme  l’analyse  que  nous  venons  d’ex¬ 
poser  donne 


^  =  ^-^Tcsin^E~2c'>v’ 


il  est  évident  que,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  £-*-/, 
l’on  aurait 


^/  =  -' 


h?e, 


2JE 


-- —  sin(iE  —  c)  v.~ 


Mais  ,  analytiquement  parlant,  cette  formule  ne  saurait  être  exacte  à 
l’égard  des  termes  d’un  ordre  supérieur  au  second. 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  qu’un  simple  coup  d’œil  jeté  sur 

la  valeur  de  ^  donnée  dans  le  n.°  68  suffit  pour  démontrer  que  la 
variable  /  ne  renferme  aucun  terme  du  second  ordre  affecté  de 
l’argument  (2 E—c)v. 

83.  Pour  donner  un  exemple  fort  simple  des  cas  où  il  est  nécessaire 
de  considérer  la  partie  variable  de  la  fonction  h>  cherchons  le  pre¬ 
mier  terme  du  coefficient  de  linégalité  ayant  pour  argument  2i?p, 
connue  sous  le  nom  de'  Variation.  A  cet  effet  remarquons  d’abord 

que  l’équation  ;=  peut  être  réduite  à  celle-ci 


d-h a  ZM'u!*  .  ,  ,x 

77  - - y- ««("-*’)• 

Maintenant,  si  l’on  fait  dans  cette  équation  u 
et  d  =  xn  p  h-  A  ,  l’on  aura 


î=  —  3h  2  ma  sin  zEv  ; 

G? P 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 


h2  =  h2  •+■  — cos  o.Ev. 
•  2  E 


Il  suit  de  là  que  l’on  a 


A3  —  h*  cos  2  Ev. 

4  & 


CHAPITRE  SECOND.  9 3 

En  réduisant  la  valeur  de  t+f  à  (Voyez  n.°  63) 

h, 3 


£-+-/  =  J*A'  dv  ~  ne  sin(?  —  &) 


et  faisant  À  =  1  nous  aurons 

cr 


fAdv  =  |  •  ÿÏF  a£V- 

Mais  l’expression  de  ^  trouvée  dans  le  n.°  68  peut  être  ici  réduite  à 

rf/  ’  2h3Q(!l)  3h3J\Vv!3  , 

T,  *=  —T12  =  -  -JÏJÿ"  C0*(2P-2p). 

Donc  5  en  prenant  seulement  le  premier  terme  de  cette  expression , 
l’on  aura 

df  3  h3  a 
dS  =  cos  2#p; 


3*»n 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 

/  =  —  suizEv. 

Substituant  cette  valeur  de  /  et  celle  de  fAdv  dans  la  valeur 
de  i+f  p0Sée  plus  haut,  nous  aurons 

t  =  V™*  /  9  3  \  .  /z3 

Vas*  m*m~ZE)sln  2e  si/i(p  —  w) , 

ou  bien ,  en  prenant  i?  =  i  —  m  =_  r  ? 

ai  A3ma  „  A.3  .  , 

c  =  -g-  *  -^r-  swz  2jE;p  -^2e  sm(p  —  a:). 

En  îéduisant  les  valeurs  de  g~i  ^  trouvées  dans  les  n.08  77,  82 
à  ces  termes 

«fo  3  a 

dv  6=3  â  m  C05(2P-  2p)  co$(p-  to-)  -  3ma  5Ùi(2p-  2p')sm(p- gt) 

=  -2m1C05(p-2()'*ro)*!m^  C0J(3„  _  2P' _  OT) . 

~  rr»2  /  , 

à  m  COi  (2i;  “  -  w)  -  3m1  sài(2p  -  2p)  coi(v  -  ar) 

-  J  m3  tin( p-  2e  4.  or)  -  5  m>  jin(3P  _  2„-  _  w) . 


de 

dv  8=8 
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et  remplaçant  v  par  top  ■+■  A,  zj  par  xf -t- (i  •— c)  p,  il  viendra 

e  ^  =  —  -  ma  cosizE-c)  p  •+.  ^  m2  cos(2E+  c)  p , 
rfp  4  v  7  4 

^  =  —  2  m2  sin(2E-c)  p  -  ^  m2  sin(2E+  c )  p. 

En  intégrant  ces  expressions  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre 
supérieur  au  second ,  il  est  clair  que  l’on  a 

e  Sw  t=s  —  -  m2  sin  (2 E  —  c)  p  •+•  -  ma  sin (2E *+•  c)  p  , 

4  4 

Se  =  ^  m2  cos(2E~c)v  ■+•  ^  m2  005(2 E  +  c)v. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

2e  sin  (p—  ter)  =  2$e  sm  c  p  -  2e  t$zz  cos  c  p , 
et  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  2Ep,  l’on  a 
2e  sin{y  —  zj)  =  4  ma  sin  2 Ev. 

Donc ,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  t ,  il  viendra 

Il  h*  ma  . 

t  =  —  —  •  a-  2  II  p. 

o  o* 

84.  Cherchons  maintenant  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’iné¬ 
galité  ayant  pour  argument  c  top  —  k,  connue  sous  le  nom  d 'Équation 
annuelle.  En  réduisant  la  valeur  de  ~  trouvée  dans  le  n.°  68  à 

cl  P 

df  _  2h*a  __  M'h3u'* 

dv  ~  <r3  (a)  ""  <r3a3 

et  faisant  dans  cette  expression  (Voyez  n.°  55) 


w  =  ^i+s  cos(c  p  -  1 


nous  aurons 


df  maÆ 3  /  ,  /  ,  ,  ,A3 

r-^(i+îc4p^))' 

Donc,  en  développant  ce  binôme,  et  retenant  seulement  le  terme 
affecté  de  l’argument  cV-k,  l’on  a 

tf/  3maV  ,  ,  ,  , 
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Maintenant  5  si  Ton  fait  p  =  mp-t-A,  l’on  obtient  en  intégrant 
f  3V  ,  .  , 

/  =  -  7^e®(cmp-K). 

En  examinant  la  valeur  complète  de  t-»-/,  l’on  comprendra  aussitôt 
que  pour  avoir  seulement  le  premier  terme  de  cette  inégalité  il  suffit 
de  poser  l’équation  £-*-/=  o,  ce  qui  donne 

1  ~  *^pr  •  £  5i^(cmp-)c  ) . 

On  voit  par-là  que  l’intégration  abaisse  au  second  ordre  le  coefficient 
du  troisième  ordre  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^  • 


Détei  miner  le  premier  terme  du  coefficient  de  Vinégalité  ayant  pour  argu¬ 
ment  le  double  de  la  distance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  V orbite , 
qui  entre  dans  l'expression  des  quatre  variables  y,  ô ,  e,  or. 

85.  Cette  inégalité,  dont  l’argument  est  257  —  2Ô,  est  une  des  plus 
îemarquables  dans  la  théorie  de  la  Lune  par  les  difficultés  d’analyse 
que  présente  le  calcul  de  son  coefficient. 

En  réduisant  l’expression  de  £  posée  dans  le  „  o  8l  . 
dJL  _  _  3  JKV*  .  ,  3  1 

*  4  ‘  stn(2v  -  aô)  =  -  -  m  y  sm( 2e  -  2Ô)[/7^7  -  e  c0i(w  -  ^-4, 

et  prenant 

IXi-t-M  ■+•  ecoi(p-®)]-<*  =  i  -h  5eîcos(2o-2cr)  , 

nous  aurons 

dY  15  a  a  .  , 

~dv  ~  *“  7  e  <sm(2Tü  -  2Ô). 

^  Jmsaut  dans  le  second  membre  de  cette  équation  y  =  y  ,  e==e, 
que  l’on  a  ^  ’  i  v1  et  intégrant  ensuite,  il  est  clair 


1 5  m3y  /> a 
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Les  valeurs  de  g,  c  rapportées  dans  le  n.°  80  donnent,  en  prenant 

seulement  le  premier  terme,  — *=s  ^  • 

1  2g-2c  3ru 

Donc  ,  en  substituant  cette  valeur ,  nous  aurons 


=  g  7#ea  005(2  g  —  2c)  v. 


On  doit  remarquer  que  cette  intégration  abaisse  de  deux  unités 
l’ordre  du  coefficient  qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^  •>  et  qu’elle 
donne  naissance  au  coefficient  § 7,e*  1  qui  est,  comme  l’on  voit,  in¬ 
dépendant  du  facteur  m2  de  la  force  perturbatrice. 

86.  Cherchons  maintenant  le  terme  correspondant  qui  entre  dans 
la  valeur  de  ô.  Pour  cela  nous  partirons  de  l’équation 


dô  3  M'iP  C  ,  ) 

_ _ : _  _ ,  i 


qui  résulte  de  l’expression  de  —  posée  dans  le  n.°  75.  En  faisant  ici , 
comme  dans  le  numéro  précédent, 

■+■  ecosfy  —  te)]-4  =  1  ■+«  5  e2  cos(2v —  2ttr)  , 


l’on  trouvera 


dô 

dv 


i5 


-g-  m2  ea  C05 ( 237  —  26) . 


Donc,  en  intégrant,  il  viendra 

__  mV*  , 

66  ~  T"^TcC0s(28-zc)v’ 

ou  bien ,  en  posant  — - —  =  , 

r  2g— 2c  3m 


Sô  =  ea  sin(2g —  2c) 


87.  Si  l’on  réduit  l’expression  de  d£  du  n.°  68  aux  termes  suivans 


|  f  y  cos  (®  -  è)  *  1 7  cos(nv-6  -  a;)  +  2 ey  cos(v~6)  |  , 

l’on  verra  aisément  que  pour  avoir  seulement  le  premier  terme  du 
coefficient  affecté  de  l’argument  aw-afl,  il  suffit  de  prendre 
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(T  (a)  arras  “  ~m 
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n iN/T 


)  — 3 


-h  ecos(p~  w)| 

I  2  Ç  3a/  } 

_m  ;  1  _  _e7  C05(p  -4- W  —  2 ô)  >  ; 

3  JU>u^ysin(v~è)  3  a  .  .  ^  , 

A“  2*  *“«•*  ~  —  2m  /  sm(v  —  6)  J  i  —  4  e  Co$(p  —  ra-)  > 

3  ( 

63  “  à1»2  £ 7 sin(i>  —  6)  —  2.eysin(2v—n—ô)  —  2eysirt(m  —  6)  ?. 
Cela  posé ,  l’on  trouvera 

dp  =  (I  ^  ^)mae/SOT(2CT-2Ô)  =  ymIe/iira(2OT-2â). 

En  intégrant  cette  expression,  nous  aurons 

Se  sa  —  : 


ai  m %ety* 


J-  L  III  C  'Y  , 

-&'ïfrtcC0S(*8-*c) v- 


ou  bien,  en  prenant 


2g  — 2C  3ma 


$ e  *=  —  \  cos( 2g  —  2c)  p. 

Pour  avoir  le  teime  correspondant  qui  entre  dans  l’expression  de  t*r, 
nous  réduirons  l’expression  de  ed£  donnée  dans  le  n.»  68  à  celle-ci 


dur 

dv 


Maintenant,  à  l’aide  des  valeurs  précédentes  de  —2Zq  £o>  r 
voit  aussitôt  que  l’on  a  (2)  h% 

du  /3  q\ 

GTv  8=3  \ï  e7  C0$(2u7-2Ô), 


“  dv 
3 


ou  bien 


du  21  2  a 

sa  -  y  m  y  cos( 2®— 2ô). 


D°nc,  en  intégrant  cette  expression,  il  viendra 

JL-  ai  m  ay,a 

et  en  posant  . _ L _ _  1  v 

a#— zc  "  3Ü?’  Aon  aura 

^  ~  gr,3SWl(2g— 2C)P. 
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Conséquences  qui  résultent  de  t analyse  précédente. 


89.  Cette  valeur  de  Stzr  et  celle  de  Se  trouvées  plus  haut  montrent 
d’une  manière  particulière  l’influence  de  la  perturbation  sur  l’inégalité 
dont  l’argument  est  (2g  —  c)v.  Pour  avoir  le  premier  terme  de  cette 
inégalité,  il  faut  d’abord  réduire  l’expression  de  £-*-/  trouvée  dans 
le  n.°  63  à  ces  termes 

c  3  î 

=  fAd p  |  —  2e  sin(y  —  t*r)  —  -  e  ya  sin(y  ■+■  xs  —  2Ô) |  > 

et  poser  ensuite 

t+f  =  J'Ad  p  ^  —  tâesincv  -*-2e$w  coscv—  5  e  y*  sin(2g  —  c)p  |  • 
Maintenant,  si  l’on  fait  ici 

Se  =  -  T  '  co^  "  2C) e,  ^  =  y  •  «n(2S  -  *0* . 

il  est  clair  que  l’on  obtient 


: —  ?  sin(2£ —  c 


Or  nous  avons  2  g  —  2c  =  3m2  -4-  etc.  ;  ainsi  il  est  évident  que  la 
perturbation  ajoute  un  terme  d’un  signe  contraire  et  à-peu-près  double 
du  coefficient  elliptique  (*).  L’on  peut  aisément  démontrer  que  le  déve¬ 
loppement  des  quantités  variables  /  et  j'Adv  ne  peut  donner  aucun 
terme  d’une  forme  identique  à  celle  des  deux  précédens;  donc,  en 
posant  2g— 2c  =  3m2,  la  valeur  finale  de  t f ,  après  l’élimi¬ 
nation  des  parties  variables  comprises  dans  e  et  y,  sera 


(*)  Mons.  De  Laplace  (  Voyez  Mécanique 
céleste,  tome  III,  pag.  187)  après  avoir  donné 
la  valeur  de  t  en  fonction  de  v ,  relative  à 
une  ellipse  dont  la  longitude  du  périgée  et 
celle  du  nœud  ont  un  mouvement  propor¬ 
tionnel  à  V  ,  ajoute  que  les  coefficiens  de  cette 
valeur  sont  un  peu  modifiés  par  l'action  du 


et  y  2  sin  (2 g  —  c)  p. 

Soleil.  L’on  voit  par  notre  analyse  que  cette 
remarque  n’est  pas  appliquable  au  coefficient 
de  l’argument  ag  c,  ni  à  plusieurs  autres 
de  la  même  espece ,  sur  lesquels  l’action  du 
Soleil  ne  produit  pas  seulement  une  petite 
modification,  mais  un  changement  total  de 
la  valeur  elliptique. 
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90.  Les  valeurs  de  Sy  et  $e  trouvées  dans  les  n.08  85,  87  résolvent 
immédiatement  une  difficulté  que  l’on  pourrait  se  proposer  en  consi¬ 
dérant  l’intégrale  fAdv  qui  entre  dans  l’expression  de  t+f.  En 
prenant  pour  À  sa  valeur  développée  dans  le  n.°  63,  nous  avons  les 
termes  suivans 

fA  d  e  +  \ e  /  C0{(2W  _  2 6)  dv. 

Donc  ,  «n  faisant  -*-(i  -c)p,  ô  =  ô,-«-  (i  -g)  l’on  voit 

aussitôt  que  le  dernier  terme  de  cette  équation  introduira  dans  la 
valeur  de  t  le  terme 

3  h*  g* y*  .  ( 

dont  le  coefficient  est,  analytiquement  parlant,  du  second  ordre.  Mais 
il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  terme  du  second  ordre  que  nous 
venons  d  indiquer  se  trouve  exactement  détruit  par  le  terme  analogue 
donné  par  le  développement  de  l’intégrale  -  f—,  (e1  -t-  f)dv.  En  effet 

îlAiie  J  & 


nous  avons  les  équations 


y  =  y,  -+•  ~ 


2\  9 
■y)«  -  J 


ma  y,  e ,a 

— —  C05(2^-2c)i;, 
ma  e  y  a 

— —  C05(2^-2c)t,, 
ma  e a y  a 

-f^-C0s(2g-2c)e; 


-  le) 


lesquelles  donnent 
3  /  a 
;(e  - 

partant  l’on  a 

A*.  -  fi  lj>  ■  ££-  Si  -  s .  Ji-  i  *<„. 

Mais  les  valeurs  de  c  et  de  g  trouvées  dans  le  n.°  8o  donnent 

2£f  —  oc  —  3  rna  27  m4  A-  •  i 

2  *  //i"  Ainsi  il  est  évident  que  le  coefficient  numé- 
«que  de  ce  terme  du  second  ordre  est  parfaitement  nul. 

aïlant  0lCrdfam  dC  n°UVeaU  lexPress'°n  de  fAdv,  et  remar¬ 
quant  que  dans  les  n.-  8i,  82  l’on  a  trouvé 

^  4  2£-2SC0s(2-^  *g)v\  §e  s=  —  ^.-A^-~C0s(2l£ — 2c)e, 


ioo 
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l’on  pourrait ,  au  premier  coup  d’œil ,  penser  que  ces  deux  inégalités 
du  second  ordre  deviennent  du  premier  ordre  dans  V expression  du  tems  t, 
à  cause  de  la  nouvelle  intégration  qu’il  faut  exécuter  pour  obtenir  la 
valeur  correspondante  de  ^  72)^*  Mais  il  est  facile  de  dé¬ 

montrer  que  les  termes  du  premier  ordre  ainsi  formés  sont  exactement 
détruits  par  l’intégrale  j^^dv.  En  effet  reprenons  l’équation 


d-h* 

dv 


3 M'u!*  .  , 

sin(  2v  —  2,v) 


posée  dans  le  n.°  83.  En  y  substituant  pour  v  sa  valeur  elliptique, 
nous  aurons 


d-h* 

dv 


3  M'u!1 


h\ i  -*-ry)Asin( 2P  —  2v)  j/i  e  cos (p —  w)  j 


Donc ,  en  prenant 

i  +  /(i  4*^e2)cos(2P~2Ô)*  Se2(i-  |ya)cos(2P-2tïr), 


^(/im  +ecos 
l’on  obtiendra 


Sf,  =  -  a»)  j- 


nous  aurons 


d>K 

liFTv 


En  posant  (i  ■+■  yy)4  =  1  +  4 /y, 

b  “  K*  |(i  *  je*ysinW  -  aô)  Ct  Z4-^Ksin(2p'  ~ 2w)  (• 

En  conservant  seulement  les  termes  multipliés  par  maya,  maea,  cette 
équation  donne 

a«)p  -  T «X»*-  ^  î‘ 

d’où  l’on  conclut ,  en  intégrant , 

j.  -  ç  !  '  - 1 ■  -  *>■" - : f  '  : : »«)»|- • 

Il  suit  de  là  que  l’on  a 

5  =  %  S 1  -  !  ■ ■  7wz.yiC0S^E  ~  28)r  f  •  ïrr7cC0S(2E  -  2c)pï  ’ 
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et  par  conséquent 

f^dv  =  2c)p[- 

Ainsi  il  est  évident  que  ces  deux  termes  du  premier  ordre  détruisent 
exactement  ceux  du  même  ordre  donnés  par  l’intégrale  5  .  +  y2^dv. 

Ii  est  par-là  démontré  que  les  deux  inégalités  dont  les  argumens 
sont  (2 (%E  —  2c)p>  ,  doivent  se  trouver  dans  t  avec 
des  coefRciens  du  second  ordre  au  moins.  Ainsi,  à  Tégard  de  ces  deux 
argumens,  l’intégrale  fÀdv  ne  peut  pas  renfermer  des  termes  d’un 
ordre  inférieur  à  cèux  que  l’on  obtiendrait  en  calculant  la  valeur  de  /. 

92.  Reprenons  la  considération  de  l’argument  (2 g  —2 c)t>.  L’analyse 
exposée  dans  le  n.°  90  démontre  que  cette  inégalité  doit  se  trouver 

dans  t  avec  un  coefficient  du  troisième  ordre  de  la  forme  B  e-^~  ; 
•  .  m 
mais  elle  est  insuffisante  pour  donner  la  valeur  absolue  du  coefficient 

numérique  désigné  par  B.  Car  l’on  n’y  tient  aucun  compte  ni  du  terme 
analogue  donné  par  l’intégrale  ,  ni  du  second  terme,  qui  dans 

1  expression  de  7  et  de  e  affecte  l’inégalité  ayant  pour  argument 
*  2,c)  Nous  allons  en  conséquence  continuer  nos  recherches  sur 
cette  importante  inégalité,  afin  de  mettre  en  évidence  toutes  les  parties 
concluantes  le  second  terme  de  son  coefficient  dans  l’expression  de 
111  egra  e  fAdv.  Lon  verra  qu’elles  se  détruisent  complètement  comme 
celles  du  premier  ordre,  et  qu’en  conséquence  il  faut  nécessairement 
ranger  cette  inégalité  parmi  celles  qui  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
troisième. 


Déterminer  pour  les  deux  variables  y  et  e  le  second  terme  du  coefficient 
de  l inégalité  ayant  pour  argument  (2 g  —  2.c)v. 

93. 

L’équation 

___3  M’u' 3 

dv  4  '  «'î(2t'-2Ô)[l*C0s(2P-2p')J  -e  I  .  EjÇ7cos\i,-6)sin( 2V-2V) 

posée  dans  le  n°  R  t  A*  .  , 

1  aonne  ,  en  considérant  seulement  les  deux 
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argumens  2v  —  2Ô  ,  2v  —  2uJ  ; 

dy  3  M' u'3  ,6/  \ 4/  a  e  .  /  /  Ax  i5  m 'hïe*  .  ,  , 

^  •  — 4—  A  (1  -H  ry)  ( I  -  7  5e  )wi(at>  -  ad)  -  T  .  — j-—  «ai(2p -  2tar). 

En  faisant  (i-t-yy)4  =  1  4  yy ,  nous  aurons 

jfe  =  -^^(i+3/+5e5)5m(2t>'-2Ô)-^.^-«/l(2P-2cr). 

Or  nous  avons 

sin( 21/-2Ô)  =  — M/i[(22?-2g)  p+aSô]  ;  sin(2v-2Gr)  =  -5i/i[(2E,-2c)p4-2Sar], 
ou  bien  ,  en  développant , 

sin(2v  -26)  =  -  sin(2E~  2g)  v-  2$ô  cos(2E- 2g)  v  •+■  2($ô)2  sin(2E- 2g)v  , 

sin{ 2v  -2tb)  =  -sin(2E-  2c)  v ~  2§& cos(2E -  2c)  v  +  2@vr)2  sin(2E ~  2c)v  \ 

donc,  pour  avoir  seulement  le  terme  multiplié  par  ^-ea$in(2g  —  ac)p, 
qui  se  trouve  dans  l’expression  de  ^ ,  il  est  permis  de  n’avoir  aucun 
égard  à  la  fonction  ez  sin( 2v  — 257),  ce  qui  donne 

%  “  “  |  •  Z*  A6  (  : 1  -  5e3  )  sin (20'  -  2.6)  , 

et  nous  montre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l'argu¬ 
ment  (2E—  2c)p,  qui  entre  dans  l’expression  de  afin  d’avoir  le 
terme  qui  naît  du  produit  —  2SÔ  cos (2E—  2g)  v. 

94.  Pour  cela  remarquons  que  l’expression  de  ^  posée  dans  le 
n.°  75  donne 

dù  3  M'u'*  , 

di  =  -  y  TF*  )• 

De  là  l’on  conclut  d’abord 

•  JJ  =» - tQ  cos(2v  —  2P  )  [  1  -+.  5e  C05  (2P  —  2vr)] , 


et  ensuite 


rfa 


i5 
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L’équation  (i)  rapportée  dans  le  n.°  75  fait  voir  que  la  valeur 
de  Tv  enferme  aussi  le  terme  cosÇzv  -  2Ô):  ainsi,  pour  la  re¬ 
cherche  dont  il  est  ici  question ,  nous  poserons  l’équation 

Tv  =  ^  m3  cos( 2t>  —  2 6)  —  —  ine’  cos (p,v  —  2ot)  , 

de  laquelle  l’on  conclut  celle-ci 

Tv  1=3  “  m3  cos{%K-%g)v -  ^  m*  e\os(nE -  2c)v-  ^m11  Sé  sin(2.E- 2g)  p. 

Donc,  en  prenant  pour  Sô  la  valeur  Sô  =  |e»«B(ag_2c)t.  trouvée 
dans  le  n.°  86 ,  il  viendra 

d±  _  (  l5  l5\  a  a  ,  •  x  jC 

dv  \  8  ***  3a  /  m  e>  C0s(2E~~  ac)^  =  —  ^  ma  e  a  cos  —  2c); 

d  où  1  on  tire ,  en  intégrant , 

50  =  Tï'Te'dn(2E-*c)v- 

°fc  r  '!'1  terme  anal°gue  qui  entre  dans  l’expression  de  (56)’,  il 
SU  Ît  C  O  sei  ver  que  d  après  les  résultats  trouvés  dans  les  n.°*  80,  86 
ion  a  1  équation 

^  =  ^^(20 _ q~\0  3  ma 

8,  Kg  sin(zE-2g)ry 

laquelle ,  en  faisant  le  carré ,  donne 


W  =  ^'^e'C05(2^-2c)p- 

9°*  ^ela  posé,  l’on  trouvera  sans  difficulté 


—  2&6  Sô  cos(2E—  2  g)  v  = 

2/l6  fàfsin^E—  2g)  p  = 
et  à  l’aide  de  l’expression  de  JL 

/i6 

~  sin(zE  —  2g)  v  = 


4 5  m\6„»  •  /  x 

~6Ï'mh.e.  *«(»$-ae)iF, 

i5  m*  ,  6  i  .  .  . 

~r4’mh.  e.  «n(25-2c)p; 


trouvée  dans  le  n.°  qi,  l’on  obtiendra 

4^  ni  »  6  a  •  /  \ 

~T'  m  h.  e.  *m\H—  2c)t'- 
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Il  suit  de  là  que  nous  avons 

h6sin(w-26)  =  (-£-£-£)£. fc,V«»(V-ac)«’ 

Pour  obtenir  le  terme  donné  par  la  fonction 

5  1i  e  sin  (2?  —  2Ô)  =  1 —  Sh^  e"  sin  (p*E  *  2g)  p  5 

il  suffit  d’y  substituer  pour  e  la  valeur  donnée  par  l’équation 
e  =  cos^E —  2c)  p  (Yoy.  n.°  82)  ;  par  ce  moyen  l’on  aura 


—  5 h*  ea  sirc (2E —  2g)  p  =  ^  • 


/i  6  e  2  sm(2g —  2  c) 
dy_ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  posée  vers  la  fin 
du  n.°  93 ,  l’on  aura 

ÈL  =  _  ? .  -5V(_  sin(*g- »c)p  , 

ycfo  4  m  '  \  16  8/  vo  7 


ou  bien 


c?v  i3*5  ra4  a  .  /  x 

-r  —  —  — - — e  siniig — 2c)t>. 

64  m  '  v  °  ' 


Maintenant ,  si  l’on  réunit  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.°  85 , 
il  viendra 


dy  __  /  i5  i35  ma 
ydv  V  8  64  m 


^  m2  e2 sin  (2g  —  2 c) 


En  intégrant  cette  expression ,  il  est  clair  que  l’on  a 
/i5  i35  m*\  a  a 

T  (  y  \  \8  +  64  m)  '  (  x 

1 ^ - cos (2g  2c)  V • 


Les  valeurs  de  c  ,  g  posées  dans  le  n.°  80  donnent 
ma  _ 

“  3  * 

partant  nous  avons 


1  3  m 

=  - - ►*  etc.  ; 

2g  —  2C  à  2  m 


Log  (£)  =  (g  -  ^  •  ~)  e,2 COS (2g-2c)o, 


,  Æ  .  .  1 35  45  45 

où  le  coefficient  —  ^  ^  64  ""  16  ’ 
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Donc ,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres ,  l’équation  précédente 
donnera 

/5  i35  ma\  2 

96.  Pour  avoir  le  terme  analogue  qui  entre  dans  l’expression  de  e, 
d  est  nécessaire  de  nous  procurer  le  terme  affecté  de  l’argument 
(ïE-  2g)  v  qui  entre  dans  la  valeur  de  zv.  A  cet  effet  considérons 
l’équation 

dvr  j  -4-  y  y  , 

eûï  =  —p-  ««(«»- w)-aw 

^  y  sin  (a-  —  6)  -+•  y  sin(2v  —  6  —  w)  j  &> 

que  l’on  déduit  de  celle  rapportée  dans  le  n.°  68.  En  y  faisant 

ÜJT.n  _  3  a  .  ,  c  _  j_3 

o*  (2)  a  m  005(2^  2p)  j  V \  -*-ss  ■+*  ecos(p —  -g r)  > 

-  m  cos(àp~  2f/)  5  1  -  ^eyaco5(p-»-îcr-2Ô)—  -ey3cos(3i>-û7-2Ô)[ 
Û(I)  3  a  c  f  2  y  ^  ^ 

^  “  “àm2co5(^~2p)75m(f.-ô)  ^i/7T77^ecos(t;-ur)p4 
2  °5(2p  2p)  7 sin (v  —  ô )  — 4  e  co$(p— 

=  --  mJcoi(2P-2p  )  jri£nft,-â)_aeriin(a^_â)i_aey  s.,_dJ 

1  c/Q  3  .  c  _  > 

üc/p  =  —  -  m  sin{2v —  2v  )  ^  / \  .+.  s  s  .+.  e  cos(y  —  w)  £ 

13  ~  2 111  —  2p )  1 1  —  4  e  cos(y  —  cr)^  1 

et  conservant  seulement  les  combinaisons  capables  de  produire  l’angle 
ap  -  20  .  I  on  trouvera  0 

e  ^  3 

Tv  -  -m'co^ap-ap')  x-ie/  «,*(20-26) 

^m  cos(2p  —  2p)x(-  — |^ey*cos(ap_a6) 

-  f  *»“  «in(2p  2p')  *  g  _  i)e  y‘ 2Ô) . 

Tnm  /i  T  ' 
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d’où  l’ou  conclut 

ou  bien  ^  ^  m2  ^  sin  (?*  T  2Ô)  * 

Dans  le  n.°  78  l’on  a  trouvé  dans  cette  même  fonction  le  terme 
m2cos(2v  —  2w);  ainsi,  en  posant  l’équation 

=  -^m2C05(2P  —  2®-)  ■+•  ^m272co5(2p  —  2Ô), 

l’on  en  tirera 

t=  ^ïïicosiiE — 2c)p  -+•  ^ma7acos(2i? —  2g)p  —  m2Sw  sin(%E — 2c)  p . 

dv  4  o  3 

Donc,  en  faisant  ici  §sr  =  f y*sin(2g  ~  2c) p  (Yoy.  n.°83),  l’on  aura 
J  =  (f  -  ^)mV>(2£ -  2g) p  -  £mycos(2E-  2g)  i. 


d’où  l’on  tire ,  en  intégrant , 

Sût  =  -  -^•T^y*sin(p.E.—  2g)v. 

g~.  Cela  posé,  réduisons  l’expression  de  rapportée  dans  le  n.°  61 
à  celle-ci 

de  1  -h  77  .  x  n  P'  dû 

cfp  o*  '  '  (a)  h  u  ds> 


-+■  j  -7  cos(jb  —  ô)  ■+■  ^7  005(2  p  — ■‘w  —  ô)  -4-  207  cos  {y  ô)  |  ’ 

et  cherchons  d’abord  le  terme  de  la  forme  Bey'sin(2 p  -  2Ô)  ren¬ 
fermé  dans  cette  expression.  Pour  cela  remarquons  que  les  valeurs 
de  ^  posées  dans  le  numéro  précédent  donnent 

(T  fl 

—  l±JOLsin(y  —  =  |maco5(2P— 2p')  x Q  "  7à5m(2P  —  26)  ==  o; 


|  -  ycos(?s  —  ô)  ■+•  co5(2p  —  tsj  —  6)  ■+■  2e 7  cos(p  —  ô)  j 

=  -  ^m2cos( 2P— 2p')x(- l-in-  i)e725m(2P—  2Ô) 

=  -mae7a5m(2p'  —  2  6). 

,  4 
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Maintenant ,  si  l’on  prend 

1  3  a  •  /  ’\  Ç  ./ -  /  \  ?""4 

=  —  -m  $£/i(2p~  2p)  jj/i  -*-ss  ■+■  ecas(p  — w)  > 


3  , 

—  — rnasm(2P  -  2p') 


I  ~4ecos(p~  s7)*-yacos(2p-  26)  I 

- 1  ey2cos(p*aj-2Ô)  -  |eyaco5(3p-ûî7~26)) 


et  (  Voyez  n.°  61  ) 

P  n=  -  e  +  2C0s(ç~uj)~  ^-y2C05(3p-ü7-2Ô)  -  Vcos(p-m*-2Ô)  -  e  yacos(2p- 26), 
4  4 

l’on  trouvera 

P  d  Qi  3a*/  ,\  /  3  5  5  t 

=  --m5in(2P-2o)x^-i^-___-M--^-jeycos(2p-a6) 

=  —  |m1cy*4i/i(2«>  —  2Ô). 

Il  suit  de  là  que  l’on  a 

%  ~  (^-|)m2e/«'n(2P -26), 

ou  bien 


3  a  j  .  ( 

rfp  *=  ““  ÿm  ey  5££z(2p  —  2Ô)  . 

^^90  L  analyse  exposee  clans  le  n.°  82  démontre- que  l’expression  de 
Tv  renferme  le  terme  - re®(a<',-2o).  Pour  l’objet  dont  il  est 
ici  question,  il  faut  chercher  en  outre  la  partie  du  coefficient  de  ce 
meme  argument  qui  se  trouve  multipliée  par  eya*  A  cet  effet  il  faudra 
prendre 

I  -f-  y  y 

a  m  (  1  ■+■  yy)4cos(2p  —  2p)  sin(v  —  ttr)  j  i/I  +  (s  ■+■  e cos(y  —  ar)  £ 

à  (  f  -  4rr)  co<2P -  2P)  Sin(v -  W)  |  _  3(  1  -  yy)  e  cos(p -  ut)  j 

4  ( 1  4-Yï)  (t  yy)  004(2  p  —  2p)  iîn(2p  —  23:) 

=  --^m  ey1sjn(ap_2^  . 
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1  dO*  3  2/  \à  •  /  -  /  )**  4 

If'tfTv  -  -  -  m  (  i  yyysm(2tv—îv)l\/l+ss+ecos(v-.‘n)(>  • 

3  c 

=  —  âm(I  -*  Ayy) sin{zv  —  2v)  3  i  — /—  (4 - 5/)e cos(v-üt) 
~  -  ^m*sin(2i>— ap')  j  i  -t-  3/  —  (4  ny2)ecoi(p  —  ur) 


P  =  (2  —  ^  )  COj(p  —  ®)  H-  |  C0i(2P  —  2or)  ; 

y>)  rfû  3  3 

~  ~  âml,"l(ap“  a<0*(l“  lo)e/c<M(2P—  2w) 

=  —  y  m2e  y1  sin{p.v  —  2  w). 

Ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

de  (  27  3  5i\  a  2  •/  > 

Tv  =  (“T  ~î”T,)m  e* 


ou  bien 


de 


uc  2  a  •  /  /  v 

=  —  9  m  ey  sm(2v  —  2  ht). 


Il  suit  de  là  que  nous  avons  cette  équation 

sm(2P  —  2  O  —  |maya5m(2^  — aô). 

99.  Cela  posé,  reprenons  l’équation 
sin(2v—  2v)  =  —  sin(2E—  2c)t>  —  2$vcos(2E—  2c)v  +2(hzy  sin(2E—  2c)t> 
donnée  dans  le  n.°  93,  et  remarquons  d’abord  que  l’on  a  (Voy.  n.°  91) 

h6  r,  X  9  ma  a  .  ,  v 

-  hl  SmfoE  2C)  *  ~  â  •  —  y,  «"(*£  ac)  P. 

Ensuite,  si  l’on  prend  pour  dvs  la  valeur 

Sor  =  -  ^  •  y  r,“  sin(2E—2g)v 
trouvée  dans  le  n.°  96 ,  il  viendra 

3  m* 

—  2  $VC0s(2E—  2c)v  =  _  _  .  _  y  2  sin(2g—  2c)v. 

D’après  les  valeurs  de  Sur  trouvées  dans  les  n.0"  81  et  88,  nous 
avons  l’équation 
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IO9 

S®  =  Zy*sin(2g  —  2c)t>—  ^  ^  sin(2E-  2c)v, 
laquelle  donne 

(M  =  -  '-^-^y>os{2E-2ë)v-, 

partant  l’on  a 

a  (Sar)2  sin^E  —2 c)v  =  —  ^  y  2  sin(2g  —  2c)  i> . 

Concluons  de  là  que  l’on  a 

%-6sin( 2p'-2w)  t=  (|“ 
et  par  conséquent 

-j,^sin(2t’-  aw)  =  ^7  •  ^  y,1  -  2  c)  p. 

En  posant  l'équation  y  =  y+L'IL ,,  C0S(2E -2g)v  (  Voyez  n.°  8 1  ), 

I  on  obtient  y 3  =  -  •  ^  y  *  cos(î.E  —  2g)  p  ;  d’où  l’on  conclut 

~9/im(2p  -2W)  =  gy*sin(2E-2c)v  =  ^  •  ~y*sin(ag- 2c)p. 

II  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  — |  m3  y1  sin(2v — 26)  11e  donne 

caUr^ruraeJroansSi’en  lw  I’û“  vient  de 

de  /  i35  2?\  m*  3  .  , 

7dv  ~  V"Ô4  *"T/)^rr'  sin(2g- zc)  P, 

ou  bien 

de  35 1  m4  2  •  /  \ 

7é>  =  67  '  *Ml(2g~ac)<’- 

En  réunissant  ce  terme  avec  celui  trouvé  dans  le  n.°  87,  nous  aurons 
1  équation 


laquelle 


J*  _  /ai  35 1  m3\  a  a  .  . 

edv  -  Vs”*  64  *  y'  ««W-acK 


étant  intégrée  donne 


.  I 

fat  35 1  m*\  5  , 

(;)- 

It  *  67’ m  )m  y. 

*g  —  3C 

-  2c)  ( 


iio 
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En  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  96, 


3  m* 
2  m 


etc. , 


Ton  aura 


2  g — 2  c  3 

et  en  passant  du  logarithme  au  nombre,  il  viendra 

(7  i35m*\  2  / 

“8^  ôï'm)6^  «*(*«- ac)p- 


A  l'aide  des  recherches  précédentes  on  démontre  que  V inégalité  ayant 
pour  argument  (2 g  —  2 c)p,  ou  le  double  de  la  distance  angulaire  du 
périgée  au  nœud  de  V orbite ,  doit  être  du  quatrième  ordre ,  au  moins , 
dans  l'expression  du  tems  en  fonction  de  la  longitude  vraie. 


100.  La  valeur  précédente  de  e  et  la  valeur  de  y  trouvée  à  la  fin 
du  n.°  95  donnent 

T'  =  7“ -*-  (  l -  ^7 •  e,a y,1  cos(2g -2 c)v, 

e  =  e 2  ^  j  e 1  y*  cos (2^  —2 c)  0. 

Donc  la  fonction  e2-*-ya  présente  le  terme  ^ ea  y  a  co$  (  2g  —  2c  )  p 
multiplié  par  un  coefficient  numérique  égal  à  zéro.  Il  suit  de  là  et 
de  l’analyse  exposée  dans  le  n.°  90,  que  l’on  peut  réduire  la  valeur 
de  fÀ  dv  à  celle-ci 

fAdv  =fhT'dv- 


Ainsi  la  question  est  réduite  à  démontrer  que  Ton  a 

o •  —  e2  y2  cos(2g —  2c)  v  dans  la  fonction  ^ . 
m  1  Wf  '  v 

Pour  cela  il  est  nécessaire  de  considérer  de  nouveaux  termes  dans 
l’expression  des  constantes  arbitraires  censées  variables. 
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ICI.  Avant  tout  nous  chercherons  dans  l’expression  de  y  le  terme 
affecté  de  l’argument  (a£-  ac)  v.  En  réduisant  la  valeur  de  d-r-  posée 
au  commencement  du  n.°  q3  à 

dy  3  M'u’3  .  . 

p  d~v  = 

1  on  en  conclut 

%  =  |m3y«"(2('-ae')^i^5e2cos(ap~25T)^ 

d’où  l’on  tire 

T»  ~  ”  ^  f  «’  «w(ap  -  2®) . 

Lon  a  trouvé  (  n.°  81  )  que  l’expression  de  g  renferme  aussi  le  terme 

3may««(2p'_aô);  en  le  réunissant  au  précédent  nous  formerons 
1  équation 

dy  3  a  '  - 

'  ^ 111  sm{^  —  2Ô)  —  L-  ma  q  sin( —  2  or) , 

laquelle  donne 

dy_  3  2  l5 

ï*>  **  4  m  5m(aZ“2^)p^^ni2ea5m(^-.2c)^?ma^co5(2£'---2£r)p. 

Donc,  en  prenant  Sô  =  . 

8  '  ln(2g  — ■  2c)^>  (Voyez  n.°  86),  il  viendra 
dy  / 15  i5\  a  a  _ 

&  =  \T  3â)  m  e-  «(**-***  =  gm’e>u(a£-2c)c. 

En  intégrant  cette  expression,  il  est  clair  que  l’on  a 


avo*r  exactement  le  coefficient  numérique  de  ce  terme 
^ination^Vfo  ^ 5  ^  ^aut  aiouter  au  second  membre  de  cette 


résultante  de 


8  Üc)p  -h  |  •  ~  cos(2E- 2g)  P 


icsuuame  de  p 

passant  du  loo-J;!!*  ySC  exPosée  dans  les  il.08  85  et  8i.  Alors,  en 
toa^lUinie  au  nnmU„  J» _ \  „ 


le  au  n°nibre  d’après  l’équation 
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Log  (0  =  freosfa-  2c)p  h-  |  •  n£cos(2E-2g)v  -  g  •  ~Vcos(aE-ac)«> , 
l’on  trouvera 

7  =  7/  * 


,65  .vty  e*cos(2E-2c)v, 


128  m 


.  -  .  i65  75  10 

ou  le  coefficient  7^  =  ^  ^  7^  * 

102.  Reprenons  l’équation 

Al  —  —  ii  ma5m(2p  —  2ot)  —  ^  m2y2  si/i(2^'  —  2Ô) 
eav  4  o 

résultante  de  celle  trouvée  dans  le  n.°  98  ,  et  cherchons  le  terme 
affecté  de  l’argument  (2E  —  2g)  v  qui  se  trouve  dans  la  valeur  de  e. 
Cette  équation  donne 

Al  A*m2sin(2E—  2c)  v  ■+■  |m2ya  sin^E—  2g)v  ■+•  ^m2Stzr  cos(2È—  2c)v. 
e  dv  4  o 

Donc,  en  prenant  Sot  =  \  y2  sin(2g—  2c)  i>  (Voyez  n.°  88),  Ion  aura 
=  y,2  sin(iE —  ag)  ?  =  -  §f  m2  y,2  sm(2Ê  -  ag)  v. 


Cette  expression  étant  intégrée  donne 

L°g  (i)  =  -  g  •  y,s  coi  (a£-  a*) 

Mais  ici ,  de  même  que  dans  le  numéro  précédent ,  il  faudra  poser 
l’équation 

Log (0  =  -  ly,2  cos(2g -ac)~g-  ~cos(2Ë- 2C)V -  g  •  £y>*(a2?-ag)«, 

(  Voyez  n.°*  87  et  82  )  avant  de  passer  du  logarithme  au  nombre. 
D’après  cela  l’on  trouvera 


e  =  «,  -  T?5  ’  ST  e-y*  C0S(2E~  2ë) v > 


où  le  coefficient 
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io3.  Nous  aurons  encore  besoin  du  terme  affecté  de  l’argument 
(a£+  2c~  4g) v  qui  entre  dans  ô  et  y,  et  de  celui  affecté  de  l’argu¬ 
ment  (2E  +  2g  —  4c)p  qui  se  trouve  dans  m  et  e.  Il  est  très-facile 
de  les  calculer.  D’abord  en  posant  l’équation  (  Voyez  n.°  75  ) 

dô  3  a  /  1  >.» 

^  =  -  m  C0S[2V  —  20) , 

l’on  en  tire 

dô  3  x 

dTv  ~  ™*n(2E  —  2g)v. 

Doue,  en  faisant  —  f  e3  s  in  (2g — 2  c)  p  et  intégrant  ensuite,  l’on 
en  tirera 

Sô  =  ^ ^  2C  -  4g)  „ . 

L'équation 

dY  3  2  .  /  / 

ÿ*  ~  “ïm  ««(ap-aô) 

donne ,  en  la  traitant  de  la  même  manière , 


L°e  (0  ~ cos(*E+*c-i'ë)v- 

Donc ,  en  ajoutant  ce  terme  à  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 

b\y,/  laPP0lt®e  vers  la  fin  du  n.°  101,  l’on  en  conclura,  eu 
passant  des  logarithmes  aux  nombres , 

*  1 5  ma  2 

”  128*  m  Le,  COi(2^  2c  —  4g)  v. 


où  le  coefficient  —  LL  =  _  l5  *4, 
128  64 

104.  En  posant  l’équation 


i5 

128* 


P°n  en  tire  d’abord 


du 

dv 


i5 


--m2  cos(2p  —  aw), 


du  i5 

rfp  63  ""  Tm  «tarsin(2jE—  2c)p. 

Donc,  en  y  faisant  j  1y^sin(*>  \  •  „  .  , 

a/,  sm(2g  —  2c)v  et  intégrant,  Ion  obtiendra 
_  ££5  ma  a 

64  *  L  sin(2E  +  2g  —  4c)v. 


iS 


Tome  7. 
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Maintenant ,  si  l’on  pose  l’équation 

de  l5  2  •  /  f  \ 

—J-  —  —  —  m  sin(  2v  —  2  su) , 

eds>  4  v  7 

l’on  en  conclura  d’abord 

Loë{j)  = *  s.g- 4c)v. 

En  réunissant  ce  terme  avec  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  valeur 
de  Log posée  dans  le  numéro  précédent,  et  passant  ensuite  des 
logarithmes  aux  nombres,  il  viendra 

Sc  =  y?  cos  (a£  *  2g  —  4  c)v. 


»  ,  rr  •  105  105 

ou  le  coemcient  — 5  =  *7— 
128  64 


io5 

128 


io5.  En  reprenant  actuellement  l’équation 


d-h* 


-+*  ^  e2^  y2  sin  (2  v'  —  2Ô)  -+-  •+< 


trouvée  dans  le  n.°  91,  nous  démontrons  à  l’aide  des  résultats  précédons 

ma  n  9  73 

que  l’on  a  o  •  —  e;3y *cos(2g  —  ac)p  dans  l’expression  de  la  fonction  —5  • 
Il  est  d’abord  évident  que  cette  équation  étant  intégrée  donne 


p  =  k  -  Kbfdv(r  » ~r e>) y3sin(2p'  "  2Ô) 
~  (_  t  *■  t  r0 eî  sin^v  _  2  ’ 

et  que  par  conséquent  l’on  a 

}i  =  h2  +  h*  vïi  J'dv  ^  e3^  y3  5Î/z (2 p'  —  2 ô) 

K  ~  sirc  (2  p  -  2t*r) . 


Or  en  faisant,  comme  dans  le  n.°  93, 

s«i(ap~afl)  =  -ûn{2E-2g)v~2ÎÙCos(2E>-2g)v  +  it(U)2sin(2E-'2g)v> 
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et  observant  que  la  réunion  des  résultats  précédens  donne 

Sô  =  lé;sin(2.g-2c)f>-l-~sin(aE-2gJv 

*r<^e:MzE-zc)v  +  £.'£e;sbi(2E~2c-4g)«, 

i  on  en  tirera 

=M'^e'ceS2E~2c^^-^<œs^E*^c-4g)V-, 

d’où  l’on  conclut 

‘WM#**,  - 

et  par  conséquent 

2/(Sèfsin(2E-2g)p  =  -£-r£e*7?sin(2g-2c)v. 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à  la  variable  y,  l’on  for¬ 
mera  1  équation 

r  ~  C0s(2g—  2c)  p.4-5  .  ^-y  COs(p.E-  2g)  V 


i65  ma  a 


128*7/1  ^'e'  cos(2‘E^  2c)p-  —  .  ™-ye2  cos(zE+  2c- 4^)  ç  , 
laquelle  donne 

2  45  ma  3  3 

7  =^'«e'  7'  CW(2Æ-2c)‘’*o.^eVco,(a^ac_4^(), 
en  observant  que  l’on  a  le  coefficient  du  second  terme  i5  _ 
Donc  nous  avons  64  64 

-y  sin{p.E-  2g) v  =  sin^g-ac)^. 

En  valeur  de  $0  posée  plus  haut  donne 

^t>cos(2E-2g)v  =  - ~ e* sin(nE-  Hc)v  +  ^e'sui(2E+2.c-$g)v 


où  -  ^  =  15  __  45 


i5  ma  a 

"3 Vme> 


3ï  64 -64-  En  multipliant  cette  fonction  par 
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I  1  6 

l’on  aura 

ou  bien  a 

-  2y2î6cos(2.E-2g)t>  =  sin(2g-zc)v. 

Cela  posé,  il  est  évident  que  l’on  a 

y'sinW-zô)  = 
c’-est-à-dire 

7a5m(2p'-2Ô)  ==  c-^e*  y*sin(2g~2c)v. 

Les  valeurs  de  e  et  7  donnent 

ea7*  =  ea7/aco5(2^-2c)p; 


partant  il  est  clair  que  l’on  a 
45  . 

=  —  —  si 


45 
4 

ou  bien 


^  ea  7a  sin(iv  ~  2Ô)  =  —  ^  *1/1(2 2  g)  0  x  ^  ea  7*  cos^Æ  -  2  c)  ^  , 


^eî/1£/i(2é-2Ô)  = 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

fd9  (1  +  f  e2)  / «(*>'  -  2Ô)  =  -  ^  ■  ï  •  co<*S-zc)  p  • 

106.  Reprenons  maintenant  l’équation 
sin(2v-2v)  -  ~  sin(2.E- 2c)p-  aS  or  cos(2£  -  2c)  p  +  2  (Sor)2  sin(2E- 2 c)  p 

posée  dans  le  n.°  9 3.  En  considérant  les  termes  qui  entrent  dans 
l'expression  de  la  variable  37,  l’on  obtient 

Sor  =  l*y*ün(2g-zc) p-  ^  ^  sin{2E  -  2c)p 

-  5^  ■-y,sm(*E-2g)r-  —  .-~y  sm{2E-*-  2g  —  \c)v. 

Cette  équation  donne 

(S  or)1  =  -  ~  7?cos(2.E-  2g)  v  *  ^  ^  y*cos(2E  -t-  2g  -  4  c)  p  ; 
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ainsi  nous  avons 

a(*nr)Vw(ar-ac)p  =  (-ÿ-^)^r‘sin(2g-2c)^ 
d’où  l’on  conclut 

2e2($zo-)2  sin(2E—  2c)  ç  =  — ■  —■  •  e2  7*  sin(2g—  2c)  v. 

En  réunissant  les  termes  qui  appartiennent  à  la  variable  e,  Ton  a 
e  ~  e,  —  |  e  7“  cos(2g— -  2c)  p  h-  ^  •  ^-e;  cos(2E—  26)  p 
291  ma  2  /  x  io5  m*  2  ,  _ 

~7â'me''*'C0S(?‘E-*ë)v*-iïi-me.y.  cos(2E+2g-4cy, 
d’où  l’on  tire 

e  =  ?6  *  7n  e'2  ^  C05(2-^  —  2g)  l»  +  0'^e(J  7  2  C05  ( 2E  2g  —  4  c)  P  , 

en  observant  que  le  coefficient  o  t=  •  Nous  avons  donc 

1  64  64 

*■”  e2  s’ui  (2E  —  2  c)  p  =  22  •  e  2  7  2  sin(2g — 2  c)p. 

L  expression  de  §57  posée  plus  haut  donne 

—  2hx  cos(2E  —  2c)  v  =  ^y^sin^iE—  2g)  p  —  Zy*  sin(2E  +  2g—  4c)? 

5i  ma  2  . 

7n  ^  -S£/Z  (2g  ’  2  c)  , 


où  le  coefficient  3—  =  —  tt  • 

64 


Donc,  en  multipliant  cette  fonction  par 

a  1 5  ma  2/7-1  \ 

e  =  "4"  *  ^  e,  C0S\2E 2C) 

l’on  trouvera 

-~^^cos(2E-2c)v  = 

OU  bien  '  64  64  3a'  "* 

~**%Ucot(*E-%c)9  =  -^.^e2ra«n(2ff_2C)V. 
Concluons  de  là  que  Pon  a 

g  _  g  _  |g)£  «• «. ,e). 
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et  par  conséquent 

J  5  2  *  /  <  \  225  ma  a  a  •  /  „  \ 

—  e  sin(2i>  —  2  te)  = - —  •  —  e  y  t  sin(2g  —  2  c)  v. 

Si  1* on  observe  maintenant  que  ,  en  posant 

e  ^  r'  cos^e-h)^ 

Ton  a 

^  e2  y2  sin  (2p— 207)  ==  — ^  sinfjiE  —  2c)  v  x  ^  ~  e* y*  cos(2E — 2 c) 
ou  bien 

73  sa-/»  .  aîS  m  33-/  \ 

^-e  7  sin(2v  — 2tzr)  = - —  •  —  e,  y#  sin{2g  —  2c)p, 

l’on  en  conclura  que 


(i5  t5  a  \  1  •  /  <  \  (  226  225\  m  sa-/  \ 

T^Tr  je  «.(*,-»«)  =  ^____j-e,  y,  w(ag-ac). 


=  _  g* y* sin(2g — ac)p; 


3a  m 


d’où  l’on  tire  en  intégrant 

Y sin(^-zV)  =  ^ïLcos^g-M)»-, 

c’est-à-dire  une  quantité  égale  et  de  signe  contraire  à  celle  trouvée  à  la 
fin  du  numéro  précédent.  Ainsi  il  est  démontré  que  dans  l’expression 
de  /i2  l’on  a  o  e2y2cos(2g—  2c)v ,  et#que  par  conséquent  l’on  a  aussi 

fA'dv  =  T  dv  =  o- 111 - sin(2g  —  2c)o. 

'■  J  o-  m  2g  —  2  c  '  0  ' 


En  réunissant  cette  conclusion  avec  celle  qui  a  été  établie  dans  le 
n.°  90 ,  il  est  complètement  démontré  que  l’inégalité  ayant  pour  argu¬ 
ment  (2g-2c)p,  doit  se  trouver  dans  t  avec  un  coefficient  du  qua¬ 
trième  ordre  au  moins  ;  mais  si  l’on  voulait  chercher  par  cette  méthode 
le  terme  suivant  du  quatrième  ordre,  tel  qu’il  doit  entrer  dans  la  va¬ 
leur  de  t,  il  faudrait  aussi  considérer  la  partie  du  même  ordre  qui 
entre  dans  l’expression  de  la  variable  /,  ce  qui  entraînerait  dans  des 
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convtnens1  pr°preS  à  metfre  *«•  tout  son  jour  les  in- 

traires  lZ  TDS  *  de  Variation  d«  constantes  arbi- 

des  inÆ"  Pénétm'  UD  Pe“  Cn  aV3nt  *“  k  recherche 

Cepenciaut  S’H  était  iniquement  question  de  démontrer  que  l’iné- 

-  i8:?1” doit  être  du  ^  «*• 

nière  be,  *  expression  de  f>  1  0,1  pourrait  y  parvenir  d’une  ma- 

Remarc  “P  P  ”  S,  eXpédhive  par  ,es  considérations  suivantes. 
Remarquons  qu’il  nous  a  fallu  calculer  à  part  chacun  des  termes 
qui  appartiennent  a  la  fonction 

p(I  ■**  ?)  ^e2 y2  cos  (2.13  ~  aé)) 

ï:renir  à  r  résu,tat.nuz  cme  dv*  «eu,  ro„ 

des  deuv^t  ^UC  °n.p0Urrait  rendre  Plus  aisément  évidente  la  nullité 
fonction  eimcs  C^le  nous  uvons  calculés  ,  en  considérant  d’abord  la 
précédente j ?  ^  ^  Perturbatrice  4ui  renferme  la  fonction 

faudra  poa^Té', ‘  '•  «•*  «4. 

et  faire  voir  que  les  deux  premiers  termes  J„„t  -, 
ne  se  Présentent  pas  dans  le  développement’  de  la  1,77  ^  TfîT’ 
■»8.  Pour  „  il  suffit  du  coL,„  Z  «™"“1  “ 


da  3  ■^“,î  •  , 

av  ■=  ~  Z’  —  sin(2.v-2v)  d»\ 


dv 


da 

du 

da 

ds 


rh _ MW  O  3  , 

j  .  _  M'u'h  . 


faciles  à  dédu* 

En  y  considérant6^0™11108  d°nnées  dans  les  n*os  26  et  37. 
la  somme  de  ces  r  mme  une  quantité  constante ,  Ton  peut  mettre 
0,3  P°nctlons  sous  cette  forme 
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_!£*!«a(ap- •»✓)*'• 

2U  X 

Or  il  suffit  ici  de  prendre  u  =  -p*  */  =  mo  A,  dv  —  mdv\ 

donc,  en  intégrant,  il  viendra 

2a,  Tm  M'ai  ("-D  3  J»7*/  cos(2V  —  aO 

""o-a'3*  a*™'3 

„  3/' a,  /\  «w(2P-2p') 

3m  — ^3  /a^ - ri - 

c  a  3y  m 

En  substituant  pour  a  et  5  leurs  valeurs  elliptiques,  nous  aurons 
_  jÿ[Oi  =  ^  a/*  0  ïï\  j  t  —  yy  •+•  yacos(2t>— 2Ô)|  |(/ 1  -h,™  •+•  e  co$(o— 

__  3  M'a/St1  ïï">  rnd<u,  -  qt;'  )  . 

a  (r3a'3  C 


$  $  ■+•  e  co5 

/T 


(p- 


-4-  Jdvh\i*yyfsin(2.v-  cos(p-w)^  • 

Au  reste  l’on  pourrait  encore  parvenir  plus  directement  a  ces  résultats 
en  observant  que  si  l’on  désigne  par  c?£ï  la  différentielle  complète  de  il 

dû  7  dû  ,  dû  7  dû  -  ,  dû  ,  ,  dû  , . 
dont  l’expression  est  ^dv  +  ^du  + -^ds  + -jjdv  + -^du  + -^cls  •> 

l’on  a  l’équation  générale 

fi*  =  ®'fdèdv‘-fdèdd-fd-^d°'' 

et  par  conséquent 

/<m  =  *-f%dr 

lorsque  l’on  suppose ,  comme  dans  le  cas  actuel  ,  du  =  0  »  ds  —  O. 
109.  Comme  a  doit  être  égal  au  demi-grand-axe  de  l’orbite  de  la  Lune 

lorsque  les  forces  perturbatrices  sont  nulles,  l’on  peut  supposer  a  =  ^ 

en  négligeant  les  autres  termes  multipliés  par  ea  ou  par  7“  (Voy.  n.°  41). 

Alors  l’on  peut  faire  ici,  comme  dans  le  n.°  75, 

_  a 
0Ja'3  6=5 


m  • 
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Maintenant,  si  l’on  prend 

h.  ecos((>-w)j~1'=  I  -  ^  /  + 1  e*  +  J  ea  /  cos (a®  -  2Ô) 

"G  H- 1  e“)  yW^-^hÇ  -  |/)eacoi(2p  -  a»), 

L°:"°rra,qUe’  “  considérant  seulement  les  trois  argumens 
onpar  /ÎVo^I"  ’  ~*9)  «  les  ^rmes  multipliés  par  e* 


(I  h-  yyf  ji  -n  +  fco,( 2P-  2Ô)J  H-  e  COs(V~  W)f  * 

T  3  3  * 

’  —  €6  •+*  — 

2  2 


=  1  "Hï77-*-;ceH.|cayac0s(2tir-aô); 


(i  ^yr)aco5(2p~  2p)  j|/T^H-ccoj(p-w)p 

(ï^4e  C05(2f;  — 2Ô)h- ^^?ya^eaC05(2p'_  aw). 

(I  -  n)2sin( 2P  «  ap)  f/T^7s-ecos(i>-v)l‘m* 

~  G  *  1 e0  ^*»(aV  -  2â)  -  G  -f  y*)e^«(2p'  -  2sr) . 

Il  suit  de  là  que  4  ' 

-  %/*q i r 

5,  I  3  3  a  3  , 

a*,4  ^ * â yy*~ee4- - e  y  co^(2w-2ô)Ç 

"  Kï  "■  ï*‘)  ^ c<w(2p'  - 21 9)  *  G  -  ; *' ')  •■«*(»'  -  ?-®)( 

-  3m X\fdv ' A1G ^ - 20) G ea ««(a» - 2 w) | . 

numérique  w™  resu,tats  Précédens  l’on  peut  trouver  le  coefficient 
(2g-ac\  ,  CtL>  e  Pretn'er  terme  du  coefficient  de  l’argument 

11  «t  facile*'!  vodéVel°PPement  ^  laf°nCti0n  -7/^. 

l’on  peut  faire  ^  ^lr^cIue  dans  le  premier  terme  de  cette  fonction 

1V  »  n,v  et  4ue  le  second  terme  étant  du  septième 
ne§hge;  l’on  aura  donc 


Tome  I. 
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_  +  e2sin( ap'-2w)|- 

En  appliquant  ici  à  la  fonction  soumise  au  signe  intégral  l’analyse 
exposée  dans  les  n.°‘  10S  et  106,  l’on  voit  aussitôt  que  l’on  a 

(i  H- 1  e2)  y*sin(2»  _  26)  =  •  £  e,  Y iî»(ag- » c)  p  ; 

l)'^ei‘vi‘sin(2‘ë-Zc)t’- 


225  \m! 
l3uxa5  16x10 


(J  -  ;  ■ ya)  e\ - aw)  =  -  (sfâ 

Remarquons  maintenant  que ,  en  posant  l’équation 

i  A4  y  a  sin  (2  P  —  2  ô)  -h  ^  /t4  ea  5Îrc  (2  v  -  2t*r) 

t=  —  -j-  Æ4  y  *  5m  (2 £  -  2g)  p  —  ^  A4  e  a  sin( 2  Z?  -  2  c)  p , 
et  en  y  faisant 

A4  =  V  1 i-|  cos(zE-2g)  p—  ^  ea  cos^E- 2c)p| 

(Voyez  n.°  91),  l’on  obtient 

i A4 ÿ*  5«n( 2p'  -  2Ô)  | ft,4 c  a  5m(2 p'-2ir) 

=  _§.  —  h*e*  y*  sin(?g-2.c)v . 

Donc ,  en  réunissant  ces  parties ,  il  viendra 

_22t/>ü=_^|i  +  Ir2H.|e2  +  |e2r2cos(aw-aô)J 

e  2 y  2  sin(ng  -  2c)  v , 

Æ  •  .  63  9  /  675  225  225  3\ 

ou  le  coefficient  ^  =  -  3  ^33Xi5  “  3î><î5  -  16x10  ”  8  j* 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

-^Jcta  =  “TS1+iyV;e>*G*^)e-VM2g-ac)(’j* 
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Mais  les  valeurs  de  S y  et  Se  trouvées  dans  les  n.01  85  et  87  dé¬ 
montrent  que  l’on  doit  ici  prendre 

y*  =•  ^  7, 2  C0i(2g  —  2  c)  p ,  ea  =  —  Z  ea  y1  coj(2g  —  2c)  v  ; 

partant  l’on  a 

dÇi  ^TU-T^â^Iô)6'  7'  C05(^-2c)p, 

ou  bien 

2  0&;  /”*  y  /~v  1 3  a  3  a  /  . 

-~Tj  dil  -  -  3^m  e,  y,  cos(2g—  ac)t>. 

Nous  avons  vu  dans  le  n.°  64  que  l’expression  du  demi-grand-axe  a 
est  donnée  par  l’équation 

/ d'Çl ■ 

a,  at  <r  J  ’ 


ainsi  nous  avons 


I  _  i  i3  ma  g  *  y  a  . 

â-«~  Si - ^C<W(3S-2C)P. 


Il  est  donc  clairement  prouvé  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
(2^—20) p  ne  disparaît  pas  de  la  valeur  de  oc. 

ill.  L011  peut  aussi  trouver  la  valeur  du  terme  intégral 

3  m  M'a ,  r }  sin  (au  —  ai>') 

***  JdV - 1? - ’ 

qui  entre  dans  l’expression  de  -  2^/S'o  donnée  dans  le  n.°  108 
par  un  procédé  plus  simple  que  celui  que  nous  avons  suivi  dans 
les  numéros  précédens.  Pour  cet  objet  il  suffit  d’intervertir  l’ordre  des 
substitutions  et  de  chercher  d’abord  la  valeur  de  u  qui  résulte  de 
l’élimination  des  variables  $y5  §ô ,  etc. 

Si  dans  l’équation 

“  =  L-*-ss  +  eCOs(l>- Si)) 

substitue  pour  h 3  et  y3  leurs  valeurs 

h  —  ^  __  3  m»  a  T  r  v 

<  4  *  wT  c°s(2.E~  2g)  v-  ~  — eac©$(a2?-  2c)^|i 


y  = 


7'  *47'  *  C05(^-ac)^?.  ^Y?cos(*E-2g)v+£.  ~Vy>*(a£- 2c)p, 


124 

il  viendra 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

i5  ma  2 


u  —  i+ss+e  cos(y- w)^i-y#a- ^e*y*cos(2g- 2c)v+^ ^^cos^E-lc)^- 
Or  nous  avons 


=  1  ~  y3  cos(2P  -  2Ô)  1 


]/ 1  •+•  s  s 

C0S(  2P-2Ô)  =  COS  2gV  +  2$ô  sifl  2gV- 2$ô)2  C0S2gV  , 

3  ma 


2$ôsin  2 gv  =  | e* cos  icv- 1 e*cos(4g- 2c)v+  |  '^cosïEv 

~  I  ■T^cos(?E-*ë)v~^  •r^e\os(2.E*3.g~3.c)u 


l5  m*  2  ,  _  . 

~6l'me'  C0s(2E-2g*2c)V 


—  2($â)*cos  2gt>  =  —  g-j-  •  r^e*cos(2E+2g—  2c)v+^-  •  —ej‘cos(2E-2g-t-2c)i>; 


64  m 
i5 

"  64  '  m ^  w* V-"'” 
donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  il  viendra 

, - —  I  2  I  2  5  3  ma 

=  I  **•  ~7#  —  -7,  cos  2gt>  ■+.  -^e*y*cos(2g—  Y?cos(2E—2g)v 

‘“Ï28"m  e-  y-  cos(2E+  2g-2c)v-  —  -  —  et  y*cos(2E-2g+2c)v  • 

1 12,  En  développant  la  valeur  de  ecos{y  —  t*r),  l’on  a 
e  cosf^-w)  =  e  cos  c^w-Secoscpw^Stu-sbi  co  — ^(StiT^coscpH-SeStïrsi/icp  • 
Or  les  valeurs  de  Se,  S  ns  que  nous  avons  trouvées,  donnent 
S e  coscv  —  —  j^ey^cosfeg  —  c)v  +  e#  cosÇuE  —  c) 

~^56'me^'  c<>s(zE-2g  +  c)V, 

e  hz-sincv  =  -^e  y  *cos(ig  -c)s>+  ||  -^-e  cos(2E-c)v 

3  ma  a 

C<w(a£-2£  +  c)p; 
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(M  coscv  =  ÏM-~e,Y?cos(2E-2g  +  c)v9  SeStsr  =  o; 

1  on  aura  donc 

eco,(p-w)  =  e,coscr-letr;Cos(2g-c)<,  +  g:£ècoi(2£_c)(i 

m  45  ma  2 

*“  64  *  m  6 y  c°s(2E-2g+c)v. 

En  réunissant  les  deux  fonctions  que  nous  venons  de  trouver,  l’on  obtient 
l/i-t-ss  ■+■  ecos(y  —  t*r)  = 

nUv« 

d  où  l’on  conclut 

4S  4e  cos(*E->c)l>  +  -Y;cos(iE_2g)', 

-rfej.  »(.*-  .j»..).-  g 

i5  ,  a 

ïÜ8  e<  cos(a£’-2S-+2c)„ 

1 13.  A  présent,  si  l’on  suppose  u  =  ^  1. 

rl  “  a» \ 1  x)i  Ion  aura 

“  -2**3*»-.  4*3), 

An  ^  / 

ne  considérant  que  les  denv 

1  s  deux  argumens  2Ev±(2g~  2c)  v, 

iS 


(-  I3‘ < V  •»,(*£+  2g.  2  c)  P  -  -*  e»s (a E  -  a**  a  c)  v 


—  2*  m* 


•  3*»  «  S 

m 


(  64  C0'S(2-£'*2g'_2c)p*  ^  C04(2£-2g*2c)p) 

/«C  +  ' 


-  e  a  /  495  ' 

3  rn*  ’  ;  ^  COi  2  E* 23  ~ 21 c) V  -  'ÿc°<2E~  *8+  2C)  ’) 

-  4*3=  -eJvaf  45  ^  w  4  ' 

m  ■  l6c «.(«^1,-ae),. 
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d’où  l’on  déduit 

U  =  (“  '-^C0s(2E+  2g  -  2  c)—  ^C0s(2E  -  2g+  2c)vj  • 


En  multipliant  cette  fonction  par  sin( 2p-2p')  =  siniEv*  l’on  aura, 
par  rapport  à  l’argument  (2g-2c)p, 


3m 


M’a*  sin(2V  —  2  p') 

Ttf  ü* 


y;a$m(2g-2c)p, 


et  par  conséquent 

—  ^ ^  m  e*y*  cos(2g-  2c)  p. 

1 1 4.  Par  un  procédé  semblable  l’on  trouvera 
u  t=  ^  (i  —  4#*  io:ra  -  sors  ) 

es  —  Zp  .  T^-ey^C0s{2E  +  2g-  2c)  -  ^  e*y*co$ (2E- 2g*  2c)  p  •> 


et  par  conséquent 

h*  =  —  3  M'J^—suifjzv’- 2p')  dv  =  —3 ^ 
“  (i1-ït)mVg-'^yco^g-ac)p  =  °- 


1 1 5.  Dans  l’analyse  précédente  nous  avons  considéré  p  comme  la 
variable  principale  ;  il  ne  sera  pas  inutile  d’examiner  les  changemens 
que  subit  la  fonction  fd'Cl  lorsqu’on  y  substitue  la  variable  p  en 
fonction  de  t. 

Nous  avons  démontré,  n.°  108,  que  l’on  a 

fd’Cl  =  Cl —  sin(2v — ap  )dv. 


et  nous  venons  de  trouver  que  le  second  terme  de  cette  expression 
donne  par  rapport  à  l’argument  2g— 2c  le  terme 


iriV 


2g  — 2C 


CO  S  (2g—  2c)p. 


Ce  terme  ne  change  pas  de  coefficient  par  la  substitution  de  p  en 
fonction  de  t  ;  il  nous  reste  donc  à  exécuter  cette  transformation  dans 
la  fonction  Cl. 


a  __  y  y)' 

4  a/ 3  a  '* 
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A  cet  effet  il  suffit  de  réduire  la  valeur  de  cette  fonction  à  celle-ci 
„  _  M'u!>  / 

**  -—ur\ss-z)' 

et  de  la  développer  en  y  substituant  nos  valeurs  elliptiques  de  s  et  de  u. 

116.  En  considérant  seulement  l’argument  (2g-ac)p,  l’analyse  que 
1  on  vient  d’exposer  dans  le  n.°  1 1 1  démontre  que  l’on  a 
i\_  «na  «V 5  3\  ,  a 

[?s  a)~  T*z)e>  y.  «*(a^-ac)p, 

ou  bien  ' 

—  “ T  ’ ô] e-  y.  cos(2g-2c)e. 

Mais  en  retenant  en  outre  dans  le  développement  de  la  fonction  fl 
les  ternies  suivans,  savoir: 

•  j  —  2e  cos(v -  w)  |  e3cos(a v  —  2tr) 

1 7  cos  (21*  —  2Ô)  -—^e  y* co s  (0  « 4-  ur  —  aô) 
et  remarquant  que  la  partie  variable  de  e  et  de  sr  donne 

2e  cos(t>  —  or)  =3  —  2Se*coscp —  2e#Sur  sincv7 
l’on  en  conclura  que,  en  prenant 

r„„  as"  --  ».  -  {r:+(v-,4,. 

—  2ecos(p-w)  =  -  2e  coscp-»-^ey(3cos(2^-c)p. 

D°"C’  ^%fb«ituant  cette  valeur  dans  la  précédente  de  fl ,  et  po- 
Sant  «'V*  ~  m  (  Voyez  n.°  108),  l’on  en  conclura 

■Q  — m  ^  2  a  / 

T’^e.  y,  cos(2g-nc)i> 

4,“’  »  (  3  , 

4  '  a,  l~  2,e’C0s  c  ^  -e^cos  2CI>*  -y1  COS  2S  V  >• 

i  i  7  gy  ^  2  '  ^  J 

valeur  en  fonction  ?aintenant  1Ue  r°“  substitue  ici  au  lieu  de  v  sa 
e  £5  au  moyen  d’une  équation  de  la  forme 

nt  =  *>-  <£(„)  f 


la8  théorie  du  mouvement  de  la.  lune. 

et  cherchons  quel  doit  être  après  cette  substitution  le  coefficient 
numérique  qui  affecte  l’argument  (2g -  2 c)nt.  Pour  cela  il  est  nécessaire 
d’avoir  la  fonction  désignée  par  <p(v).  Or  l’expression  de  t-*-f  trouvée 
dans  le  n.°  63  ,  après  le  développement  des  parties  variables  de  e 
et  7  exposé  dans  le  n.°  89 ,  donne 

î  ■+*  /=  —  2e  sin  c  p  h-  -  e2  simc  p  •+•  -  7  *sin  2gp  ■+•  ey*sin(2g  -  c)  >  î 

J  a  <r  l  '  4  '  4  '  > 

donc,  en  posant  n  =  r,1  et  écrivant  pour  plus  de  simplicité  nt  au 

lieu  de  ne  -4-  nf ,  l’on  aura 

<p{y)  =  2  esincv  —  ^  e  3  sin  2  cv —  ^y*sin2gv — e y*  sin  (2g  —  c)p. 

Cela  posé ,  si  l’on  fait 

3  a  3 

t)/(p)  =  —  2et  COS  CP  -4-  -  e  * COS  2  CP  -  7*  CO 5  2gP  , 

—  i)/(p)  =  2  e  S£Ai  CP  —  3 e  a  5£>Z  2  CP  —  3  7*  siri2gv  y 

nous  aurons,  d’après  le  théorème  de  Lagrange, 

'K")  =  'K'w)  -*■  ("«)  x  ^'(m)  -h  etc. 

En  formant  le  produit  <f >(nf)  x  if /'(nt) ,  et  retenant  seulement  l’argument 
(2g  —2  c)  rct ,  Pon  trouvera 

$(rat)  x  =  (—  I  ■+■  |  ■+■  |)  e,1  y,1  cos(ag  —2  c)  ne 

=  i  e#a  7;a  cos  (2  g  —  2  c)  nt . 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  la  fonction  ~  •  d' ^  donnerait  , 

en  vertu  de  la  différentiation,  un  résultat  de  la  forme 
A(2g—2c)  e3 7 3  cos (2g  —  2 c)  nî, 

c’est-à-dire  un  terme  que  l’on  peut  négliger  comme  étant  d’un  ordre 
supérieur  au  précédent  de  deux  unités.  Donc  les  deux  parties  qui 
composent  la  valeur  de  &  posée  à  la  fin  du  numéro  précédent, 
donnent  un  résultat  nul,  puisque  l’on  a 

&  =  -  ir*£e’7,2(i  -l)C05(2g-2c)Alî  =  o. 


r 
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n8.  H  suit  de  là  (Voyez  n.°  ïi5)  que  nous  avons 

fd'Sl  =  -\Mf^sin{2V-2d)dd  =  ri-~-^ffrccos^g-2c)nt; 
ou  bien,  en  prenant  2g  ~  ac  =  3m1, 

~  —  j^v?e*y*cos(2g—2c)nt. 

En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  I  (Voy.  n.°  iIO),  nous  aurons 
i  _  J_  21  m’e.y; 
a  ~  a,  ~3Ï-~— C0Ha&— 

En  rapprochant  cette  équation  de  celle  trouvée  à  la  fin  du  même  numéro 


i  i  i3  m‘<,y 

—  —  *_  —  .  _ i_LL 


3a 


-  C0s(2g—  2c)  P, 


acquieit  une  idée  nette  de  la  différence  analytique  qu’il  y  a,  à 
1  egard  de  cet  argument,  dans  l’expression  de  la  fonction  i,  suivant 

indépendante  °Pte  ^  °U  loi,Situde  vraie  P°ur  )a  variable 


Comparaison  des  résultats  précédent  avec  ceux  trouvés  par  M  a.  r  , 

dans  son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  tcms  pour  Vannle 
1824,  pag.  287-296.  P 

n9.  M.  de  Laplace  dans  le  volume  cité  de  la  Connaissance  des 
ms  a  entrep^  ]a  recherche  de  l'inégalité  lunaire  dont  l’argument 
Dans  ccnp  6  f  !  dlstance  angulaire  du  périgée  au  nœud  de  l’orbite, 
constantes  Jec  lGlc .ie  11  a  fait  usage  des  formules  de  la  variation  des 

au  troisième  voTum*0”!  '  '!  *1??  qu  il  avait  données  dans  le  Supplément 
conduit  à  un  ré  ?  CC  a  ^ecaniclue  céleste.  Comme  son  analyse  l’a 
qu’il  est  de  notre  de^  '  différent  du  nôtre,  nous  pensons 

discordance.  V°U  exarQiuer  à  quoi  tient  la  cause  de  cette 


Tome  I . 


*7 
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L’auteur  appelle  —  R  la  fonction 


que  nous  avons  désignée  par  £2 ,  et  il  suppose  que  R  développé  dans 
une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  e 
et  de  y  soit  de  la  forme 

M-  ni  ■+*  H-  me  -4-  H'-  m2/  L  •  me2  cos^mt 

L-  m2y2  cos(p.mt  ~  zü)  ■+■  P  •m2e2y2  cos(  2gt>-20)  -+•  etc. 

Pour  avoir  la  valeur  du  demi-grand- axe,  il  fait  usage  de  1  équation  (i) 
du  même  Supplément,  c’est-à-dire  de  l’équation 

da  =  —  zadR  de  laquelle  il  tire  ^  =  R . 

Or  il  faut  remarquer  que  la  différentielle  —dR,  que  nous  avons 
désignée  par  d'Q,  n’étant  prise  que  par  rapport  aux  coordonneés 
de  la  Lune,  il  n’est  pas  permis  d’écrire,  comme  il  le  fait, 

fdR  =  R- 

Voilà  donc  la  source  principale  des  différences  que  1  on  rencontre 
entre  nos  formules  et  celles  de  M.  de  Laplace.  Mais  pour  rendre  plus 
évidente  la  différence  essentielle  qui  existe  entre  ces  deux  fonctions , 
nous  allons  calculer  la  valeur  de  R9  telle  qu’elle  résulte  des  for¬ 
mules  mêmes  de  M.  de  Laplace ,  en  ayant  l’attention  de  séparer  les 
termes  qui  sont  introduits  par  l’élimination  des  coordonnées  du  Soleil. 

120.  Pour  cet  objet  désignons  par  t  le  teins  qui  naît  de  ces  dernières 
coordonnées,  il  faudra  écrire  la  valeur  de  R  sous  cette  forme 

Ji  =  M-m2  H  rrie  -4-  H-m2y2  ■+■  L-rrie  cos(2mt — 2gt) 

-4-  L'-mY  cos(o.mt  —  20)  -*-  PmVya  cos(2gt—  20)  . 

En  suivant  les  dénominations  de  M.  de  Laplace ,  et  faisant,  d’après  les 
formules  données  dans  la  Mécanique  céleste,  tome  I,  pag.  1 8 1  et  182, 


v  =  £-♦-  2esin(t  —  te) -4- -  e2  sin  (2  £  —  2  te)  —  -j-yasm(2î  —  20); 
—  cr  cd  |  —  ”4-  —  Ç  *  *  ~  e  COS  (t  te)  g*  COS  (2  î  •  •  2  te)  | 
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l’on  trouve  sans  difficulté 

C0s(2  P  — 2p')  =  (i—  4e2)c05(2«  —  2,mt)  —  2ecos(t-.  2fflî+g) 

(2  —  ”)  e*  COS  {p,  ml  2ü7)  -*-I/C05(amî_ 

Il  suit  de  là  que  l’on  a 

~  r*cos(2V  -  at>')  =  |  aVW(amt  -a®)  -4-  A ayC01  (2m£  _  2Ô) , 

ou  bien 

-r  cos(2p  —  2v)  =3  -g-aae  cos(2m£  —  2t*r)  -h  A  aaya  cos(2mt-~  2Ô). 

La  fonction 

rVcoi(ap-2(/)  =  ^  I  -  cos  (2  v  _  2  6)  j  cos(a  v  -  a  v') 

donne  évidemment  le  terme 


-  ilz* 


partant  l’on  a 


-~-cos(  %v — 2Ô)  =  — cos(2mC— 2  0)  ; 


3 

— -r5  cos(  2V  —  2.V)  =  A  a?  y2  cos(2mt  —  2,0). 

Nous  avons  en  conséquence 

~r“(i — 5j)cw(2p-2p')  -  i5a»î  /  q 

4  ;  ^  8-aecO5(a^î-2W)^|ayc05(2mt-2Ô). 

121.  En  considérant  maintenant  l’équation 

3  a  3  a  3  a  / 

5  =  C05  (2  P  ■ —  2Ô)  , 

l’on  trouvera 

~  3/  =  -  -J+\/coS{u  -  2Ô)  _  3e/cos(f  -  2  Ô  cr)  H.  |ey«w(2W-  2Ô). 

^“'tipliant  cette  fonction  par  la  valeur  précédente  de  -,  et 
va"t  seulement  l’argument  aur-aô,  l’on  obtiendra  4 

1  =  ~8aV  ^  (è  ^  eV  C0J(2OT-  2Ô)  , 


con- 


ou  bien 


—  4  r*  ^  =  ~~  5  y3  —  a2  e“  y1 


“4*l6a  e  y  cos(  aw-2Ô). 
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Maintenant ,  si  l’on  fait  u  =  -V  *  l’on  a 

a' 

-**•  a  -3  <r  M*  a?  a  2 

Mau  =  - - -  =  -  m  . 

a  a  a'*  a 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  R ,  et  écrivant  mi 
au  lieu  de  mt,  nous  aurons 

-i?  =  m  j--~ge  --e  y  co*(2 «r - 2Ô) ^ 

—  m2|  ~  e1  cosfemt'  —  an)  ■+■  |y2co.s(2mt  — 2Ô)^  • 

En  supposant ,  comme  M.  de  Laplace ,  a  =  i  ,  <r  =  i ,  l’on  obtient 
sa  valeur  de  R,  et  l’on  voit  de  plus  qu’il  faut  y  supposer  P  =  —  J§. 

122.  Cela  posé,  il  s’agit  de  substituer  dans  cette  expression  de  R  les 
valeurs  de  Se,  Sgt,  $y,  $0,  £e//es  quelles  sont  données  par  les  formules 
trouvées  par  M.  de  Laplace ,  et  de  différentier  ensuite  par  rapport  a  t 
le  résultat  ainsi  formé,  afin  d’avoir  l’expression  de  la  différentielle  dési¬ 
gnée  par  dR.  Après  cela,  l’on  posera  t  —  t,  et  en  intégrant  l’on  aura 
la  valeur  que  prend  l’intégrale  fdR  relativement  à  l’argument  (ig—  2c)t. 
En  posant  pour  plus  de  simplicité 

S'e  -  ?^£3LCOs{2g—i.c)t,  8V  =  —  ~~  sin(ig  —  2 c)t, 

et  écrivant  ensuite  e-*-Se,  GT-t-Szv  à  la  place  de  e  et  zzr  dans  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  Se  donnée  à  la  page  287,  l’on  aura 

L  TU  •  $  €  r-  /  ■.  -1  2 Lm  C  •  ^  HT  .  p  .  .  _ 

ce  = - co s \  2m  —  2(1  —  c)J  t — - -  5m [2m  —  2(1  —  c)l  t. 

Donc,  en  substituant  pour  S'e,  S'w  leurs  valeurs  précédentes,  il  viendra 

Se  =  ”  2C*  2m~  a(  1  ~c)]c  -  ^Hag-  ac-  am  ♦  a(  !  -c)]c  | 

Actuellement,  si  l’on  pose 
Lme 


le  =  --±”LL-cos[2m-2  (i-c)]e*~^cos(2g-2c)t, 
l’on  obtient,  en  faisant  le  carré, 

(&e)’  =  -  (S^Scw^”2c+am"2(I“c)lf+c<wCag-ac-2m^2(i-c)]«j 
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1 23.  Il  suit  de  là  que ,  en  ayant  égard  à  ces  deux  argumens 
seulement,  l’on  a 

mL{e*lef  = 

_  MV«y  t  ,  n  , 

1 4C0Sl*g  ~  2C+  am  -  a  (  i  -  c)]t  h-  o  cos[2g  -  2c  -  2m*  a(  i  -c)J  A 

OU  bien,  en  supprimant  le  terme  multiplié  par  zéro, 

2  r  t  *  xa  4  P-La  m6  e*  y* 

Z(e  - fr-c-i){g-c)  C0Sl2S  -2C^-2m-2(l-c)]c. 

Nous  avons 

cos(2mt  —2TX—  2§vr)  =  cos[2mt'  —  2(1  —  c)t]  -4-  2I&  sin[2mt  —  2(1  —  c)t]  ; 
cos[2m  —  2(1  -c)]t 


—  P'Lnfy*  J 

(m+c-i)(^)/ 


^jsm[2g  2C  +  2ÎÏI—2  (i-c)]t^5£/l[2^-2C—  2m  +  2(l 

et  par  conséquent 

171  L^e^eŸcoslzmt  —  i  ( —  zP'L*m('e*y%  , 

)  L  2(1 

m*L(^e)32^5i«[2mi-2 ( I -c)fi]  =  -  P-L%m«e*ym  (  COs(2gt-  2C t+  2771 1 - 2m  t')  } 

En  sommant  ces  deux  parties,  ron(rt ^■C°^*-2ct-am£-amt')l 
qui  entre  dans  la  valeur  de  if,  devient  ^  LmVcai(aWt'-a's)> 

LmVcos(2nu'-2xs)  = _ f,gm<eV  Ç  3ctfi(*gt-act-*-2mt-2mt'}  ] 

(m  +  C~  l)(#-c)  )  /  ) 

*  ;(-C0W-2Ct-2£rcî  +  2mt'U 

il  est  d'ailleurs  évident  que  l’on  a 

Hement  faisons  pour  plus  de  simplicité 
S'y  =  -  , 

g^e  C0i(2£-ae)£.  =  _^-\«(a£-ac)f. 

O  ^ 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
*  L'm'-d'y  r  ,  ^  2 Z'mWô  . 

b  =  -  —  C0Sl2m  2  ( 1  ~  m  -  /  ~ T  *miam  -  a  ( 1  ~g)J  g  , 


m-g 

nous  aurons 


h  =  ;eo^ag-2CH-2m-2(i-g)]t-H  ^[2g-2c-am*a(i-g)3^ 

En  faisant  le  carré  de  l’équation 

Sr  =  -  -  a  (  i  -  g)]  *  -  cos(2g-2c)t, 


l’on  obtient 

n4,»v» 


(sy)1=  (iLg-^&jco^2g~2c"2fra~3(I~g)]t','co^2g,~ac~am‘,'2(I~g)3tj 

En  formant  d’après  cela  la  valeur  de  la  fonction  L  rn(y  -+-  Sy)2, 
l’on  voit  que  le  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour  argument 
2 gt — 2 et-*-  2 mt  —  2(1 — g)t  est  égal  à  zéro,  de  sorte  que  l’on  a 

Lm\y  hî  =  COs[{îg  -2C-2m+î  (i  -g)]  t . 

Mais  nous  avons 

cos(2mc  —  2Ô  —  2SÔ)  =  cos[2mc  —  2  (i~  g)t]  -h  2SÔ  sm[2mt  —  2  (i  —  g)t]  ; 

=  ^>-ZT7  «“f*™  ~  2  0  S)]  ‘ 

P  Lin  e  |iÿIJ|a^_2c^,anI_2(i_g)]t*iin[2g— ac-2m>i-2(l— g)]t| 
_  iP-L'Wey 


(m+ë-i  ){g-c)( 
partant  l’on  a 


Zm2(y*-$y)aco5  [2  me- 2(1  —  g)t\  =  cos(2gt—2ct—3Lmt+‘2,mt;  )  ; 

p  (  cos(2gt-2ct—2mt^2mt')} 

2L'm(y^7y-îôsin[2rnt'-2(i-g)t]  =  (. 

^  I^“c^-co5(2ge-2c^2mf-2me)) 
Il  est  donc  évident  que  le  terme  L rn  y2 cos{imt  —  2Ô) ,  qui  entre 
dans  l’expression  de  R ,  donne 

,  p.ZflmW  (3cos(2g£-2ct-2mt*2me')( 

Lmycosiimt  -ad)  =  — __X_; 

(  ^"*l)te“c)|«C05(2^.2ct^2mt— 2mt) 
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L’on  aurait  pu  conclure  ce  résultat  de  celui  trouvé  plus  haut  pour 
la  valeur  de  Lrne  cos(2mt'- 2sr) ,  mais,  pour  plus  de  clarté,  nous 
avons  préféré  d’en  exposer  le  calcul. 

125.  En  réunissant  ces  différentes  parties,  l’on  trouve 


R 


_  /  D.H  ni  —  zH'in  \  2*2,  \ 

—  H - - jPm  e  y  cos(2g  —  2 c)  t 

P'Vmfie'y'  U 

PL"mVy'  (j,  ■  ,  \ 

(m+g-i){g-c)l5c°S(2ël:—2Cl:  —  2m-*-2'nt)  —  C0s(2gC—2ct-<~2mt  —  2.mt)l 

En  faisant  dans  cette  formule  t  =  t,  et  observant  que  l’on  a 
(Voyez  Connaissance  des  tems.1824,  pag.  288) 


aX*m4 

m  c —  i  65  1  C  -1-  2  m~  #  , 


aZ'aro4  U  „ 

—  =  I  —  g  +  2m  JT  , 


il  est  clair  qu’il  en  résulte' l’équation  R  =  o. 

trahaît  ?  différentia,U  cette  «pression  de  i?  par  rapport  à  t,  et 
tâtant  t  comme  quantité  constante,  nous  aurons 

dR  =  -*£*_  2e«.4m'(H-irfl  P/»Vy^«(af -  ac)t 

“  ^ ~  2C  -  am)  ***<***  “  2ce amr')  1 

(  (25"~  2c—  2m)  i£ra(2s-£—  a cc  —  zmc  -t-  2mc  )  ] 

RITmhy  (  “3(2 g-  2c  -  2m)  sm (25e  -  act  - amt  ^  W) 


*itJ-±LÜL LO  v  &  — 

^  (2n-_  2C  h.  2m)  sin (2gt  _  2ct  h.  2m£  _  2mt^ 

Donc,  en  faisant  t  =  t,  et  intégrant  ensuite  par  rapport  à  t 
il  viendra  1 

fàR  =  n  a  a  „  , 

V  JZTJ — \Pmey  cos(zg—  %c)t 

_  PL*m{ *e*y*  C  3 

*  2m)  -  ^(2£-  2c  -  2m)[cos(2£—  2C)  t 

-4-  C3 

(^g-i)  ( g-c)a}2(2£  ~~ 2c  2m)  —  ^  (2g  —  2c  2m)£co5(2g~  2c)*; 
ou  bien  > 
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fdR  =  ^ I  ■+■  Prnf?y*cos (2 g  —  2 c)t 


-\ 

-i 


4 IV 
/n  ■+■  c —  1 

2  X*m6 
in-*-  c —  i 


4  zv  > 

m~*~  g  —  J  $  (£  —  c)a 

2  Z'am6  ?  P  *y 
1 S  ê-— c 


COS  (2g — •  2  c)  C 
C0s(2g  —  2  c)  f. 


Mais  les  équations  de  la  page  288  déjà  citées  donnent 

2IV  2  L'7m^  2/  tj  tj'\  . 

- — - =  g  • —  c  +  m  (H—  H  )  ; 

m-+-  c — 1  mn-g — 1  0  v  ' 

_4XJm4  ^  4X'>m4  =  ,  _c)^  4m>m+ff), 

m-*-c — 1  rn~*~g — i  “  \o  /  \  / 

Donc,  en  observant  que  H-*- H'  =  o,  l’on  aura 

JdR  = 

ou  bien 


-cos(2g  —  2  c)  1, 


fdR  =  -j  + 

J  (  m-t-c  —  1  s  (^-^)  ' 

En  faisant  dans  cette  expression  m  +  c  —  1  =  m ,  m-+-  g  —  1  =  m  , 

c)a  =  |m%  nous  aurons 

—  P(L2  L2)m2e2y2cos(2g  —  2c)t. 

Donc ,  en  posant  P  =  —  L  =  —  r Z/  =  —  1 1  il  viendra 

m2e2y2cos  (2g  —  2  c)  t . 


Il  est  donc  prouvé  que  la  valeur  de  fdR  n’est  pas  égale  à  zéro , 
même  en  y  substituant  pour  Se,  Stzr,  Sy,  Sô  les  valeurs  fournies  par 
les  formules  de  M.  Laplace;  et  que  ces  formules  sont  loin  d’être  d’accord 
avec  le  théorème  général  relatif  aux  inégalités  à  longue  période, 
énoncé  en  ces  termes  à  la  page  290  du  volume  cité;  ainsi  ces  inéga¬ 
lités  disparaissent ,  comme  dans  R ,  des  expressions  de  a  et  de  n. 

126.  Cette  valeur  de  fdR  devrait  être  affectée  du  même  coeffi¬ 
cient  numérique  que  nous  avons  trouvé  par  notre  méthode  dans  le 
0  1 1 8 ,  c’est-à-dire  que  l’on  aurait  dû  trouver 


n. 
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.•  La  différence  sur  ce  résultat  tient  à  ce  que  nous  ne  sommes  pas 
d  accord  avec  M.  Laplace  sur  la  valeur  des  variations  des  coordonnées 
de  la  Lune  qui  entrent  dans  ce  calcul. 

Pour  reconnaître  les  termes  sur  lesquels  tombent  ces  différences 
posons,  comme  dans  le  n.°  80,  i  —m  =  E ;  les  expressions  de  Û 
et  dy  trouvées  dans  le  n.°  124  deviennent 


Sù  = 


Sy  =  - 


3  m3 

m  , 


PL'mY  <  .  ,  „ 

sin(üE 2c  ~  4g)c—  sinÇaE— 

PL'mtye*  (  1  .  3  . 

(m+g—  1)  (g—c)  l2C0S\2E  ~C0S(2jEJ—  2c)ti  v 

OÙ  P  T'  r _ .  3  ^  45  n  o 

8  *  Tô  =  T28  *  Donc,  en  prenant  (ni+g—i)(s-c)  =  - 
et  changeant  £  en  p,  l’on  aura 

64  me  sin(2E-*  2c  —  4g)  p—  ~me2sin(2E—2c)v, 

^  128  m^e  C0s(2E  ■+■  2c  —  4g)  p  -+•  mye2cos(2E—  2 c)  v . 

Dans  les  n.os  04,  Ioa  _  _  o 

iod  nous  avons  trouvé 

^  =  77  me2sin(2E-*-  2c  —  4^0  45  a  .  , 

64  v  ^(2L-2c)p, 

Sy  =  “  â  mre3cos(2£*  2c-4£)^lg  my^cos^E- ac)  * 

Il  y  a  donc  une  différence  très-considérable  entre  nos  coefficiens 
numériques  et  ceux  fournis  par  les  formules  de  M.  Laplace,  à  l’égard 
de  1  argument  (a£-ac)o.  & 

-posïsdZ,eCOmcPar“  leS  résu,tats  relatifs  aux  quantités  Se,  Sût 
essentiel  d’„i  ”  ^  aV6C  ceux  donnés  par  notre  méthode,  il  est 
formules  de  m'T  T'6  ^  leMreS  désiSllées  Par  e  et  w  dans  les 
respectivement  par  ^  “C6  reviennent  à  celles  que  nous  désignons 
stantes  arbitraires  **  Ct  qUe  celles-ci  sont  liées  avec  les  con- 
Tome  j  1  lîous  n°mmons  e  et  w  par  les  équations  posées 

18 


t 
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dans  le  n.°  41.  Ces  équations,  en  négligeant  les  quantités  du  qua¬ 
trième  ordre,  donnent 

e  =  e  |  1  ■—  f  y2-+-  ^-y2  cos(2w  —  2Ô) 

T  =  W  —  ^  y3  SÙl(2G7  —  2Ô) . 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que,  en  retenant  seulement  les  premiers 
termes  de  la  variation  ,  l’on  a 

Se  =  ^yae  cos(2g—  2c)p-*-(i  —  “y2)$e—  -e  y,Sy 

h-  y*  Se  ■+■  ^  e  y;  S y)  C05(2g  —  2  c) 


St 


\  ey*  (Stsr  —  $ô)  (2g  —  2  c)  p , 

^  y2  s  in  g —  ac)  p -+-  Stu-  h-  ^y#Sy  sm  (2  g —  2  c)  p 


—  ^y2(^tï7  —  Sô)  C0s(2g — 2c)p. 

128.  E11  substituant  dans  ces  formules  nos  valeurs  de  Se,  Sy,  Stcr,  S0, 
l’on  obtiendra ,  pour  un  argument  donné,  les  valeurs  de  Se  et  St.  En 
appliquant  ce  procédé  aux  argumens  (2EJ—  2g)*>,  (2E’-h  2^— 40)^, 

l’on  trouvera  que  nos  formules  donnent 


Sc 

225 

128 

» 

m 

m 

ey*cos(2E— 

■  3g)P-*- 

75 

128 

ma  a 

•  —  e  y 
m  • 1  • 

C0s(2E  - 

-4c)p, 

St 

-  + 

64 

ma 

m 

y  2  5ÎAZ 

(2E- 

3S)t’  ~ 

75 

64 

ma  a  *  /  71 

•  —  y  sinizE  ■+■ 

■  \c)v. 

où 

l’on  a 

225 

291 

3 

i5  îS 

75 

io5 

i5 

i5 

128 

128 

~  16^ 

64  ■"  32  ' 

) 

128 

128  *** 

’64“" 

15’ 

27 

64 

3 

"  64 

i5 

75  _ 
64  - 

io5 

"■  *7 —  ■+" 

64 

iS 

32 

D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.°  122,  les  formules  de  M.  de 
Laplace  donnent 


Se  = 
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sê)e  —  \cos(zE-*-zg—  4c)t^ 

=  -  (S^f-Ofe-O  j  sin(*E-*ê)t~  «(a£^^_4c)tj. 

En  y  faisant  P  =  -||,  L  =  —$,  m-c-  i  =  m,  £_c  =  g  m% 
Ion  voit  que  l’expression  de  Se  s’accorde  avec  celle  de  Se,  mais 
qu’il  il  y  a  une  différence  dans  l’expression  de  Sw. 

129.  D  après  cela,  il  est  aisé  de  sentir  que  l’expression  de  R, 
trouvée  au  commencement  du  n.°  12 5,  a  besoin  d’être  rectifiée' 
puisque  l’on  vient  de  voir  qu’elle  a  été  formée  avec  des  valeurs 
inexactes  de  bd,  by,  Sot.  Eu  exécutant  cette  rectification  l’on  obtient 
pour  R  un  résultat  qui,  relativement  aux  termes  multipliés  par  m3, 
cesse  de  donner  R  =  o,  lorsque  l’on  y  fait  t  =  t.  Comme  il  est 
important  de  ne  laisser  aucun  doute  sur  cette  assertion  contraire  au 
théorème  énoncé  par  M.  de  Laplace  à  l’égard  de  cette  fonction ,  nous 
a  ons  reprendre  ici  rapidement  le  calcul  qui  conduit  à  la  valeur  de  R 
en  question,  au  moyen  des  véritables  valeurs  de  Sô,  Sy,  Sot,  Se. 

Notre  expression  de  Sr,  trouvée  dans  le  n.°  ia8,  devient,  en 
écrivant  Sot  au  lien  de  Sr, 


a? 


64  m  Y'  si,z  O#—  2C 


64 

-  7~m/-sin[zg. 


2.m  —  2(1  —  C)]c 
2 c  —  2m  ■+.  2  (1  —  c)]c. 


Il  suit  de  là  que  l’on  a 
m  L(e  +  Se)2* 2$&sin[2mt  -  2( I -c)i]  =  m?Le2y 


^cos(2gt-2ct+2mt-2nri)\ 

7$  ,  ,  [’ 

^C0s{2gt-2ct-2mt+2mt  n 

de  t  a,'  resu,tat  correspoudant  trouvé  dans  le  n.°  ia3.  La  valeur 
ant  exacte,  Ion  peut  conser\%r  pour 

,,  .  ^L(e^  Se)2  cos  [2  mt  —  2(1  —  c)tl 

1  expression  donnée'^  1  *  v  '  J 

cette  forme  dans  le  meme  numéro;  mais  nous  l’écrirons  sous 

maL(e-t-Se)ac(?5[2mc'^,2(i^c^-i  _  7$  3r  a  a  , 

\  c)t\ - —  m  La  y  cos ( 2g c ’—2ct-*-2mt—2mt  ). 
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D’après  ces  changemens  l’on  obtient 


Lmecosi^mt  —  2w)  =  rriLe'y2 


I  —  1-~  cos{2gt  —  2 et  ■+■  2 mt  —  2mt)  f 
I  ■+•  C0$(2g£  —  2Ct  —  2mt  ■+■  2mt')  \ 


où  le  coefficient  —  . 

04  64  3a 

La  valeur  de  Sy  trouvée  dans  le  n.°  126  donne 

b  =  —  ^  myea  cos [2g  —  2c  2m  —  2(1—  g)~\  t 

■+■  mye3  cos[2g  —  2c  —  2m  ■+■  2  (  1  —  g)]  î. 

L’on  peut  retenir  pour  ($y)a  la  valeur  donnée  dans  le  n.°  124, 
c’est-à-dire 

(b?  =  —ÿ£'mcYjcos[2g  - 2 C4- 2 m - 2  ( I -g)] t •+• C 0 s[2g- 2 C -  2m  *  2  (  I -g)] t ^  • 
Alors  l’on  trouve 

Z/ma(y*$y)a=  L'amVy^o-cos[2g-2c-*-2rn-2(  I— — ^C0s[2g-2C-2m+2(  I  -g)] 
en  observant  que  o  =  |  *  et— —  =  —  —  — 

1  08  a  8  8 

Dans  le  même  n.°  126  Fon  a  trouvé 


Sô  c=  —  ^mea sin[2g  —  2  c  2m  —  2(1  —  g) Je 

■+•  ^|measm[2g  —  2c  —  2m  -h  2(1  —  g)]  c. 

D’après  cela,  il  est  facile  de  former  ces  deux  équations: 

Sy)3co5[>m£  - 2(  i -g)  c]  #=  f-LnïeYcos^gt  -  2c£  -  2 mt  2 m. 


45 


ïLrniy+tyflè  sin[îmt-%(\-g)i\  =  -L'meÿ 


\  (^C0s(2gc-2a-2mt+2mt') 


i5 


C0s(2gt  —  2CÎ*+-  2mt-2mt')\ 
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et  d’en  conclure  que  l’on  a 
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64 

i5 


cos(2gc  —  2ct  —  zmt  ■+■  zmt) 


64C05^î"“  2cî  2mt  —  2mt)  ^ 


Lrn‘ÿ2‘cos(2mt  >—  zô)  =  Z/mVya 
où 

64  3a  64 

Cela  posé,  si  l’on  forme  la  valeur  de  R,  l’on  aura 

n  /_  2ÆTma  —  2Hrm!1\  ~  2  2  a 

R  —  y  ê^c- — )^TO  e  y  CW(2É>  ~  2c)t 

•" m*L<?y)-  '-^cosizgt-ïct+ïmt-imty  gcoi(s^-*ct-amt*amt') j 

*-m3L'eVj-  i5  cos(2gt-2a*2mt-2mty^cos(2gt-2ct-2mt*2mt')\i- 

Actuellement,  si  l’on  fait  dans  cette  formule  c  =  t9  il  est  clair 
que  l’on  a 

R  =  0  ”  m)  Pm3  e2  /  C0i(2g  -  2C)  £ 

(“  35  L  35  L  e2  y 3  cos (zg  —  2C)  £ . 

M-S  7^=I-f--etc.,et_|lZ^i|r==3,^_^3  =  ^^ 
partant  nous  avons 

R  =  o-Pm1  e1?2  côs(p.g  —  2c)  £  -t-  ^  |  x  m3  e*  y*  cos(zg  —  aie)  £ , 

ou  bien 

7?  _ _  4^  3  2  2/  v 

^ - e  7  C0S(2g—  2c)c. 

les  termes  mu/d  °r ^  ^  ^  3**  °  a.  PaS  ^  =  0  9  l°rscIue  l’on  considère 
du  coefficient  de  i,eS  ^aU  m  entrent  dans  1  expression  analytique 

l3°-  L’oa  dok  ^?Ument  (^~2c)t- 

est  en  réalité  la  v  amte”ant  °bserver  que  la  fonction  prise  ici  pour  R 

expression  rapportée*”  ]“  £*’  COm“e  °n  ,C  V°k  pai‘  S°n 

a  du  n.°  1 2 1 .  En  conséquence ,  si  l’on 
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voulait  la  valeur  de  R  capable  de  donner  les  résultats  fournis  par 
notre  fonction  £2,  il  faudrait  en  outre  considérer  la  partie  variable 
de  a ,  qui  peut  avoir  de  l’influence  sur  le  second  terme  du  coefficient 
de  l’argument  (2 g—2c)t. 

Il  y  aurait  d’autres  objections  à  faire  contre  le  procédé  que 
M.  Laplace  a  suivi  pour  calculer  le  coefficient  analytique  de  l’argu¬ 
ment  (2g— 2c)c,  mais  les  discussions  précédentes  démontrent  assez 
que  le  résultat  qu’il  a  trouvé  à  la  page  2ç5  de  son  Mémoire  doit 
être  inexact,  étant  fondé  sur  l’équation  fdR  «  o.  Il  est  presque 
superflu  d’ajouter  que  la  proximité  de  la  valeur  numérique  du  coef¬ 
ficient  trouvé  par  M.  Laplace  avec  celui  donné  par  l’observation 
ne  prouve  pas,  à  beaucoup  près,  que  l’intégration  a  été  bien  con¬ 
duite.  Ce  n’est  pas  par  la  différence,  mais  par  le  rapport  que  l’on 
doit  juger  de  l’approximation  que  donne  le  calcul  d’un  terme  qui 
ne  peut  être  que  très-petit ,  à  cause  du  facteur  e  ya  par  lequel  il 
est  multiplié.  Ce  facteur  couvre ,  pour  ainsi  dire ,  toutes  les  erreurs 
commises  dans  la  partie  vraiement  difficile  de  cette  théorie,  c’est-à-dire 
dans  la  recherche  du  coefficient  numérique  absolu  et  indépendant  de 
la  valeur  particulière  des  élémens  des  orbites. 

En  général  toute  théorie  de  la  Lune  qui  ne  fournit  pas  précisément 
ces  coefficiens  numériques  absolus,  doit  être  regardée  comme  incom¬ 
plète,  puisque  ces  nombres  aussi  mathématiquement  exacts  que  ceux 
qui  entrent ,  par  exemple  ,  dans  la  série  de  Taylor ,  sont  une  consé¬ 
quence  necéssaire  de  la  gravitation  universelle  et  de  la  forme  des 
équations  différentielles  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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§  5. 

Application  des  formules  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  à  la 
recherche  de  quelques  termes  principaux  des  perturbations  lunaires 
dues  à  la  figure  de  la  Terre. 


i3i.  Commençons  par  la  solution  de  cette  question: 


Recherche  du  premier  terme  du  coefficient  de  rinégalité  produite  par  la 
figure  elliptique  de  la  Terre,  ayant  pour  argument  la  distance  de  la 
Lune  au  nœud  projetée  sur  Vecliptique . 

Pour  avoir  d’abord  la  première  valeur  de  7  et  de  ô,  il  suffit  de 
prendre ,  conformément  aux  formules  trouvées  dans  le  n.°  3o  , 

^(D  =  2  ff(4'  )  (  1  —  -  sincü)  D2u  •  7  sin  {y  —  ô) 

H"  a  c(^  K(2))  sin  vcosùo-  D%u  sin  (y  -+•  (p)  , 


et  supposer  nulle  la  fonction 


dô  .  , 

7  j  —  sm  [y  —  ô)  — 

dv  V  ’  h-  ’  rf'  =  cos(y 


ü*'~dv"‘  ce  q«i  donne  (  Voye 


>  —  6) 


* 


-  Ô1 
’  hx 


Mais,  pour  plus  de  clarté,  il  importe  de  ne  pas  perdre  de  vue 
que  ces  va  eurs  de  y  sont,  tacitement,  censées  précédées  de 

la  partm  due  à  l’action  du  Soleil;  de  sorte  que  il  faut  traiter  ces 
equanons  eomme  une  seconde  approximation  d’une  espèce  particulière, 
paragraphe  V16Ut  ^U6’  ^  3Près  leS  ^éveloppemens  exposés  dans  le 

“  <.ÏÏt„r  •  ‘°n  t*°*t  remplacer  l’angle  parte.-!,). 


ydl  _  .  , 

1  dv  "  SUl(g p  , 


1  • 


Si  l’on  rema  *  =  cos(go-U)^i>. 

mier  terme  de*  mamtenant  que,  en  prenant  «  =  £■>  le  pre- 
1  ression  précédente  de  &(I)  introduit  dans  la 
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valeur  de  ^  la  partie  constante 

dô  ,  ,  V  \  t  3.2\Z)a 

Tv  =  <fW'-*w)0  ~ïsin  ")ÿ’ 

l’on  comprendra  aussitôt  que  la  figure  elliptique  de  la  Terre  modifie 
le  mouvement  progressif  du  nœud ,  et  qu’il  faut  en  conséquence  re¬ 
garder  cette  partie  comme  comprise  dans  la  valeur  de  i  —g  définie 
dans  le  n.°  80. 

Cela  posé,  nous  supprimerons  de  l’expression  de  la  première 
partie ,  et  nous  ferons  pour  plus  de  simplicité 

A  =  D1  (ip  —  ^(2))  sm  00  cos 

En  outre ,  pour  simplifier  l’écriture  des  argumens ,  nous  poserons 
=  .iv,  en  nous  rappelant  que  la  lettre  i  représente  une  quan¬ 
tité  très-peu  différente  de  l’unité ,  puisque  <p  désigne  le  mouvement 
du  point  équinoxial  sur  l’écliptique  fixe  (Voyez  n.°  9). 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 

~hF~ sm  li>  sin(gv  •—  où) , 

%  -  ^  sin  io'  cos(gv-  Sô)  ; 

Sô  désignant  la  partie  composée  de  termes  périodiques  qui  entre 
dans  la  valeur  de  ô.  Nous  poserons  dans  la  première  approxi¬ 
mation  =  o,  ce  qui  réduit  ces  équations  à  celles-ci 

dQ  2<rÂu  .  . 

dy  2 (tAu  .  . 

=  -jf  -  sirt  iv  co s gv. 

i32.  Maintenant ,  si  l’on  fait  h  =  ht  et  u  =  il  est  évident 

que  1  on  a 

p?yos(8-i)',-cos(g-*i)<>^ 

dy  •  /  x  ? 

fv  =  -  • 
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auan!!fte^rant  fC°nde  de  ces  écIuadons=  e‘  traitant  i  comme 
? ,  constante  (ce  qui  est  permis  par  les  mêmes  raisons  qui  éta- 

missent  le  théorème  démontré  dans  le  n.°  5i),  il  viendra 

7  7'  ki  g-i  — T^T-y 

°U’  riSoureusement  parlant,  la  quantité  i  tient,  hors  des  argumens , 
la  place  de  la  quantité  variable  i  ^ . 

Il  est  évident  que  pour  avoir  la  valeur  correspondante  de  6,  il 

suffit  de  faire  y  =  y  dans  dô  _  . 

7  7,  aans  celle  de  —,  ce  qui  donne  en  intégrant 

ô  =  ô  -t-  ^  ^  ^  ~~  *)  p  sin(g  j)  p  ) 

7 Kl  g  —  i  g  -+-  i 

Donc  en  nommant  à  l’ordinaire  Sy,  Sô  ces  parties  périodiques  de  y 

1  11  ,  “  Mla  perturbation  qui  en  résulte  sur  la  latitude  s 

moyen  de  1  équation  s  =  ysin(»-6)  mise  sous  la  forme 

s  =  fysingp  ~  ySôcosgp; 

d  ou  1  on  conclut 

5  =  Ké  /_£ _ i  \  ■ 

ou  bien  h *  g-*-i)Sln 

s  =  4  .  . 

K(g* —t*)  sm  iv. 

La  grandeur  de  cette  inégalité  en  latitude  est  due  à  U 
du  diviseur  g’  -  i*  né  de  l’intégration.  Sans  cette  circonstancié 
serait  insensible,  en  vertu  de  la  petitesse  du  coefficient  4* 

i33.  Il  est  aise  d’avoir  la  perturbation  correspondante  dans  la  valeur 
*  Pour  cela  nous  réduirons  d’abord  l’équation  dS  =  ^  k  celle  ci 

d  p  ifdv 
dh% 

~dï  6=3  4 eAus-cosiv, 

ici  u  =  7*dent  par  les  formulcs  du  n-°  3o.  Cela  posé,  si  l’on  fait 

/,»  “>  .Ç  - — . 


siniv , 


h" 1  *  —  y.singp,  l’on  aura 


Tome  I, 


■  dlf 

do  =  ^^y,yw.{g  -  Î)V  sin{g  ï)  p|; 


•9 
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d’où  l’on  tire  ,  en  intégrant , 


=  fy4  —  \^Ayt  j 


cos  (g  —  i)  p  co*  (g  ■ 


ê- 

et  en  extrayant  la  racine  carrée 

* ,  7  a  2  a*  A  y,  Ç  cos  (g  —  i)  P  ,  cos  {g  ■+■  i)  P  l 

h  =  h, 

En  formant  avec  cette  valeur  et  la  précédente  de  y  la  fonction 
h2(  1  yy}  9  l’on  voit  que  le  terme  affecté  de  l’argument  (g  —  i)  v 
disparaît,  et  que  l’on  a 

,2/  v  4 o*Ay  cos(g-*-ï)v 

Mi-rr)  =  -^-kt — * 

Donc ,  pour  avoir  seulement  le  terme  divisé  par  g  —  i ,  l’on  peut 
réduire  la  valeur  elliptique  de  u  à  • 


et  faire 

ce  qui  donnera 


o'/fi  “♦***)  _  <r(i 

“  “  *;<*■*■  r.*>  “  V(«~r.*>  ’ 

.  2a*iA  .  . 

5  =  y,smgP  -4- 


a3  iAy, 


—?jCos(g  i)p. 


Lon  peut  ici  remarquer  que  ion  a  r  =  K  v  et  que  par  con¬ 

séquent  ce  terme  n’entre  pas  dan?  la  perturbation  du  rayon  vecteur  r. 

134.  Passons  maintenant  à  la  recherche  de  la  valeur  de  t  au 
moyen  de  ces  deux  équations  (Voyez  n.08  63  et  68): 

t^f^Vj/dv\1-1vfd'a‘\ 

D’après  les  formules  du  n.°  3o ,  nous  ferons  ici 


&(i)  =  2 Ac-usiniv  ; 


^(2)  =  sinivi 


et  comme  l’intégrale  de  la  différentielle  complète  ~  dv  h-  du  ■+■  ~  ds 
est,  par  le  n.°  29,  la  fonction  même  désignée  par  nous  pose¬ 
rons  l’équation 
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fd'a  =  G"  =  cD\\^-K(î)) 

où  il  faut  faire 

sin\  =  sinoo-  siniv  •+•  s- cos  00. 

Nous  avons  en  conséquence 

Jd'Sl  —  2  aAuS'siniv. 

Donc,  en  posant  u  =  ^  s  =  y sin  gv ,  et  considérant  seulement 
l’argument  (g  —  i)  o ,  il  viendra 

=  -~yLjrcos(g  —  i)v 
et 

«?/  iS  J  y, 

T-jf  CMfe“*)pi 

d’où  l’on  tire  f=  il. _i)„. 

Ainsi,  en  réduisant  l’expression  précédente  de  tn-/  à 


l'on  aura 


£  -4-  f  ^  , 

7  Sl^(g  —  i)v. 


En  faisant,  comme  dans  le  n.°  108,  a,  =  5l,  et  substituant  pour  / 
sa  valeur  précédente ,  il  viendra 

*  =  (3-f)h^~T)sin(S~-i)^  = 

Observons  maintenant  que,  en  posant  g  =  i  -*-b-*-b\  où  6  re- 
partie^h^  Pan*e  de  S  ‘F*  dépend  de  l’action  du  Soleil ,  et  b'  la 
l’on  a’  aUC°Up  plus  Petite’  cIui  dépend  de  la  figure  de  la  Terre, 
g  *  1  b -t- b  — i,  ou  bien  g—  i  =  b  ■+■  b' — en 

se  ‘‘appelant  qu’ici  (Voy.  n.°  „S)  0r  1,  fr.cüo,.  \-f 

“nSUl'rabk«™- rl».  peü«  f*cd.„  »,  n  résute 
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que  cette  inégalité  serait  beaucoup  plus  grande  dans  le  cas  pure¬ 
ment  hypothétique  où  l’on  ferait  abstraction  de  l’action  du  Soleil , 


puisqu’alors  b  étant  nul,  l’on  aurait 


éf— * 


b’-^r 

dv 


L’on  peut  donc 


considérer  l’expression  précédente  de  t  comme  celle  qui ,  relative¬ 
ment  à  cet  argument,  donne  Y effet  direct  dû  à  la  figure  de  la  Terre. 

Mais  en  ayant  égard  à  l’action  du  Soleil  et  considérant  que  cette 
perturbation  est  multipliée  par  et  Par  conséquent  par  le 

rapport  des  coefficiens  qui  multiplient  ces  deux  forces  perturba¬ 
trices,  1  on  conçoit  qu’il  devient  indispensable  d’avoir  égard  aussi  à  Y  effet 
indirect ;  c’est-à-dire  aux  termes  produits  par  le  développement  de  la  fonc¬ 
tion  qui  représente  l’action  du  Soleil ,  lorsque  l’on  y  substitue  la  partie 
variable  de  7,  ô,  h2  que  l’on  vient  de  trouver  pour  l’effet  direct.  Il 
est  aisé  de  sentir  que  cette  seconde  partie  doit  être  du  même  ordre 
que  la  première,  puisqu’en  intégrant  les  fonctions  ^dv,  dvJ'd'Ü, 

elles  acquièrent  le  diviseur  g  —  i ,  qui  détruit  ie  facteur  ma  de  la 
force  perturbatrice  du  Soleil. 

l35.  Réduisons  l’expression  de  ^  trouvée  dans  le  n.°  68  à  ces  termes 

df  3  ,  ..  A^iû/ax  (  O  a  v*  j 

T»  -V~â^y  +  — +  _LC0i(a(,_2Ô)J, 

et  les  valeurs  de  Lï^  données  dans  le  n.°  27  à 


3  M'u '3 


(1) 


-s; 


%  =  - 


M'u’3 


nous  aurons 


d{~  ^l?(l/a~8''aco5(ap-20))-  -*-\r-^y:icos(p.v- 2Ô)); 

où  il  suffit  de  faire  dans  le  premier  terme 
second 

-i  =  h^Ûl(1  +ssyl  B  y(  I*yy 


IJ  >  et  dans  le 


< T 

h6(i  -*■  3ya) 


/  3  a  3  2  /  v 

(*  — -y  -|--y  cof(2p— 26)). 
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II  suit  de  là  que  Ton  a 

df  M'h 3/  27  î  i3  a  .  \ 

Tr  -  -8?  «*(a«*-afl)). 

En  substituant  dans  cette  expression  à  la  place  de  y  et  â  les 
valeurs  trouvées  dans  le  n.°  i3a,  l’on  voit  aussitôt  que,  en  posant 
y2 005(2 p — 2  ô)  =  27  §7  co52gt>  -1-  2ya  Sô  sin  2gp , 
il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  qui  soit  à  la  fois  dépendant  de 
1  argument  (g  —  z)  p ,  et  divisé  par  g  —  £.  Donc  il  est  permis  de 
supprimer  la  fonction  y2cos( 20  —  26)  et  de  poser 

df_  MW/  2?  a\ 

o-6»'3  \  8  ^  y 

Mais  nous  ayons,  d’après  les  formules  des  n.08  i32  et  i33, 

7  =  Vfe-£)C0Sfe—  l)v’>  =  —  “JT j^cos(g  — i)  t>; 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

*£.  9  m'KA  y,  cos  {g—  î)v 
ds>  4  ^4^3  7  ; 

d’où  Ton  tire ,  en  intégrant , 

f  9  M'h,5 A  y,  .  , 

4  *  —  sin\S  ~  l)v  . 

1 36.  Cherchons  maintenant  les  termes  donnés  par  la  fonction  /ÿû 
Pour  procéder  avec  plus  d’ordre,  réduisons  d’abord  la  valeur  de*7  d'ü 
donnée  au  commencement  du  n.°  108  à  son  premier  terme,  et  po- 
sons  l’équation  r 

/m 

En  faisant1  »  _  g]/ (i4j^  _  ^  ^ 

~~  *^“(t  -*-77)  ’  5  =  75m(t>~ô),  cette  expression  donne 

h\i+77y  y  1  3  a  3  a  .  x 

2  v*  \Z'*  I?  “77  cos(2p~2Ô))- 

Mais  ici  ron 

terme  y2  cos(2p^t?  dans  le  nuiûéro  précédent,  supprimer  le 

fonction  h\ i  '  ",  °utre  1,011  a  vu  dans  Ie  «•“  l33  <Pe  Ia 

;  ne  donne  aucun  terme  dans  le  cas  actuel. 
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Donc  il  est  permis  de  réduire  cette  valeur  de  J'd '£1  à 

Mais  la  valeur  de  7  trouvée  dans  le  n.°  i32  donne 

=  w^ï)cos^-i>' 

partant  Ion  a 

fd'Çl  =  —  - .  A  ^ -r  cos  (g  —  i)  v . 

J  4  « 3  (g  —  0  Vô 

137.  En  prenant  seulement  le  troisième  terme  qui  entre  dans  la 
valeur  de  d'Çl  rapportée  dans  le  n.°  108,  nous  avons 

fd'il  =  —  sin(2v  —  2  v)dv9 

Donc,  en  faisant  dv  =  mdv\  2p  —  =  2ift>;  u  =  et 

u  =  ,  ü  viendra 

^  Jlndv  (1  —  55)  si/z  2-EV; 

ce  qui  démontre  la  nécessité  de  chercher  le  terme  affecté  de  l’argu¬ 
ment  (2 E—ï)v  qui  entre  dans  la  valeur  de  5.  Pour  cela  re¬ 
marquons  avant  tout  que  les  valeurs  de  7^1  dJ-  posées  dans  les 
il.08  75  et  81  donnent,  en  conservant  seulement  l’argument  2(/— 2Ô, 


dô  3  a  /  >  a\ 

d~v  =  ^m  005(2 p  -  ad); 


*  =  -|m*ysi»(at/-aô). 


Donc,  en  faisant  2^—26  =  —  (2  E—  2g)  p  —  2SÔ ,  7  =  7, -4-87,  et 

développant ,  nous  aurons 

d  j  =  —  -  sin(2,E— 2,g)v , 
du  2  07 

^  ^  ma  S7  ii/ïîa  E  -  ag)  p.-t- |  m1  y,  S0  cos(a  E  -  ag)p. 


Maintenant,  si  l’on  fait 
a  %A 


=  h^T)  coste  =  hfk~î)  sin(ê  -  *) 
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il  viendra 

3  a* A ma  (  /  r»  -\  ,  ~  ) 

4'Vfe^ijî  cos{aE — g  —  i)  v  —  cos(*E-3g+i)9^ 

dy  3  ma  ^3./r,  -x  i  .  ,  j 

dp  “  ; •  h^T)  U Sln(2  “ *>' v - *  % -  i) pj ; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  et  prenant  2E  —  g  —  i  =  —  2m, 
2.E  —  3g  ■+■  i  =  —  2m  ; 

ly  =  ^’h^^\T6cos^E-8-i-)'’-^cos<^E-3g^ï)v^ 

*A  3  ma  0-2A  .  i  .  ,  _  .  5 

y'  —  8  '~m'  h? (g  — i)  |  sin{iE—g~i)v-.  sin(2,E—  3g  i) o  ^  • 

i38.  Cela  posé,  pour  avoir  en  s  l’inégalité  ayant  pour  argu¬ 
ment  (a  E—ï)v,  il  faudra  considérer  l’équation 

s  —  (r,  Sy)  sin(gv  —  S  6) , 
laquelle  en  développant  le  sinus  devient 

s  =  (ï,  b)  \  singv  —  Sô  cos  g  p  —  I  ($ô)a  sin  gv  ?  . 
ou  bien  a  * 

4  =  ^  S*  -  r,Sô  coi^p  _  I  y  ($8)“  _  Sy  U  cosgp . 

5  retenant  seulement  l'argument  ( o  te  i  • 

précédentes  de  y  U  donne',  '«>  «P~> 

SySôcosgv  =  0; 


partant  nous  avons 


3  m*  o-M  .  .  _ 

~  5’m 


C’est ,  comme  l’on 
figure  de  la  Terre  V°lt*  11116  eS^èce  ^ Section  en  latitude  due  à  la 


i5a 
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Maintenant,  si  l’on  ajoute  à  cette  valeur  de  s  le  terme 

y  sin  iv  trouvé  dans  le  n.°  i32,  et  les  deux  termes 

K\ë  -O 

3  ma 

7,singv  g  •  —  y,  sin(zE  —  g)  v 

trouvés  dans  le  n.°  81  ,  l’on  formera  une  valeur  de  5,  qui  étant 
élevée  au  carré  donnera 

**  =  -§•%-•  jau(aE*g-i)p  *  ^CM(»g-gf  1>  j  • 

Comme  ici  l’on  peut  faire  = - 3-^ - =  1  ,  il  est  clair 

1  g-*- 1  -4-  etc. 

que,  en  formant  le  produit  s a  sin  2 Ev,  l’on  a 


s2  sin  2  Ev  —  o 


<r*Ayl  .  f  .. 

m‘TFï=ïim<8-')'' 

Ainsi,  en  ayant  seulement  égard  au  premier  terme,  il  est  prouvé 
par-là  que  l’on  a 

J*d'Qi  =  ~  ~  ~  -1  Jmdv  (1  — ss)  sin  2Ev  =  o. 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ce  calcul  n’entraîne  nul¬ 
lement  la  conséquence ,  que  l’on  doit  avoir  aussi  zéro  pour  le  coeffi¬ 
cient  numérique  qui  affecte  le  second  terme  de  la  même  intégrale, 
relativement  au  même  argument.  Nous  pourrions  faire  voir  le  con¬ 
traire  en  poursuivant  l’approximation  jusqu’au  point  qu’il  est  nécessaire 
pour  avoir  effectivement  ce  second  terme  ;  mais  cela  rendrait  trop 
prolixe  l’exposition  de  ces  applications,  uniquement  dirigées  à  déve¬ 
lopper  l’esprit  de  cette  méthode  et  à  rendre  plus  sensible  la  vérité 
de  la  réflexion  déjà  faite  au  sujet  de  l’argument  analogue  (2 g—  ac)t>, 
à  la  fin  du  n.°  106. 

139.  Enfin  considérons  le  second  terme  de  la  valeur  de  d'Çl  rap¬ 
portée  au  commencement  du  n.°  108,  c’est-à-dire  l’équation 

/>o  3  M'u!*  , 

Jdü  =  -  --^cos^v  -  2e). 

En  y  faisant  2e  -  iv  =  *Ev,  ù  =  iv  u  =  ,  l’on  a 

prCï  3  M'  ^4(i-4-yy)a/  x 
fdSl=ÏJi‘< r-  (}~*s)co*%E9. 
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L’expression  de  s3  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 

S2  COS  2,Ev  =  •  —  •ü^^-C0S(s-ï\o 

8  m  h? (g  —  i)  lus\5  ~  l)  P, 

et  il  est  aisé  de  voir  qu’il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  semblable 

î'“  '*  P”>d“  putaqueto  t 

1  argument  multiplié  par  est  (aï-.-n,  s„ 


Argument  multiplié  par - —  est  (zE  ~  &  i\  »•  -, 

nTr  ,  ,  r  1  m  ;  esc  au  lieu  de 

—  0^*  Donc  nous  ayons 

c’est-à-dire  un  terme  qui  n’appartient  pas  à  cette  approximation, 

m  „?  36u:,  °ïe  i>,“  jw  i».  o„m 

trouvé  1  36'7  SUffit  e“  ConsécIuence  d’hoir  égard  au  seul  terme 

touve  dans  ce  dernier  numéro,  et  de  prendre 

fdvfd'Q.  =  -\--n^‘iYsm(g-i)v. 
dans  Féquadoli  C6tte  '“k”  **  Cdle  ^  f  tT0Uvée  à  la  fia  du  n°  l3S 


l’on  aura 


'-r-Wifi-fi*. 

t  =  _  9  .  WAp  fV  ^  a*_  l  sin  (g . —  ê)'p 
4  «,  Jo-4  ~(g  —  i)a~“  ’ 


(£-*)*  ; 

ou  bien,  en  faisant  ici,  comme  dans  le  n.°  i3a,  a  = 

'  (T 

£  =  __  9  .  V  7;  #  sin  (g  —  t)  P 
2  a'V4  *  (g—iy 

L°n^  rappdle  actuellement  que  dans  le  n.°  75  l’on  a  fait 
«r4»1*  ’  l’on  écrira 

t  =  _2.m!££>i(g-i)P 

Telle  est  la  véritabl»  .*  ^  ^ 

réunissant  ce  résultat  exPressi0“  analytique  de  l’ejfet  indirect.  En 
Tome  /.  Celui  trouvé  daus  le  n-°  '34,  la  solution 


ï54  théorie  du  mouvement  de  la  lune. 

complète  du  problème  proposé  au  commencement  de  ce  paragraphe 
sera  renfermée  dans  cette  formule  remarquable 


t  = _ IL_(Z  mh2.JEL;)sin(g-i)f>. 

2  ë-ij  V& 


En  y  faisant  g  -  i  =  g  -  i  —  1  m2,  les  deux  parties  se  confondent 
en  une  seule,  et  l’on  obtient 

1  =  -T-7^h)sin(e-i)^ 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  rapporté  à  la  page  255  du  troisième 
volume  de  la  Mécanique  céleste.  Mais  l’analyse  que  l’on  vient  d  exposer 
a  l’avantage  de  faire  voir  clairement  que  le  rapport  entre  l’effet  direct 

et  indirect  est  égal  à  celui  de  7-  à  on  bien  (en  posant 

g  —  i  =  -  m2)  à  celui  des  nombres  7  et  12. 

140.  Remarquons  en  outre  qu’en  réunissant  les  deux  parties  de 
Jcl'£l  trouvées  dans  les  n.°#  i34  et  i36,  l’on  a 

fd'a  cos{ë ~i)v’ 

/  1  a  Mrh.6yi 

ou  bien  (en  observant  que  m  =  ^ïi) 

fd'a  =  ^P  cos(s  -ï)V. 

Donc,  en  réduisant  la  valeur  de  g— i  à  son  premier  terfne ,  cest-à-dire, 
en  posant  g  -  i  =  |  m2 ,  l’on  a 


fd'Sl  =  O  ^P  cos(g  -  t)  v. 


Mais  en  prenant  pour  g  —  i  les  deux  premiers  termes ,  c’est-à-dire , 
en  faisant  d’après  le  n.°  80 


.  a 

e~l  = 


9  m4 


4  32  m 

la  même  expression  de  fd &  donnerait 

fd'Sl  =  1  -  j  _  ^  ) ~~f^P  cos(s  ~  i)9’ 

J  1  8m1"' 
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et  par  conséquent 


lorsque  l’on  prend 


3  ma  1  8  m 

8  m 


Nous  venons  de  voir  (Voyez  n.°  139)  que  cette  intégrale  renferme 
comme  une  de  ses  parties  la  suivante 

laquelle,  en  posant  g-i  =  2m»,  ^  devient 

fd'a  ~  l't^‘<IT<rlcos(8-i)'>- 

Donc,  en  réunissant  cette  partie  avec  la  précédente,  l’on  a 
fd  a  =  0  ^  ’^^cosÇg-ï)  O. 

Il  suit  de  là  que  pour  avoir  le  terme  de  cet  ordre  qui  entre  dans 

poséeCbao°!‘  comP^ete  J'dü,  il  reste  à  considérer  la  fonction 
posée  au  commencement  du  i37>  c’est-à-dire  l’intégrale 

fd'Cl  ~  dv'sin  (a  v  —  a  p'ï 

J  2  a'3J  J?  *» 

laquelle,  en  y  substituant  pour  ~  la  valeur  rapportée  plus  haut, 
devient 

Cri 'O.  _  3  m?<r4  f'dv'sin  {2  p  —  2  pf) 

J  2  h*  J  zta 

nullité '  ,^0US  “V011S  dé)à  dit  da«s  le  n.°  i38  que  rien  n’établit  la 
afin  d’étabh°  1  C16nt  numérictue  du  terme  dont  ü  est  question,  mais 
ici  par  antî  *  contla,le  Par  un  procédé  expéditif,  nous  placerons 

ij'r.01;.,  ui. ré,u,,as  *»»  on  peut  voir  la 

traitées  avec  beau™  °  où  ces  Perturbations  sont  reprises  et 

avons  suivie  pour  trouve^  T  PaF  ’a  méthode  générale  que  nous 

les  coefficiens  de  toutes  les  inégalités  lunaires. 


1 56  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 

Suivant  cette  méthode,  l’on  a 

K  2  2  y,  /  .v 

—  a  =  i  cos  2Ev  +  -  •  -r-r -V  cosle  —  i)  v 

(T  à  hfm  t 

où  désigne  la  perturbation  du  moyen  mouvement  ni  de  la  Lune. 

Donc,  en  posant  v  =  il  viendra 

d'dnt  . 


dv  sin(2v—2v)  =  mdv(sin2Ev  —  2m%nt' cos  2Ev* 


dv 


iEv)-, 


en  posant  u  =  i*t-Sn,  l’on  a  -V  =  i  -  2SU+  3($u)3,  d’où  l’on  conclut 

jf?  = 1  +  l  *  + *y°<*E-ë+iy, 

ou  bien 

JF?  =  1  f  )  c°<*E+g- *>■*•  ^-(^i  $  ^(aÆ-^iJp. 

L’expression  de  S nt  donne 

-2m$ntcos  2Ev  =  -  ^  •  ^psin(g  -  £) f>  +  T4*—  sin(g-ï)t>  =  o; 

/zy  4  nl  4 

djlT  “  **  ^)cos(2E*g-i)p*  -  fycos(2E-g+i)e; 

d-7Tsin2Ev  =  ^(p“ïî)^fe-i)‘’  = 

Cela  posé,  si  l’on  fait  m2  =  m2,  il  est  clair  que  l’on  a 
3  mV4  Edv'sin(2v-zv')  3  mVMr  f\ (  i  jo  i  143  3\  . 

” â’-ft«y - ? - =  - r — hFVd\~ ■"  95—  ^jswfe-t)p; 


ou  bien 


Donc,  en  faisant  g-i  =  |m2,  nous  aurons 

y'/a  =  - 1 .  li  coi(s  -  i)  p. 
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D’après  cela ,  l’on  doit  regarder  comme  clairement  prouvé  que  Ton 
ne  peut  pas  supposer  J'd.  £1  =  c ,  lorsque  l’on  a  pour  but  de  trouver 
le  terme  qui,  relativement  à  cet  argument,  suit  le  premier  dans  la 
valeur  de  t  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n.°  122.  En 
conséquence  nous  ne  pouvons  pas  passer  sous  silence  ,  que  l’analyse 
relative  à  cette  inégalité,  exposée  par  M.  de  Laplace  dans  la  Con¬ 
naissance  des  tems  pour  l’année  1824  (page  3oi  et  suivantes)  ne 
pouvait  pas  lui  fournir  le  second  terme  qu’il  avait  intention  d’obtenir, 
parce  que  son  calcul  suppose  que  l’on  a  l’équation  J'd £1  =  o ,  à 
l’égard  du  second  terme,  ce  qui  ne  se  vérifie  pas.  Mais  il  y  a  plus. 
Cette  même  analyse,  et  celle  qui  a  paru  plusieurs  années  auparavant 
dans  la  Mécanique  céleste,  sont  imparfaites  dans  leurs  parties  consti¬ 
tuantes  même  à  l’égard  du  premier  terme. 

142.  En  effet  nous  avons  démontré  dans  le  n.°  122  que  le  véri¬ 
table  rapport  entre  l’effet  direct  et  indirect  est  celui  des  nombres 
7  et  l2‘  Dans  la  Mécanique  céleste  (tome  III,  page  253-255)  ce  même 
rapport  se  trouve  exprimé  par  celui  des  nombres  -  3  ^  |  et  -  7, 
ou  bien  par  celui  de  5  à  14.  Car  il  est  clair  que  l’on  doit  com- 
prendre  dans  l’effet  direct  la  partie  qui  a  |  pour  coefficient  numérique, 
puisqu’elle  résulte  de  la  perturbation  directe  de  la  latitude  s  (Voyez 
la  page  25S).  Donc  l’analyse  de  la  Mécanique  céleste  donnerait  une 
solution  fautive  pour  le  cas  mathématique  dans  lequel  l’on  voudrait  faire 
abstraction  de  l’action  du  Soleil,  puisque  suivant  cette  analyse,  l’on  a 

tandis  que  nous  avons  trouvé  (n.°  134) 


_  7 

--Vh^'z i)  «'•<*-*)«’• 


dans  la6™6"1’  raPProc,ler  davantage  notre  analyse  de  celle  exposée 
trouver  le  premSi!UCe  ^  ^  Plus  liaut>  remarquons  que,  pour 

d’abord  l’équation  ^  ValeUr  de  *’  r°n  aurait  Pu  étab,ir 

parties  données  par  y,  t nn„°’  *  *nsuite  collsidérer  seulement  les 

P  «■  fonction  /.  En  opérant  ainsi,  l’on  obtient 
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t  =  -/  =  -(-  +  -•  ——■) ?  sin (s - *) 

(Voy.  n.08  i34  et  1 35  ),  ce  qui  donne  le  même  coefficient  numérique  ^ 
en  faisant ,  dans  le  premier  facteur,  g  —  i  =  |  m2. 

En  présentant  ainsi  cette  expression  de  t,  l’on  pourrait  être  induit 
en  erreur  et  croire  l’effet  direct  plus  grand  que  l’effet  indirect  dans 
Je  rapport  de  i3  à  6;  mais  l’on  évite  cette  méprise  en  se  rappelant 
le  mode  de  son  existence. 

Cela  posé,  remarquons  qu’en  employant  les  lettres  de  M.  de  Laplace 
(Voyez  page  3o2  de  la  Connaissance  des  tems  pour  l’année  1824), 
son  analyse  revient  à  dire  que  l’on  a 

Et  comme  l’équation  qu’il  désigne  par  SQ  =  o  revient  à  X-t -§-r2Qf  —  o 
(  ce  qui  s’accorde  avec  notre  équation  Jd =  o  ) ,  il  faut  en  con¬ 
clure  que  Y  effet  indirect  est  ici  exprimé  par  4  S-r2^'  =  — -  4  X.  Donc, 
en  ajoutant  à  quantité  kX  9  pour  avoir  cette  inégalité 

projetée  sur  le  plan  fixe  de  l’écliptique ,  l’on  aura ,  conformément  à 
cette  analyse , 

—  6  X  ■+■  \  X  par  l’effet  direct , 

—  4  X  par  l’effet  indirect; 


c’est-à-dire  que  ces  deux  effets  sont  entr’eux  comme  les  nombres 
11  et  8.  Le  premier  de  ces  effets  surpassant  le  second,  il  faut  néces¬ 
sairement  comparer  cette  analyse  avec  celle  où  l’on  tiendrait  compte 
seulement  des  perturbations  de  l’époque,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  la  partie  variable  de  la  constante  arbitraire  /.  Or  nous  venons 
de  faire  voir  qu’en  voulant  envisager  la  question  sous  ce  point 
de  vue ,  l’on  doit  avoir  ^  au  lieu  de  pour  expression  de  ce  rapport. 
Il  est  par-là  établi  qu’il  y  a  un  vice,  soit  dans  l’analyse  exposée 
dans  la  Mécanique  céleste,  soit  dans  l’analyse  exposée  dans  la  Con¬ 
naissance  des  tems  au  sujet  de  cette  inégalité.  L’une  et  l’autre 
conduisent  cependant  au  véritable  coefficient  numérique  ÿ  qui  entre 
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dans  la  valeur  de  t  en  fonction  de  p,  en  vertu  d’une  exacte  com¬ 
pensation  entre  les  erreurs  existantes  dans  les  parties  qui  concourent  à 
la  formation  de  ce  nombre  remarquable.  De  pareilles  réflexions  n’offrent 
aucun  intérêt,  ou,  pour  parler  avec  plus  de  justesse,  elles  restent 
inaperçues  par  les  astronomes  qui  comparent  seulement  le  résultat 
de  la  théorie  avec  l’observation;  mais  on  ne  saurait  en  méconnaître 
l’importance  réelle  dans  une  théorie  approfondie  de  la  Lune. 

Par  la  même  raison  l’on  verra  avec  satisfaction  que  pour  établir 
incontestablement  le  coefficient  ^2,  nous  avons  exposé  dans  le  11.0  i38 
l’analyse  propre  à  rendre  évidente  la  nullité  d'un  terme  qui  fait  partie 
de  l’intégrale  JcL'Q>.  Il  est  vrai  que  tous  ces  détails  rendent  notre 
démonstration  prolixe;  mais  il  nous  paraît  impossible  de  les  éviter 


sans  tomber  dans  une  obscurité  fatigante.  C’est  surtout  dans  un  sujet 
aussi  compliqué  qu’il  importe  de  viser  à  ce  degré  de  rigueur ,  que 
1  on  voit  souvent  conservé  avec  beaucoup  moins  de  nécessité  dans  la 
démonstration  des  vérités  élémentaires  de  la  science. 


Recherche  de  l’expression  analytique  du  premier  terme  du  coefficient  de 
Itnegahe  a  longue période ,  ayant  pour  argument  (3 i-\g-c)a, 
due  a  La  différence  des  deux  hémisphères  terrestres. 

I43-  Reprenons  les  équations 

_  /  Q  d0>  \  singv 

_  ( r\  dût  \  cos  go 

Te-^-ycosgv-^-f 

dans^lTn'o^s11  de  ce'Jes  Posées  dans  le  n.°  68,  en  raisonnant  comme 

les  formules1  poséin  J"®31?  PT  plus  de  simplicité  B  =  K^sin3»  , 
I  s  dans  le  n.  3o  donnent  pour  l’objet  actuel 


a,  =  î 


"O 


sinSiv  ; 


dû 
«“  do 


—  -  aB  '\JL  cos  3t  v . 
4 
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Maintenant,  si  l’on  fait  s  =  ysingv ,  l’on  aura 

fv  =  I  •  nr  (sin 3 iv ~ “re(3i "  2ë)v) ’ 

2  =  §  •  ^hF-i005  3iv  -  co*(3‘  "  2g)  p)  ‘ 

En  réduisant  la  valeur  elliptique  de  u  à 

“a  =  h\Sry(l  -  2eC0SCl’)’ 

et  considérant  seulement  les  trois  argumens  3 ip,  (3i— 2g)p, 
(3i  —  2  g  —  c)  ,  il  viendra 

=  I  '  |  ^  3  —  «n  (3  £  —  a^)  p  —  e  «/i(3  £  _  ag-— c)  p  ^  i 

%  =  I  •  j  c05  3ip  -*•  CQ5(3 1  -  2g)  p  e  wt(3  ;-2g-c)nj>- 

_  .  III 

Donc  en  intégrant  ces  expressions  et  posant  ^7  “  3’  3^  __  2  y 

(T  -’-y2)2  =  1  ,  h  =  ht,  nous  aurons 

cw  3  <r3B  Ç  1  o.  x  elcos{Zi  —  o.g—c)v) 

àô==8‘  ~hf  3C^3^-4-COs(3i  —  2g)*H - WT——— 

!rsrYÎ  3»i3ip-«B(3t-2g)pf  3\_aglc  j 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  s  =  ysin(y  —  6 ),  après 
l’avoir  réduite  à  la  forme  5  =  Sy  singv  —  cos gv  ,  l’on  trouvera 

<r3i?(  3  e  .y.  c<v(3£  —  g  —  c)  p  1  /Q  .  v  } 

s  =  - 2 - - - y  cos(5i  —  g)^n 

hf  £  8  3i  — 2g  —  c  4''  v  &/  ) 

où  il  importe  de  remarquer  que  le  premier  terme  cle  cette  expression 
a  pour  diviseur  la  petite  fraction  3  i—zg—c. 

144.  Considérons  maintenant  l’équation 


dh.2  __  2  dû 
dv  ~~  ud\> 


3  a  B  u?  co  s  3  iv 
2 


En  y  faisant 


(1  -♦-$  s)  a 


nous  aurons 


d-h%  _  g*B  /  3  _c 

du  ~  h\ a  . 


CHAPITRE  SECOND. 

cos  3  i  p  3  e  •  co$  cp  •  co*  3  i  p\ 


1 6 1 


(  I  •+•  s  s)  1 


(i  ■+•  A*)3 


Comine  nous  conservons  seulement  les  argumens  (3 i— 

(Si  2g ■— c)  v ,  il  suffit  de  prendre  (i  •+•  ss)~  »  =  i  -$ss  =  |/cos  2gv  \ 
(i-^5  5)“3  =  i—3*55  =  iyaco5  2g*>,  ce  qui  donne 

Î^ddl  0-3  B  S  9  a  /O*  \  l5  2  ...  > 

n  ~dZ  *=  (i-Hyy|-8eycQ5(3^2^c)^l6y  C05(3i-2^)p^. 

En  posant  (i  ■+»  y3)a  —  i  ,  et  intégrant  l’on  obtient 

A  =  ht  -<rÆ|-  T.  - îg7<  «i(3i-ag)pj, 

d’où  l’on  conclut 

*■  -  J-  j 

L  expression  de  Sy  trouvée  dans  le  numéro  précédent  donne 

V=svSv  =  ?!£5  â  .«,r,**m(3i-as_e)e  3  »  .  /0. 

7'  y  V?  î - sr^g-c  *  ;r,  «w(3»-y)pp 

partant  la  variation  de  la  fonction  h\  i -t- /)  sera 

A*(1-**/)  1  —  ag-clP  3  ,  .  ...  J 

’  Kl  8  3  t-ag_c - ^gr,  2g)v5  • 

145.  A  l’aide  de  ces  résultats  il  est  facile  d’obtenir  le  terme  affecté 
de  l’argument  (3i—  2g  —  c)e  et  divisé  par  3i  —  2g  —  c,  qui  entre 
dans  la  valeur  de  u.  Pour  cela  remarquons  que  la  fonction  ecos(v  —vj) 
ne  peut  donner  des  termes  de  cette  espèce  et  que  par  conséquent  il 

suffit  de  prendre  u  =  *  (/7VJÏ. 

En  _  "  (1  ■*’  y  ) 

les  *U<Tnant  +  =  i -»-Jya  et  en  substituant  pour  /  et  h2(i  4*/) 

Va  eurs  Précédentes  ,  l’on  obtient 

u  =  J- .  .  ej7lsin{^i  —  ag  —  c)  p 

16  V  3Ï  —  2g  —  c  ’ 

où  le  coefficient  numérique  ±  „  !  *1. 

*5  8  i(> 


Tome  J. 
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146.  Cela  posé,  cherchons  les  termes  affectés,  du  même  argument 
qui  entrent  dans  les  valeurs  de  e  et  de  vj. 

Réduisons  les  expressions  de  e-^  rapportées  dans  le  n.°  68 

à  celles-ci  : 


de 

dv 


6  do 


—  —11  sin  c p- îî(2)h-  |  \ycos{g  —  c)v+^y  cos(g -t-c)p| 

-*• 1  2  cos  c  p  —  5  /  cos(ng  —  c)  p  —  i  /  cos  (2g  -t-  c)  P  |  ^  ■> 

—11  cos  c  p  •  iî(3)i- ^  y  sin(g  -c)v-*-\ysin{g  +  c)  p  ^ 
h-^sûicp*  — c^p  —  i  7“  iire  (2£  •+■  c)  p  ^  i  •  —  ; 


et  faisons  d’après  les  formules  du  n.°  3o 


£>  =  -  c  B -IL  s  sinSiv  ; 

O)  4 

r.  3  n  (—  1  ■+•  4  ^  $)  M3  sin  3  i  P  . 

&(  =  £ - T - ’ 

(1  +ss)* 


da 

ifdo 


3  ajg  u*  cos  3  iv 
*  (l-bss)* 


Comme  il  suffit  ici  de  prendre  u  =  7^7“^  ’  nous  poserons 

o^B 


^(2)  hf>( 1  ■+• 


dû 

u  do 


(I  -H  y‘) 

(-  i  +  m)  sin  3  i  p 

(  I  H—  £  $)  3  ’ 

o-3./?  cof  3 îp 


4 


Maintenant, 
il  viendra 


'on  fait 

(i  -H  55)' 3  =  I 

—  3  SS 

;  (1  -*-ss) 

%,= 

a  *B  ( 

i5  ' 

\  •  0  • 

- SS 

4 

1  sin  ôiv, 

dû 

3  <r*B  / 

5  \ 

uudo 

4  Wi+lVK1* 

iss) 

cos  Si  v . 

— 1-«, 


Mais  5  =  ywng'P 


2  12  12 
5  =  —  2  7 


partant  nous  avons 
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a<»  =  l'À^Tf^0^32  ~  cos(3i  ^  s)^’ 

^(3)  ~  *<>(1  .+. Ÿÿÿ\(~l*  8^  )s*ra  3^-T6^  ®n(3i— 2g)p-i|yai;ra(3j  j.  ag)p| 

</Q  3  (T^jB  ^  r  ^ 

=  ~Ï‘F(I +J7)*)(  1  -  ï /) cos 3i^â yacoi(3i-2g)P*  | /cos(3i~ag)e  j 

En  substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  ^ ,  e  ^  ,  l’on  trouvera 

tfj?  -3  (F^jB y*  /0 . 

«?P  “  Ï6  *  W(i-4-yyy  C0S  fi'L  “  28  ""  c)  p  ? 

A  ..  /5.  x 

tfp  ""  16  *  à6(i-i-^)a  tln  W*  ~~  2éT  “  c)p> 

où  l’on  a  4  =  +  _  3  _  i5  3  i5  3 

16  32  32  32  32’  76  ~3l~3^3^-3^ 

En  intégrant  ces  expressions,  et  posant  (i  -*-yf  =  i  ,  l’on  obtient 

Se  =  JL  .  S-Sl'  *«  (3i  -  ag  -  c)  e 
16  A,6  3i-ag-e'  ’ 

e  Sur  =  JL  . fJ  B  If  i  cos  (3r  —  2g  —  ri  p 

16  V  3e  —  2g  —  c - 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation 

e  cos(v  -  tr)  =  S e  cos  ce  -h  e  Sur  ce , 

il  eu  résulte 


e  cos(e  -  ur)  =  JL  .  .  »«(3t-2g)e 

1 6  fy6  3  i  —  2g  —  c 

En  réunissant  le  terme  de  la  valeur  de  u  donné  par  la  fonc- 
t10»  h,  e  co5(p  -  tir)  avec  celui  trouvé  dans  le  numéro  précédent ,  l’on  a 


u  =  Ç  9 

A/8(3t  —  2g— c)  l  ,6 
H7-  L’expression  de 

fd'ü 


e  y;  sm(3i  -2g-  c)  e-H  ^  y;  sin(3i  -  ag)  e 
&  trouvée  dans  le  n.°  29  donne 

=  Q  —  1  0"  B  m4  3  i  p 
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En  y  faisant 


j 

et  remarquant  que  nous  retenons  seulement  l’argument  (3i  —  ag  —  c)v, 

il  suffira  de  prendre 

a^Be  cos  cv*  sinZiv 

J  JO,  =  —  ' 

Maintenant,  si  l’on  fait  dans  cette  expression  (i-ms)"2  =  l-2-ss  =y*cos2gv, 
il  viendra 

f**  =  -rT^ÿÿsi<3i-2S-c)vi 

et  par  conséquent,  en  posant  (i  y, T  =  I  » 

'r..,  3a. ï  f,  /*rn  3  <fi  B*?e,rtcos$i-ïg-c)v 

fAdv  =  -tjdvjda  =  - ST(ài_S g^Tj 

Mais  a  =  — ,  ainsi  nous  avons 

»  tr 

3  «ri?  ^  y,a  co*  (3£  —  2g  —  c)  i> 

JAdv  =  ï  '  ÂJ - OM-ag-Ô 

148.  Réduisons  la  valeur  de  rapportée  dans  le  n.°  68  à  ces 


termes  : 


.  ^2_^ecoscp-  ^y2  cos  2  gv 


\  h*Q(1) 

J 


h  dû, 
i?ds> 


+  (—  S  e  sincv ^y2  sin  2  gv  )  -p 

En  prenant 

O  t=  -  cB  u  s  sin  3it>  =  -—7~-singvsin^io(i~^2ecoscv) 

(i)  4  4  n 

«3;5|COi(3£__g)p^|ecos(3i— g  — c)p[i 

/i4  °  •  J 

I  ^  55  )(«  •—  2  55^  5Î/1  3iP  |  (i  ■+■  Ss)a-*-3e  COS  C p( I  ■+•  Ss)  j 


O  _£l* 

W(a)  “ 
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=  -Jr(—i  +^-ss)sin  3ip  ^  i  -»-|ss  3(1  h-  ss)ecoscp  j 


tr^JJ  .  n  .  t  l5  /  3  01  \ 

=  sin  3tp  <  —  I  -h  —  55  3  *+*  ~  ss)  e  cos  cp 


5i 


o-*B 

iï> 


-  sira  3 iv  j- 1  +^ya-^7acos  2gp*(-3*  ^7a)ecoscp-^e72cos(2g*c)^ 
=  ^  )  -  7!  /  *«(3i  —  »£)*'  —  \  e  «"(3i  —  c)  o  —  e  /sin (3i-2g-c)^  ; 

Î^J  ~  “  \  '~hF~C0S  ^lV(l  -  2  Si)  |  1  ■|'SS‘<'  ae  COSCP^ 

3  C3i?  O  •  /  S  \ 

=3  —  — JT- cos  oip  1  —  -ss  2ecoscpj 


4  hï 
3  0-3.Z? 


2 

5  a  ;  5 


o  cr  o*/  O  a  ’  O  a  \ 

—  -  •  -jjr- cos  5 1  p  (  1  —  -  7  h-  -  7  cos  2gp  -h  2 e  cos  c  p) 
“  ^^-^y2cos(3i-  ag)p-^ecos(3£-c)p^ 


l’on  obtiendra 

a 


~(-ysingv  +  l±e7sin(g+c)^  ^  -  2g  -  c)p; 

(2-|eC0SC,-Iy“coS2gP)  Sÿp  B  (-fjH.g^|)*«V«B(3i-S»-C)P 

(-S emcp+;r  «»  =  V"  Sï ■ * Té)  #er  **(3*-^- c),. 

Ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

<*/  /9  33  5i  45  3  75  3\<rZ?  a  .  x 

25“  U^6Ï-l6H-6ÏH-8-^-,-T6)ÿ^  4t»(3»  — ag  — c)**» 

ou  bien 


dp 


147  (r5  J  .  /,.  V 

=  ~  Tï"~hFerr  sin(6L  ~  2S  -  c)v- 


Donc, 


en  intégrant,  nous  aurons 

f  =  *4? .  .  ei y* cos  (3/  —  ag — c) p 

V  3i  —  2g  —  c 

149.  En  réduisant  la  valeur  de  t+/  donnée  dans  le  n.°  63  à 
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t  ■+■  f  =  fadv  —  2h  esin(y  —  ot)  , 

« 

Fon  aura ,  en  y  substituant  pour  /  et  fa'dv  les  valeurs  que  l’on 
vient  de  calculer , 


Le  second  terme  de  cette  expression  de  t  renferme  la  fonction 


—  siricv  —  e<  Sot  cos  cp)  —  2e-i-s~~v  S-h3(l  -+-  yy )2. 


En  y  substituant  pour  Se ,  e  Sot  les  valeurs  trouvées  dans  le  n.°  146, 
nous  aurons 


e  sirc  cp 


—  e  Sot  cos  cp 


\  _  3  ffB  y*  cos  (3i  —  2g)  v 

'  8  h *  3  i  —  2  g  —  c 


Les  valeurs  de  h2  et  y2  produisent  dans  la  fonction  —  —  ' CP S-h3(  1  +yy)2 
un  terme  affecté  de  l’argument  (3 i  —  2 g  —  c)  p  ;  mais  on  doit  le 
négliger  dans  cette  approximation ,  à  cause  qu’il  ne  se  trouve  pas 
divisé  par  3£  —  2g  —  c. 

Il  suit  de  là  que  nous  avons 


_  __  99  0’-®  ei  Y>cos  (3*  —  2g  —  c)  v  3  (tB  y*cos  (3  i  —  2g)  v 

~~  64  fc,3(3i  —  2g  —  c)  H  8  A,3(3*  —  2g  —  c) 

Tel  est  le  résultat  de  l’effet  direct  produit  par  la  différence  des  deux 
hémisphères  terrestres.  Maintenant  nous  allons  calculer  la  partie 
correspondante  ,  produite  par  la  réaction ,  c’est-à-dire  par  la  fonction 
qui  représente  la  force  perturbatrice  du  Soleil. 

i5o.  Pour  cela  développons  d’abord  les  termes  donnés  par  cette 
partie  de  l’intégrale  f  savoir 

(Voyez  n.°  108).  En  y  faisant 
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U  = 


nous  aurons 


h\i!n)  ((/l  ecos(v-  w)). 


a  =  -ry)a(i  -  2tt)j(i  ss)-'~  2(1  +  «)“ïeC0i(l>  _  W)  + 

OU  bien 


fda  ~  H-rr)a|t  ^e3— 345-2(1— |si)ecoi(t;  —  w)|. 

Donc,  en  négligeant  le  terme  multiplié  par  e53co5(p-CT),  qui  ne 
peut  rien  donner  ici,  il  viendra 


Cela  posé ,  si  l’on  écrit  pour  plus  de  simplicité 


fd'a  =  j£-  A-  —  C  3  M'  r 
J  4a  V  A  2a'Va  U  -  4  *  C  » 

1  on  ti  ouvera ,  à  l’aide  des  formules  précédentes , 

§A  =  2/i4Sy3  -H  =  /_  2^.5_4_  9\ ir3Bely*sin@i  —  2g  —  c)  p 

2  '  V  4  a  16/  àa(3£_2g— c) 

=  A 4 (Se  cos  cp  •+•  e t  cp)  =  —  2g)  p 

1  6  Aya  (3i  —  2 g  —  c)  ’ 


SC  =  -64Sr- 


3  azBel  r;sin  (3*  ~2g-^0 
8  ti‘  {61  —  2 g  —  c) 


Donc,  en  réunissant  ces  parties,  l’on  aura 

=  _  il .  ^ .  ^r>^(3^-2g-c)p  3  jtfVi?  sm  (3f—  2g)  p 

^  64  V»'3  3i-2g-c  *"  32  ’  fc,y*  ’  3i-2g-C  ’ 

où  l’on  a  —  3 _ 9. 

64  64  32 

cette  e"3'1'  1  Jn  renlar<Iue  1ue  ev1  “  qpr’  l’on  en  conclura  que 

“  “P"»»»  P«»t  to.  mise  sous’ cette  foïme 

/cT£ï  =  —  îi.î2^  e,y*sin(Zi  —  ag —  c)  » 

6+  V  3t  -  ag  _  c - 

_i,»W  y,aîm(3/_  2g)  p 
32  A,8  ‘  3«  < —  ag  —  c - 
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1 5 1 .  En  considérant  le  terme  affecté  du  signe  intégral  qui  se  trouve 
dans  l’expression  de  —  donnée  dans  le  n.  108,  Ion  en  déduit 

fd'Sl  =  i  -t-yy^sina-EV  +  ecoj(i>  -w)^ 

Pour  l’objet  dont  il  est  ici  question  il  faut  calculer  les  ternies  affectés 
des  argumens  iE  -+•  3i  —  2g  —  c  ,  2 E  —  3 i  2 g  c  qui  entrent 
dans  le  facteur  -*-ss  ■+■  ecos(v  —  •  Or  il  est  facile  de  voir 

que  ces  termes ,  dans  l’ordre  que  nous  considérons  ,  ne  peuvent  ré¬ 
sulter  que  du  développement  de  la  fonction  s  .  Donc  en  réduisant  la 
fonction  sous  le  signe  intégral  à  h? <  s2  sin  2Ev ,  il  est  nécessaire  de 
chercher  le  terme  affecté  de  l’argument  (zE  —  3i g -*•  c)  v  qui  entre 
dans  l’expression  de  s. 

162.  Pour  cela  reprenons  les  équations 

ÿ  «=  —  -may«fl(2Pr—  2Ô), 
dv  4  ' 

^  -  ma  co$(2o'  —  2  ô) 

trouvées  dans  les  n.°8  ?5  et  81.  Ces  équations  donnent 

d-J-  es  ^  m2y  l6cos(iE--  2g)  p  sin(iE--  2g)  0  , 

t=a  —  -  m2Sô  sin(2E  —  £g)  t>. 

ap  2 

Donc  en  y  faisant  (Voyez  n°  143) 


Sy 

3  < t3B  e. 
8  *  ~kf 

y,  5Ût(3*  —  2g  —  c)  p  ^ 

3i  —  ag  —  c 

A 

3  o-32?  ey 

cos  (3 i  —  2 g  —  c)  p 

OO 

8  "  ~~h*  *  ~ 

3t  —  2g  —  c 

4 

-  / 

’9 

+  S-YJ2. 

ma  ey  yt  cos  (2E  —  3i  ■+■  c)  p 

</p 

V 

J2 

64/  v 

3i  —  2g  —  c 

</e 

9 

<r3/?  ma  1 

ey  iin  (2Æ  —  3i  •+»  c)  p 

—  — ’ 

3a 

"K  ’  — 

3i  —  2g  —  c 

l’on  aura 
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Iji  intégrant  ces  expressions ,  et  observant  qu’il  suffit  ici  de  faire 
= - - —  ’i  l’on  obtient 


2E  —  3 i  ■ 


m  (a - 


5,  _  27  ma  a3  B  ej  y t  sin  (2E  —  3 i  -+-  c) 

^  128  m  h^(3i  —  2  g  —  c)  ’ 

_  9’  ma  a3  B  e{  cos  (2 E  —  Sr- 4-  c)  p 

64  *  m  ht6{5i  —  2g  —  c) 

Or  nous  avons  s  .=  (y  ■+■  Sy)  sin(gv  —  $ô) ,  et  en  développant 

•5  =  Oysingv  —  y^ôcosgv)  —  ^  y,  (£ô)2  sffigp  —  $y  Sôcosgv. 

Donc,  en  substituant  pour  Sy  et  Sô  les  valeurs  précédentes,  il  viendra 

§y  sin  g  v  ~  y  $ô  cos  gv  =  (  —  -4-  -2-\  .  *[Beiïi .  cos(2E  —  3i-*-g-*-c)o 

1  \a56  128/  m  fy6  3i  —  2g  —  c 

En  ajoutant  à  ces  mêmes  valeurs  de  $y  et  Sô  le  terme  affecté  dé 
laigument  (zE—  2g)  p,  dû  à  l’action  da  Soleil  (Voyez  n.os  80  et  8j), 
et  posant  les  équations 

. 

S/  =  â  '  «  r-  C0S(*E-  *ê)  »  l  ■  -zg-c)*, 

=  — !•—  sin(2.E—  o/A  ^  5  .  <riBe,y] 

8  m  V  ~g)P  ^8  Vê3^-ag-c)C05(3t-2g-c)^, 

l’on  en  tirera 

\  ’  i; 

partant  il  est  clair  que  l’on  a 

e  _  9  m1  cr3Beiyl  ,  t,  r» . 

~  64*  m  *  V(3t-2g-c)C0SV2E—  «3i -*-g-4-c)l>  , 

coefficient  numérique  •+.  -2 - 2__ . 

Cette  in'  r  64  256  128  256 

sont  ,  *gahté  en  latitllde  est  analogue  à  celles  dont  les  argumens 
sont  (*E-g)Vt  (a£_;)p. 

Tome  I. 


22 


1-70  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA.  LUNE. 

i53.  Actuellement  si  l’on  forme  cette  valeur  de  s ,  savoir 


3  ma  .  /  t~>  \ 

s  =  YtsmgP-ji-  —  ytsin(2E-g)9 


rio'I 


h<>{3i  —  2g 


SI  cos(3i-g- C)  -  ÿ  ~  cos(2E- üZÿ+e) . 
*  -  .  . 


(Voyez  n.09  142  et  81)-,  loti  en  conclut 

/  -  ,  \sin(2E*3i-2g-c)v-sin(2E-3i*2g*c)vl- 

64  m  fy6(3t  —  2g  —  c)  ^  v  o  /  } 

Donc ,  en  multipliant  cette  fonction  par  sin  2 Ev ,  nous  aurons 

/  sin  zEv  =  o  h'oZ'ig'-  c)  coi<3i  -  2S  -  0  ’ 

40 -  y1/  o_  ^  ?  û,<>  , 

ce  qui  est  - analogue  au  résultat  trouvé  dans  le  n.°  ï38 ,  à  l’égard 
de  l’argument  (g  —  i)  y. . 

Il  est  inutile  ici  de  considérer  la  fonction  ~  •  ^r3  •  C°S  ^ ■  qui 
constitue  le  second  terme  de  l’intégrale  (Voyez  n.°  108), 

parce  que  le  terme  qu’elle  donne  n’appartient  pas  à  cette  première 
approximation. 

Concluons  de  là  que  l’on  a 


-  40  >  ’  i  '  iU 

3  mM'h ,4  /*,  3  •  r 7 

- — ~I  dv s  sinzEv  =  o, 

2  (r  ai*  J 

»rt 

et  que  par  conséquent  la  valeur  complète  de  l’intégrale  J d£l  donnée 
par  la  réaction  est  fournie  par  le  résultat  trouvé  dans  le  n.°  i5o;  de 
sorte  que  l’on  a 


1  Sa.  Considérons  maintenant  les  termes  donnés  par  l’expression  sui- 

13%  A-f 


vante  de 


dl 

dv  ‘ 


Hu¬ 


mai 
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df 

dv 


~  “  l  '  ^ 5  (“  'h  sin!ov -  V  imfe1 -  c)  e) 

M  ■'  *ai  Q/fi  /  :  -  i  j  i  ;;  •. 

i  jï/v3  a3  /  /  i  t>  ï.  (3  -,  --  j  2  \ 

~  â  *  *  T3  V  C05(p-W)w.  -/W  2gP  j 

(  Voyez  n.°8  68  et  27).  .  .  (  ^  —  '•  ) , .  >  •--->■  ; 

En  y  faisant  s  =  ysingv,  Ton  compréndra  sans  peine  que  pour 
l’objet  actuel  il  suffit  de  prendre 

df  9  M'u ’3  hf  X  M'u'3  h3  /  ^^023  ,  \ 

3?  =  r  — •>-ï~-^(a'"6e-4-;r  -;eço*(p-w)). 

Dans  le  premier  terme  de  cette  expression  l’on  peut  faire  u  =  , 

et  dans  le  second  l’on  posera 

_  _  AL-JlL  j|/“ H.e  cos(y—vr)  j  =  -  (  t  -  V-*3ea-3e  coi(e-tg)^  • 

Al _  1» 


Alors  l’on  aura 
rf/  _  9  .  M'ulWy* 

dv  8  *  0-9 

£  M'u'3h\i 


*m  'vVu  fô 


bien 


(2  ^6  e  -h  ^y3—  -e  co.s(o-  J-  ?y3**3e’ — 3eco.s(V-ur)^i 

c//  =  9  M'u"  h?  y*  1  M'u'3h9 

dv  8  ■  <r?  ~  *  — —  (I  -  3/a)  (2  -*  3/  4-  *6 e3-^  ccos(v  -  tsr))  • 

Maintenant,  si  Ion  fait  m  =  1 ,  - ^  mV5 

9  “  a/1  bf a’3.  ~h*~'  nous  aurons 

dt  _  m2/^  /  T  57  a  27  a  l5  ,  *\ 

rfp  T6  “-T7  ""  ^  -*)j. 

Les  valeurs  précédentes  de  h\  ly,  Se,  élu  donnent 


4  ■*. 

—  h^ele 


'->1 

4 


81 

( r3  B  h 3  e.y ,a 

16  * 

3i  —  2g  —  c 

sin(3i- 

-  O  (T  - 

a 

c)v. 

81 

.*JXh?e,y: 

sin  (3i  — 

3a 

M  ~~  2g  —  c 

-2g- 

c)v. 

121 

<r3B h3  e,y* 

64 

Ai  —  2g  _  c 

sin(ii  - 

-2g- 

■c)v. 

45 

64 

(T3  B  h3  y* 
ài  —  2  g  —  c 

sbz(3i  - 

-2g)0 

. 

172 


THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


Donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  il  viendra 

df  /8i  81  i7i\  o-ÆmVy .a  .  \ 

^  \i6  32  64  /  hffii  -ag~c)  Sln  ^  1 


\> 


*'cr 

En  intégrant  cette  expression  et  posait  3-_  —  —  i,  l’on  a 

r--j_  333  (tB  mkery*cos(3i  —  2g — c)  v  45  ffB  -ma  y*  cos  (Zi  —  2g)  v 

64  fy3  (3i  —  2g  —  c)%  "”64  Zi  —  2g  —  c 

__  #  : 

Cette  valeur  de  /  et  celle  de  J'A'dv  trouvée  dans  le  n.°  1 5 3 
étant  substituées  dans  l’équation  t -*-f J'A'dv ,  il  en  résulte 

L-  i  ) 'W  E-f 

•  —  >35  _  g~i?ma  et  y*  cos  (3i  — 2g  —  c)  y 

32  h.3  (Zi  —  2g—  c)* 


(3  ï—2g—cy 

63  oB  ma  y*  cos  (Zi  —  2  g)  v 

64  h 3  '  Zi  —  2g  —  c 


ü'in. 


>  1,  100  63  333  63  o  40 

ou  l’on  a  —  —  =  ^ - —,  V-  +  . 

3a  64  64  64  32  64 

--  /  \  y  i:  *  l. 

Telle  est  la  valeur  de  t  donnée  par  la  réaction.  E11  la  comparant 
avec  celle  trouvée  dans  le  n.°  149,  l’on  voit  que  l’effet  direct  donne , 
à  l’égard  de  l’argument  (3 i~2g)v,  un  coefficient  d’un  ordre  infé¬ 
rieur  de  deux  unités.  Il  faut  en  conséquence  supprimer  le  terme  affecté 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  t  produite  par  la  réac¬ 
tion.  Alors  en  réunissant  cette  dernière  valeur  de  t  avec  celle  donnée 
à  la  fin  du  n.°  149,  l’on  a 


-s- 


99  . 


i35 


^  <rB  2  /  o  •  > 

p«,r,  cos(ii  —  2g  —  c)v 


64  3  i  —  2g  — c  32  3(e  —  2  g  —  c)a 

3  (tB  y*  cos  (Zi  —  2g)  v 
’  8  *  ~~h3  Zi  — 2g  —  c 


En  multipliant  cette  valeur  de  t  par  n  =  1  et  remarquant  que 

h 3  =  (a*?)5',  l’on  aura  en  substituant  pour  B  sa  valeur  (Voyez 
n.°  143)  et  posant  pour  plus  de  simplicité 
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TT  99  r  _  1 35  ma 

64  3i  —  2g—  c  3a  *  (3 i — 2 g  — c)*’ 

ZI  i  1  I 

11  “  8  ’Si-ag-c’ 

t  =  j  H c  y  *  cos(3i  —  2g  — -  c)  ■+■  /T y #a  cos (3i  —  2g)  p  £  ?  • 

En  réduisant  en  nombres  le  coefficient  Hey* K^^sinoo,  on  le  trouve 
au-dessous  d’un  céntième  de  seconde.  Mais  il  importe  de  ne  pas  perdre 
de  vue  que  l’analyse  qui  nous  a  conduit  à  ce  premier  terme  ne  suffit 
pas  pour  décider  si  cette  inégalité  est  réellement  sensible  ou  non.  Les 
termes  suivans  pourraient  dévoiler  une  série  divergente,  propre  à  faire 
voir  que  l’on  s’éloigne  beaucoup  de  la  vérité  en  voulant  juger  de  sa 
valeur  absolue  d’après  la  connaissance  du  premier  terme  seulement. 

En  conséquence  nous  renvoyons  l’examen  ultérieur  de  cette  question 
au  chapitre  où  ces  inégalités  sont  reprises  et  développées  par  une 
autre  méthode. 


Réflexions  sur  les  méthodes  employées  par  M.  de  Laplace  pour  calculer 
phères  Zrnstres.larê“ment  dépendant  de  la  différence  des  deux  hémis- 

i5S.  Observons  d’abord  qu’en  réunissant  la  valeur  de  fd'Cl  trouvée 
dans^  le  n.°  147  avec  celle  obtenue  dans  le  n.°  i5a,  l’on  a,  en  vertu 
de  1  action  et  de  la  réaction , 

l±21  n . 

'  - TZTc  J  ~ A,»  '  cos  (3t  “  *  • 

eu  faisant  ici  g  =  ,  *|m\  c  =  l  _  W  et  i  - 1 ,  fl  en  résulte 

3i-iÿ-c)e. 

ternie  m  ^rrJui?"*  ki COefficient  "«mérique  qui  affecte  ce  premier 
pas  a  zéro,  comme  cela  est  arrivé  dans  le  n.°  140 


fd'a  =  lü _ 

J  c  4  64  3t  —  2g- 
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à  l’égard  du  premier  terme  du  coefficient  qui,  dans  la  même  intégrale, 

affecte  l’argument  (g  —  i)p.  Il  est  vrai  que  dans  ce  cas  l’on  s’écarte 

beaucoup  de  la  valeur  véritable  du  coefficient  —  ™ -  en 

prenant  seulement  le  premier  terme  de  son  développement;  mais  il 

est  évident  que  même  en  prenant  pour  g  et  c  leur  valeur  totale 

(ce  qui  revient  à  faire  3i  —  2g  —  c  ==  o,  00040998),  l’on  n’aurait 

pas  zéro  pour  la  somme  des  deux  termes  —  -  —  ^  — — - Donc 

11  4  64  01 — 2g — c 

il  n’est  pas  permis  de  supposer  l’équation  J'd'Q  =  o ,  à  l’égard  de 
l’argument  (3i  —  2g—  c)v.  Ce  cas  particulier  confirme  ce  que  nous 
avons  déjà  avancé  dans  le  n.°  125,  contre  la  vérité  delà  proposition 
générale  émise  par  M.  de  Laplace  au  sujet  des  argumens  à  longue 
période.  Cette  remarque  suffit  pour  démontrer  que  le  calcul  exposé 
dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (pag.  3o4  et  307) 
11e  peut  pas  donner  ni  le  premier  ni  le  second  terme  que  M.  de  Laplace 
s’était  proposé  de  trouver,  puisque  dans  son  calcul  il  suppose  l'équa¬ 
tion  jd'Çl  =  o. 

1 56.  L’expression  du  premier  terme  du  coefficient  de  ce  même  ar¬ 
gument  publiée  dans  la  Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1823 
(page  237)  mérite  un  examen  plus  détaillé. 

Remarquons  avant  tout  qu’il  manque  un  terme  dans  le  calcul 

de  la  fonction  - ^  - -  En  effet,  si  Ton  élimine  r*dd  au 

moyen  de  l’équation  ^  ->  comme  M.  de  Laplace  le  prescrit 

dans  la  page  236,  et  si  l’on  observe  qu’ici  l’on  peut  supposer  =  1, 
l’on  aura ,  en  nommant  X  la  fonction  précédente  , 

v  2  Ç  d-  d-r*  dr  } 

X=u  - T^r\- 

II  sera  démontré  ci-après  (n.°  161)  que  l’équation  r  =  donne 

r^r  =  hl(^e  cosc»)  -  3  .  g>*(3 i  -  mW 

< T\  '  )  h,  (10  3 1  —  2g— C  l6  3ï— 2g  —  c  $ 

dr  h*c  .  ..  ( 

Donc  en  prenant  =  —e  suicv ,  il  est  évident  que  le  produit  de 
ce  terme  par  $r  donne 
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dr  ^  _ ;  _  3  i tB  c  et  y*  sin  eu  x  sin  (3  i  —  2g)  v 

dv  16  h*  3  i—ag  —  c 

3  eBe  e,  y*  cos  (3i  —  2g  —  c)  p 
”  3 a  "V  3i  —  ^  c 

En  faisant  le  carré  de  la  valeur  précédente  de  et  conservant 

seulement  les  termes  multipliés  par  B ,  Ton  obtient 

&r2  =  —  —  5  3  .  ejfsintfi  —  2g—  c)p  _  3  y*  sin(3i  —  2g)  v  ) 

K  (  i6  3 i—2g  —  c  8*  3£  —  2^—  c 

Doue,  en  différentiant  cette  expression,  le  diviseur  3i  —  2g  —  c  qui 
affecte  1  argument  (3t  —  2g  —  c)  p  disparaîtra,  et  il  suffira  de  prendre 


dlr' 

dv 


~  _  _  (v,  _  .  v*  cos(3‘  -  v 

n  y) v  3i-2g_c  • 


11  suit  de  là  que  si  l’on  fait  u1  =  ~  (i  *a ecosco),  l’on  a 

y  —  ”~3-g(i  t-af,CTî  crU  3  „  3 

V(3i  —  2g  —  c)  }  3aC  C05(3i  —  —  c)  P  —  ÿ(3i— 2g)y3c0s(3i--2g)p 

conclut,  en  retenant  seulement  l’argument  (3£  —  2.g  —  c)v, 

x  =  £!£ià-c-l(3  *-**)?  a 

V(3jzr^r^ — «y,  co5(3i  —  2#  —  c)p. 

En  faisant  B  =  —  a  h 

4  ’  cette  expression  devient 

x= 

V(3;_ag-C) - eX  cos(3i-2ë--c)p. 

Ainsi  il  est  évident  que  M.  de  Laplace  a  omis  le  terme  plus  con- 

urdeXd681'"^6  “!“  mUltif>,ié  Paf  W-'S),  puisque  sa  va- 
de  x  donnee  dans  la  page  a37  revient  à 

X  =  a2EîiïL  cosn:  ,  t 

8  V(3i-a^-c)  C0SiJj  ~  2g~c)v- 

M.  de  Laplace.  Pour1  /  °j-  PeUt  suPP0Ser  dv  =  dv,  comme  l’a  fait 
ment  de  la  loiifm  A  °  eiû0lUrer  observons  que  d.J  désignant  Félé- 

l’on  a  l’équationê{  Voyezan°raPPOrt  *  l  orbite  décrite  dans  l’espace, 
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rVp'  = 

Donc ,  en  se  rappelant  que  r2  =  y  À  viendra 


d? 


df 


dv 


r*dv'  ViSr'dv 


ïuïr'dv'  j  a  2i  //.  ** 

h  u  y/  -f-  ss  ■+■  dv*y 

Alors  la  fonction  posée  dans  la  page  236  du  volume  cité  devient 

égale  à  _  SHudvsmZfv - .  et  J1  en  résulte  que  la  substi- 

d?) 

tution  des  valeurs  elliptiques  de  a,  s,  ^  donne  le  terme 

rarfp'  w  6  ' 

ce  qui  s’accorde  avec  le  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplace,  lorsque 
l'on  fait  7— g2  =  7  —  i  =  6 ,  et  /*6(  1 yy)a  =  a3. 

157,  En  faisant  la  correction  indiquée  plus  haut ,  et  réunissant  tous 
les  termes  auxquels  M.  de  Laplace  a  eu  égard,  son  expression  de  Sp 
devient 

$p  ==  ]ÿ  cos (3i  —  2g —  c)  p  , 

i 

où,  pour  plus  de  simplicité,  l’on  a  fait 

N  -  "VW-aMr  a  n  ^  3i-2g-c$ 

Pour  rendre  ce  coefficient  plus  conforme  à  celui  de  M.  de  Laplace , 
il  suffit  d’observer  que  l’on  a 

g(3»-g-0-*  =  g(3^  -  2g -+-ga-i  =  „  __  _3l~  1 _ , 

3i  __  2g  —  c  3£  — 2g  — c  b  3i  —  2g  —  c 

ou  bien  (  en  faisant  g  =  1  ,  g2  —  1  =  |  m2) 
g&i-g-c)  -1  _  !  ,  3 

3i  —  2g  —  C  2  3i  —  2g  —  c  ’ 

mais  nous  préférons  conserver  la  forme  primitive. 
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Actuellement,  si  Ton  remarque  que  l’on  obtient  le  terme  corres¬ 
pondant  qui  entre  dans  la  valeur  de  nt,  en  changeant  le  signe  du 
coefficient  2V,  l’on  a 

ni  =  M  cos  (3i  —  2g  —  c)  p  , 
en  posant  B  =  •—  4  et 
M 


=  _!- _ I-, 

16  h^i-ag-c)}0  2e  2  2&'  3i-2g^r~ 


_  9"»*  ? 

En  partageant  le  coefficient  .1/'  en  deux  parties  correspondantes  à 
l'élit  direct  et  indirect,  l’on  comprendra  sans  difficulté  que  suivant 
l’analyse  de  M.  de  Laplace ,  l’on  a  par  l’effet  direct 

et  par  l’effet  indirect  £Z- .  _  ff3-» 

16  h^iSg-c)' 

l.r'nÏÏ  p'a’r'u  ““  “C°"d*  *“  “lcula,,‘ 

lorsque  l’on  y  fait  R  =  __  ^l3/r  _  *  __ 

««*»•  -  —  -.i -snr  it:  z 

r°"  a  /»  ■«  =  »•  *.■($)  -  .<  P„ 

sequent  x  '  r 

P  =  —  B-ss)2rSr|. 

précisément1*1'  T®.  ï  f°‘,Cti011  n°mmée  Par  M-  de  Laplace  est 

demment  dans" le  ^  ‘5™  ^  S™  tr0Uvée  Précé- 

s  le  n.  i5o;  partant  Ion  a 

7SÆ  i=  lâZ  .ff5s-m‘-e,y;sin(3i— _ _ i„ 

64 - r.l,V;  -  %=21+ÎL.riBniï»«fr-»lO'> 

M*-V_e)  3a  X^3T-2g-c)  ' 

Avec  une  légère  iv.fw;,,.,  r 

rome  j  '  011  coraprend  que  le  produit  ss-2r$r  11e 
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M'iP  _  M!  mV4 
u  ~~  a. 


K 


•>  et  comme 


peut  rien  donner  ici.  Donc,  en  posant 
dans  le  n.°  J  56, 

^  a  _  <xB  (  3  el  y*sin(3i  —  2g  —  c)  v  3  y*  sin  (3i  —  2g)  y  > 

r  h*\  16  3 i — 2g  —  c  8  2 i  —  2g  —  c 

il  viendra 

p  _  ff 5 B ma  dv  W14 7  __  3  \ ei y^sin{li  —  2 g— c)v  / 21  3  \  y'sin{Zi  —  2 g)v } 

~~  ~h~  '  h2if  l\ 64  64/  3i—  2g  —  c  \32  3a/  3i  —  2g  —  c  \ 

Si  l’on  remarque  maintenant  qu’il  suffit  de  prendre 

-4-^  =  \(i  —  2e  cos cv)-> 
h  u  <r  '  '  7 

l’on  en  conclura  que,  en  conservant  seulement  l’argument  (3i  —  2 g — c)p, 
l’on  a 

(yïB'irf'dv  /147  3  21  3  \  a  .  /5 . 

p=  V(3i V 6? e-^-  w(3*-V“c)p 

=  £Z  .‘gZüÙÊL. .ey^m(ii- 2g-c)v, 

16  hl6(5i  —  2g  —  c)  v  0 

c’est-à-dire  le  terme  donné  par  M.  de  Laplace. 

Or,  en  comparant  chacune  de  ces  deux  parties  avec  notre  expres¬ 
sion  de  nt  trouvée  à  la  fin  du  n.°  164,  l’on  est  forcé  d’en  conclure 
quelles  sont  l’une  et  l’autre  fautives,  puisque  nous  avons  démontré 
que  l’effet  direct  donne 

-g  au  lieu  de  -  ^  j  5  -  \  c  -  a  (3i  -  ag)  -  j  ’ 

et  l’effet  indirect 


i35 

3a 


au  lieu  de 


ÎZ. 

16 


159.  La  différence  entre  ces  deux  derniers  coefficiens  ne  disparait 
pas,  même  en  rectifiant  le  calcul  de  la  fonction  P;  ce  qui  est  né¬ 
cessaire  ,  comme  nous  allons  le  faire  voir.  D’après  la  remarque  faite 
dans  le  n.°  i56,  il  est  clair  que  dans  l’expression  de  la  fonction  P  l’on 

doit  poser  *  y  ^ - - — jgr-  au  lieu  du  facteur  ^4,  et  de  plus 


AVj/(  I 


dv*  ) 
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remplacer  Ji  par  ^+2 AIors  l’on  aura  substitué  au  lieu 
de  dt  sa  valeur  complète ,  telle  qu’elle  est  donnée  par  l’équation 


de  = 


/£■?)' 


En  outre  il  est  essentiel  d’observer  que  pour  avoir  la  totalité  des 
termes  fournis  par  la  fonction  P,  il  est  nécessaire  d’y  changer 
7  $R  en  7  (R  S  J?),  ce  qui  introduit  dans  cette  fonction  le  terme 
constant 

7  <  MW  _  7  M’h?  _  7  ma*(ra 

4  4  *  a/V  ~~  *  4  ’  h* 

Donc  il  reste  à  développer  une  autre  partie  de  la  valeur  de  P,  c’est-à- 
dire  celle  que  l’on  obtient  en  prenant 

ç_ -  dv 

4  h*  72  2  a  /(  2  ds*\ 

hu  [/v  "“a?) 

et  considérant  h 2  comme  quantité  variable. 

Or  nous  avons  (Voyez  n.°  144) 

Il  =  A2  5  j  __  9  .  —  ag  —  c\  y  } 

(.  8  V(3i  —  agr  —  c)  $  ’ 

et  d’après  la  valeur  du  u  trouvée  dans  le  n.°  146, 

\  0<B  \  ^,r>(3i-^-c)p) 

M  ^  (  1  e  C05  CP  )  -4-  - -  I  { 

n<  '  '  /  V(3i-2g-c))  3  a  .  /9.  x  (’ 

l67'  sm(6i-2g)v  \ 


P  =  —Z. 


d’où  l’on  conclut 


î!! 
a  * , 


/3  3_\  (r3P  g/ y»  wzffi  —  2g  —  ç)  y  ) . 

\8  16/  fy6(3i  —  2g  —  c)  Ç  ’ 

partant  l’on  a 

,l  '8  16  8/ V(3t_2g_c) - 1 

La  valeur  de  s  trouvée  dans  le  ri.0  i43  donne 
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„  .  3  <r3Bel  y.  cos(3i  —  g  —  c)  v 

r>  °  8  hi*(3i-2g-c) 


et  par  conséquent 

ds 

^  =  r,gcosgv*- 


3  Af  _  c  h  sj^i  —  g  -  c) v 

“  \  °  )  h^' (il  —  3 g  —  c) 


Donc ,  en  formant  la  fonction  s*  ^  ,  il  viendra 

s*  +  —  _  <r’'gg->''!‘{|-|-|^(3‘~g~c)? 
et 


sin(3i  —  2g— -c)p, 


V(3*  —  2 g  —  c) 

Donc,  en  multipliant  cette  valeur  par  la  précédente  de  /iV,  nous  aurons 

•  “  [/  V  5  du*)  -  h?)1*  hl*(Si-2g-c) - *  Be,y. 

d’où  l’on  conclut 

P - 31  <tv{i~ig(3i-g-c)\(r3JB  a  .  /0. 

^ - 3a - Â;W-2g-c) - ^  SUl(3l-2g~c)p. 

Tel  est  le  terme  qui  a  été  omis  par  M.  de  Laplace  dans  le  calcul  de 
la  fonction  P  En  le  rétablissant  l’on  aurait 


76  “ 

au  lieu  de  g,  et  par  conséquent  un  coefficient  numérique  qui  diffère 
beaucoup  du  nombre  —  qUe  nous  avons  trouvé  dans  le  n.°  154. 

160.  Lon  ne  saurait  donc  trouver  la  source  de  la  discordance 
déclarée  plus  haut,  que  dans  l’emploi  de  l’équation  désignée  par  ( 7 ’) 
dans  la  Mécanique  céleste  (tome  premier,  page  256  ),  laquelle  est 
appliquée  à  cette  recherche  par  M.  de  Laplace  sans  avoir  égard  à 
l’influence  de  tous  les  termes  qu’elle  peut  donner. 

Ce  cas  particulier,  et  l’autre  relatif  à  l’argument  (2g  -  2 c)v  sont 

propres  à  mettre  en  évidence  les  dangers  auquel  l’on  s’expose  lorsque 
l’on  veut  appliquer  l’équation  (T)  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Pour 
en  dériver  des  résultats  mathématiquement  exacts  dans  les  termes  d'une 
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forme  et  d'un  ordre  déterminé ,  il  faudrait  considérer  la  totalité  des  fonc¬ 
tions  qui  entrent  dans  cette  équation  sous  sa  forme  finie.  Mais  alors 
les  termes  en  grand  nombre  de  l’ordre  du  carré  et.  des  produits  des 
forces  perturbatrices  qu’il  est  indispensable  de  développer,  rendent  à 
l’équation  (T)  toute  la  complication,  qui  demeure  en  quelque  sorte 
cachée  ,  lorsque  Ton  borne  son  application  au  calcul  des  termes  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  seule¬ 
ment;  ou  bien  à  certains  cas  singuliers  dans  lesquels  par  une  heureuse 
combinaison  il  s’opère  .une  destruction  complète  entre  les  termes  du 
même  ordre  produits  par  d’autres  fonctions  qui  ne  sont  pas  explicite¬ 
ment  renfermées  dans  l’équation  employée  par  M.  de  Laplace.  Les 
détails  exposés  dans  la  première  partie  de  ce  paragraphe  au  sujet  du 
coefficient  ÿ  de  1  argument  (g  — ■  i)  p  nous  font  penser  que  cette  ap¬ 
plication  de  1  équation  (T)  offre  un  exemple  de  ces  cas  singuliers. 

161.  L  analyse  précédente  donne  aisément  les  deux  termes  princi¬ 
paux  affectés  des  argumens  (3 i  ~  2-)  p  ,  (3i  -  2g  -  c)  p  qui  entrent 
fans  expression  du  rayon  vecteur  r.  Pour  cela  remarquons  que  l’on  a 

r  =  ___  fi*  (  !  -4-  y  y)  C  ecos(v  —  v)  >-  1 

i 1  ^  KO-")  S  ’ 

ou  bien ,  en  développant  , 


r  =  ’LSL 


’)  /  e* 

T  ~  ecos(f>  —  xs r)^  . 

Maintenant,  si  l’on  substitue  pour  U’(i  *  yy)  .  $.e\  S-ecosio-v) 
es  valeurs  trouvées  dans  les  a-  144  et  ,46,  l’on  obtiendra,  en  conser- 
'aut  seulement  les  termes  divisés  par  (3t-2g-c), 


=  _  S 
V  l 


A  g;  y*  sin  (3t  —  2g  — c)  y 
16  3  i  —  2g  —  c 


,  A  .  7?  sin  (Si  —  2g)  v 


16 


3  i 


*(3^  — ag)  v} 
-2g-c 


îionVvoyAn»  In*1  faCUe  ^  C°nClUre  C6tte  ValeUr  de  r  de  r*P*- 


dt* 


_  v  dQi 
-ï-r-^-zfdÙ. 


O 
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Il  est  vrai  que  M.  de  Laplace  a  employé  ce  dernier  procédé  dans  le 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  (page  253)  pour  chercher 
le  premier  ternie  de  r  affecté  de  l’argument  (g—  i)p;  mais  la  facilité 
que  l’on  rencontre  dans  ce  cas  particulier  tient  à  l’isolement  de  cet 
argument  ;  tandis  que  l’on  ne  peut  avoir  le  coefficient  de  l’argument 
(3i  —  2 g  —•  c)v  sans  considérer  en  même  tems  l’argument  (3 i  —  2 g)v . 
Au  reste  il  n’est  pas  inutile ,  pour  la  théorie ,  de  faire  observer  que 
même  pour  l’argument  (g  —  i)  v  le  calcul  n’est  aussi  facile  qu’on 
le  voit  dans  la  page  citée  plus  haut,  qu’en  vertu  de  l’omission  d’un 
terme  dont  il  est  nécessaire  de  tenir  compte. 

En  effet,  suivant  le  calcul  exposé  par  l’auteur  dans  cette  page,  la 
perturbation  Sr  du  rayon  vecteur  devrait  être  déterminée  par  cette 
équation 


(j).. o  = 


d2-riïr  riïr 

73" 


(2  —  3)  (ap  —  -a( f>)  ^  sin  XcosX-y  cos(gv—fv—ô). 


Or  il  est  évident  que  par-là  l’on  tient  compte  seulement  de  l’effet 
direct.  Mais  avec  une  légère  attention  l’on  reconnaît  la  nécessité  de 
considérer  en  outre  les  termes  du  même  ordre  donnés  par  la  fonction 
—  m  U~  (  1  —  3  s2)  rapportée  au  fond  de  la  même  page.  En  égalant, 
pour  un  moment,  cette  fonction  à  R ,  l’on  en  déduit 


$R  =  -muJr2s$s - mw3rSr;  3  ru' u^r2  s$s  —  m  u!zr%r , 

2  2  \dr  ) 

et  par  conséquent 

2 f§  dR  S-r  =  6 mu3r2s§s  —  2m'u3r$r  . 

Donc  ,  en  faisant  ici  m'a  3ra  =  m2,  s  =  y  sin(gv  — ■ >  ô) ,  et 


*  (ap  —  ±a<p)  D%  . 

= - - - - — —  •  —  sin\  cos\-y  sinfv* 

g  —  1  a  '  J  7 

nous  aurons 

nfldR  +  î- r(^)  =  —  •^■sin\cos\-ycos(gi>— fv— 6)— 2tnr-^  i 

ou  bien ,  en  prenant  g  —  i  =  \  rn  , 

/ 


CHAPITRE  SECOND. 
D' 


1 83 


zJ'l'dR  -+-  S-r  4  ~r  sln  ^cos  ^’ï  cos(gv  ~  fv  —  6)  —  2ni  • 

Il  suit  de  là  que  au  lieu  de  l’équatiou  (i)  l’on  doit  prendre  celle-ci 

(2)"°  =  pfp  * ( !~  2n0  ’P  * (a.-3-4)  (af>-  ia<f>)  Prûn\cos\cos(gv-fv-è) , 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant  et  faisant  »  =  1  » 

r£r  =  5(<xp—^oc(p')D2ysin\cosAcos(gv—fr  —  6). 

M.  de  Laplace  a  senti  dernièrement  la  nécessité  de  cette  correction  , 
car  nous  voyons  qu’il  a  publié  cette  même  valeur  de  rSr  dans  la 
Connaissance  des  Tems  pour  l’année  1824  (page  3o3);  et  sans  doute 
son  intention  était  de  rectifier  ce  passage  de  la  Mécanique  céleste. 

162.  Avant  de  terminer  ce  paragraphe  il  ne  sera  pas  inutile  d’ajouter 
les  remarques  suivantes.  Nous  avons  trouvé  (Voyez  pages  160,  i63) 


__  _  $  3  et  y{  cos  (3 i  —  g  —  c)p  1 

vr  ”  "~ 


ài—2g—c 


^  y, cos(3i—g)i>  ^ 


U  =  G  B  S  9_,€t  7  *sin (3t  —  2 g  —  c)v  3  y  pin  (Si — 2g)v 


)i6 


Si  —  2g  —  t 


3  y  pin  ( Si  —  2g)v  ) 
16  Si — 2g — c  $ 


Ces  expressions  s’accordent  avec  celles  données  à  la  page  235  de  la 

Connaissance  des  Tems  pour  l’année  iKoV  , 

.  *  e  1U2.Ô.  mais  en  examinant  de  près 

le  procédé  indique  par  M.  de  Laplace  pour  faire  trouver  ce  résultat, 

l’on  reconnoîtra  qu’il  ne  subsiste  qu’en  vertu  d’une  égalité  qui  n’est 

pas  parfaite.  En  effet  les  équations  (L)  rappelées  dans  ce  passage 

donnent,  en  se  conformant  strictement  au  calcul  exposé  ici  par  l’auteur, 

M  .  .  n  : —  _i_  t.  ,  9 H*f  sin{Sf-2g-c)v  3 sh 

K)  ■  dvx  - 


(2)  ...  °  =  ~  s  -  ~-l  cos(3f-g-c)f>  -*p£cos{3f-g)v. 
Or,  eu  intégrant  l’équation  (2),  telle  qu’elle  est,  l'< 


A6 

I  on  aurait 


Ss  =  iHeï  ms  (3/~  g— c)  v  3ffr  cos  (3/—  g)  v 
*‘1(3 f-ë-cf-  i|  ^  A6i(3/-g)a-  i}‘ 
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M.  de  Laplace  écrit,  au  lieu  de  cela, 

*  3 Hey  cos  (3/—  g  —  c)  v 

2g  -  c)  ’ 

ce  qui  revient  à  changer  (3 1  en  2(3/—  2g  —  c)  ;  ou  bien, 
à  dire  que,  relativement  à  cet  argument,  l’on  a  l’équation 


'  co$(3f—  g  —  c)v. 


Probablement  M.  de  Laplace  appliquait  à  ce  cas  un  raisonnement 
analogue  à  celui  que  l’on  lit  dans  la  page  221  du  même  volume: 
niais  il  importe  de  remarquer  que  ce  rapprochement  cesse  d’avoir 
lieu  en  général ,  pour  les  argumens  semblables  à  gv ,  au-delà  des 
quantités  d’un  ordre  supérieur  à  m3.  De  sorte  que  le  véritable  coef¬ 
ficient  de  s  diffère  de  g2  pour  les  termes  multipliés  par  m\  m  ,  etc. 

D’après  le  même  principe,  M.  de  Laplace  intègre  l’équation  (1) 
comme  si  l’on  avait 

_  d* u.  2  yFIey*  sin(3f — 2 g  —  c)  3s  iïs  . 

0  dv*  C  U  2/i8  (3/  —  2g  —  c )  /ia 

mais  dans  le  fait  le  véritable  coefficient  de  u  diffère  de  c2  au-delà 
des  termes  multipliés  par  m.  Et  relativement  aux  termes  du  quatrième 
ordre  tels  que  m4,  m3ya,  maea,  il  pourrait  y  avoir  une  différence  dans 
les  coefficiens  numériques,  capable  de  rendre  ces  quantités  compara¬ 
bles  à  celles  de  l’ordre  précédent. 

Notre  méthode  fait  trouver  ces  valeurs  de  s  et  de  u  sans  donner 
lieu  à  des  difficultés  de  cette  espèce,  mais  les  fonctions  des  élémens 
que  l’on  obtient  ainsi  n’en  sont  pas  plus  exactes  ;  et  il  faut  absolu¬ 
ment  calculer  les  termes  dépendons  des  puissances  supérieures  des 
forces  perturbatrices ,  si  l’on  veut  obtenir  la  valeur  absolue  des  coef¬ 
ficiens  qui  affectent  ces  inégalités. 
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1 63.  Ces  dernières  réflexions  ont  un  rapport  immédiat  avec  les 
nouvelles  recherches  relatives  à  larguaient  (3/— 2g  —  c)p,  que 
M.  de  Laplace  vient  de  publier  dans  le  livre  XVI  de  "sa  Mécanique 
céleste ,  dont  nous  avons  eu  connaissance  peu  de  jours  après  l’impres- 
sion  de  cette  feuille.  Mais,  afin  d’expliquer  plus  clairement  en  quoi 
consiste  l’addition  faite  par  M.  de  Laplace  à  son  analyse  antérieure 
nous  sommes  forcés  d’entrer  dans  quelques  détails  sur  ce  dernier  écrit 
L’auteur  déclare  à  la  page  388  qu’il  assimile  l’argument  (3/_g_c)p 
à  l’argument  go;  et  il.  prémet  que  le  coefficient  qui  l’affecte  dans 
1  équation  différentielle  en  s  du  second  ordre,  ne  peut  pas  être  pré¬ 
cisément  égal  à  la  quantité  ga-i;  il  en  est  (dit-il)  extrêmement 
peu  différent.  Après  cela,  M.  de  Laplace,  pour  évaluer  cette  différence 
(qu’il  suppose  très-petite),  il  se  botne  à  exclure  de  la  valeur  de  g*-  i 
e  terme  du  quatrième  ordre  — ■  §  m2ya,  qui  s’y  trouve  introduit  par 
le  ^développement  de  la  fonction  -  3m2h6s3  :  de  sorte  que  il  prend 
ë  1  4  m  7  pour  le  coefficient  du  nouvel  argument,  à  l’égard  du 

terme  analogue  à  celui  qui  est  multiplié  par  ysin(gp  —  6)  dans  l’é¬ 
quation  (L  )  que  l’on  voit  dans  la  page  222  du  troisième  volume 
de  ia  Mécanique  céleste. 

saire  'et' nou'f ^n*011  l'C  1 J -Uantl.é  ~  1  est  effectivement  néces- 
Mémoire  publié  dans^TquatriLttTrT  £*£ danS 
Baron  de  Zach  (Voyez  page  27*).  Mais  dans  ce  mlnfe'Mémolre^noùs 
avons  en  outre  fan  remarquer  qu’en  assimilant  ainsi  à  ge  ~  6  des  arT 
mens  semblables,  il  fallait  modifier  convenablement  le  coefficient  Z?V 
si  on  rouait  rendie  la  correction  exacte,  du  moins  pour  la  totalité 
des  termes  du  quatrième  ordre.  Donc  en  réduisant  à 

o  =  { 1  -  (a  -  2m  ~  .g)*|  b®  -*m^2+g_g>_  ^  (c) , 


(3)  .  .  .  5<0> 


Lm*(3  *  ë  -  £)  - 


- - - - - ^  O  /  -raa 

3  4g  —  ga  ■+•  m  (8  —  4g)  —  ' 

uni  faudra  re„pl,c«r  „  p„  3/-4_c.  D'après  cela,  si  l’on  observe 

Tome  I. 
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que  l’on  a  A ^  =  m  etc. ,  et 


=  i  ■+■ 


117^3 


16 


3 f-g-c  -  1  —  (1  —  ^ (&  —  W) m  -*-etc 

l’on  trouvera ,  en  négligeant  les  quantités  du  quatrième  ordre , 
(o)  3m(i-2ma) 

15  r  -  O  /  -  5  _  .  117 


etc.. 


ou  bien  ,  en  développant , 

(4)  .  .  .  .  B  P  =  3  -  ^ 

La  même  équation  (3),  si  l’on  y  fait  g  = 

Z?  (O)  _  3/n  (i  -fma) 

“  8(i-im-§7na) 

ou  bien  ,  en  développant , 

(5)  . 

Donc,  dans  la  fonction  de  m, 


8m-t5m  -  m™3- 


m2  —  ^  77î  ,  donne 


•  •  =  !»• 


A  ^  _  213  S 
32  m  512  171 


\  ma(3  —  2/n  —  g)  (g  +  m) 


•  £/°\ 


qui 


fait  partie  de  l’expression  de  g2  —  i  ,  il  faudrait  changer  g 


i  -+-  m3  ■+■  etc. ,  et  poser 


16 


etc. 


pour  la  rendre  applicable  à  l’argument  (3/—  g  —  c)v.  Or,  en  con¬ 
sidérant  seulement  les  quantités  qui  ne  passent  pas  le  quatrième  ordre, 
il  est  clair  qu’on  peut  opérer  ce  changement  en  ajoutant  à  la  valeur 


9 


— Trn  =  Ainsi,  en  réunissant 

64  12o  02763  -i 

la  fonction  —  3m  h  s  ,  il  en  re- 


de  g  —  1  le  terme  £  m  X 
ce  terme  à  celui  qui  est  donné  par 
suite  quil  faut,  dans  le  cas  dont  il  est  ici  question,  remplacer  g  —  1  par 


9  2  a 
T  m  y  ■ 


HL.m^ 
128  * 


ë  -  ' 

Telle  est  la  première  correction  qu’il  convient  de  faire  au  procédé 
par  lequel  M.  de  Laplace  obtient  dans  la  page  389  du  livre  XVI 
l’expression  de  la  perturbation  en  latitude  ayant  pour  argument 

(3/  - g  -c)p. 
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164.  Considérons  maintenant  le  terme  de  l’équation  différentielle 

en  u ,  ayant  pour  argument  (3 f—2g)v.  M.  de  Laplace  déclare  dans 
la  page  386  du  livre  XVI  qu’il  assimile  cet  argument  à  l’argument  cp-st. 
Et  d’après  des  idées  tout-à-fait  analogues  à  celles  qui  se  rapportent  à 
l’équation  en  5,  il  reconnaît  la  nécessité  de  modifier  le  coefficient 
_  (i_  c2)  du  terme  —  (  1  —  c)  •  e cos (cp  —  w) ,  si  l’on  veut  le  rendre 
applicable  à  l’argument  (3/-ag)*  La  modification  opérée  par  M.  de 
Laplace  se  réduirait,  dans  le  fond,  à  exclure  de  la  valeur  de  —  ('  —  c2) 
le  terme  -^mV  cpù  s’y  trouve  introduit  par  le  développement 
de  la  fonction  Mais  M.  de  Laplace,  au, lieu  de  changer  sim- 

2/l  U 1 

plement  - (  1  -  c2)  en  -  (  1  -c2)  +  f  me  (comme  cela  résulte  de 
son  raisonnement),  il  change  le  facteur  -ytfi  en  ^x|m>  et  en“ 
suite  il  remplace  |  m  par  1  —  c  . 

Or ,  dans  le  cas  actuel ,  où  il  est  principalement  question  d’un 
effet  qui  dépend  des  modifications  qu’il  faut  faire  subir  à  plusieurs 
termes  de  la  série  qui  exprime  la  fonction  des  constantes  désignée 
par  c ,  il  n’est  pas  permis  de  substituer  au  seul  premier  terme  ni 
la  valeur  totale  de  la  série  \m  etc*  sans  faire  voir 

que  le  calcul  des  termes  ultérieurs  rend  légitime  un  pareil  change¬ 
ment.  C’est  en  cela  que  consiste  la  véritable  difficulté  dans  cette 
recherche ,  et  il  nous  paraît  qu’elle  est  loin  d’être  surmontée  par 
des  considérations  aussi  simples.  Et  la  phrase  II  lui  serait  même 
égal  si  etc.  émployée  par  M.  de  Laplace  dans  le  rapprochement  des 
deux  termes  dont  il  s’agit  ici  nous  semble  tellement  contraire  aux 
véritables  progrès  dans  la  théorie  des  perturbations  de  la  Lune,  qu’il 
conviendrait  de  s’en  abstenir,  même  dans  le  cas  où  les  combinai¬ 
sons  des  calculs  rendrait  cette  égalité  rigoureuse  ;  puisque ,  par  le 
fait,  elle  n’est  point  démontrée  par  la  considération  indirecte  de 
l’auteur  au-delà  du  premier  terme.  Il  faut  absolument  s’engager  dans 
un  calcul  beaucoup  plus  épineux,  si  l’on  veut  connaître  au  juste 
l’expression  de  la  modification  qu’il  faut  faire  subir  à  la  quantité  ~(i-c2). 

1 65.  Pour  ne  point  passer  sous  silence  tout  ce  qui  tend  à  éclaircir 
cette  analyse,  il  importe  aussi  d’observer  qu’à  la  rigueur  il  faudrait 
en  outre  modifier  la  valeur  du  coefficient  par  un  motif  semblable 
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à  celui  qui  a  rendu  nécessaire  dans  le  cas  précédent  la  correction 
du  coefficient  B^\  En  effet,  si  l’on  réduit  à 

O  -  j  I  —  (2  -  2m -  cŸÏ  A  (1)  -*•  Zrn  $  î  —  (3 ~l~  À  <0? 

(  /3I  <4  4  a  —  an*  — c  a  $ 

l’équation  qui  détermine  le  coefficient  (Voyez  page  21 5  du 

troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste),  l’on  en  tire  (en  posant 
c  =  1  dans  le  coefficient  de  3m2) 

j  (O  _  _ 3m3  (|  7m) 

1  —  3  4c  —  c3  ■+-  tfi(8  —  4 c)  —  ü  rn  * 

Or,  en  changeant  dans  cette  expression  c  en  3/— 2g,  et  remar¬ 
quant  que  Ton  a 

i  '-m  —  rn  —  etc.  ;  3/—  2 g  =  I  —  |  m2  ■+■  ^  m  -+■  etc.  , 

il  devient  évident  que  la  valeur  de  A?\  développée  suivant  les  puis- 
sances  cle  m,  sera  différente  dans  ces  deux  cas  au-delà  du  premier 
terme.  Mais,  si  Ion  s’abstient  d’exécuter  ce  développement,  les  deux 
valeurs  de  A r(I>  approcheront  davantage  de  légalité,  en  vertu  delà 
circonstance  ^qui  rend  la  valeur  arithmétique  de  c  fort  approchante 
de  i  — |  rn.  Ainsi  en  prenant  dans  ces  deux  cas  la  même  valeur 
pour  A y  Ion  commet  à  la  vérité  une  erreur;  mais  cette  erreur  ne 
saurait  se  faire  sentir  quau-delà  des  quantités  du  quatrième  ordre, 
du  moins  dans  le  sens  arithmétique. 

Il  nous  paraît  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen ,  puisque 
nous  voyons  que  M.  de  Laplace  calcule  de  nonveau  le  coefficient 
affecté  de  l’argument  (3/-2g-c)p,  qui  entre  dans  l’expression  de 
la  longitude  de  la  Lune,  en  supposant  vraie  l’équation  fl  •  dR  =  o, 
ce  qui  est  directement  contraire  à  tout  ce  que  nous  avos  démontré  à 
ce  sujet  dans  ce  paragraphe. 

Par  la  même  raison  nous  ne  discuterons  pas  l’addition  que  M.  de 
Laplace  a  fait  à  son  calcul  antérieur  du  coefficient  de  l’argument 
fe-/>  <Iui  déPend  de  l’aplatissement  de  la  Terre.  Nous  ferons  seu¬ 
lement  remarquer  que  l’auteur  admet  au  moins  dans  son  nouveau 
calcul  (  Voyez  pages  399  et  400  du  livre  XVI)  l’existence  de  plusieurs 
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fonctions  capables  de  produire  un  coefficient  de  la  forme  Hrrr, 

tandis  que  dans  son  Mémoire  publié  dans  la  Connaissance  des  tems 
pour  l’année  1824  il  avait  affirmé  que  l’on  a  nécessairement  H—  o 
(  Voyez  page  3o4  de  ce  dernier  volume  ).  Cependant  nous  avons  déjà 
publié  un  résultat  contraire  dans  la  page  3 1*  du  quatrième  volume 
de  la  Correspondance  du  Baron  de  Zach ,  où  nous  avons  avancé  que 
Fon  a  LT  =  —  M.  de  Laplace  trouve  maintenant  üf  =  h-  |  (Voyez 
page  400  du  livre  XVI);  mais  il  sera  prouvé  dans  cette  théorie  de 
la  Lune ,  que  ce  dernier  coefficient  de  M.  Laplace  est  en  réalité  d’un 
signe  contraire  et  trois  fois  plus  petit  que  le  véritable. 

§  6. 

Variations  séculaires  des  élémens  de  V orbite  de  la  Lune 
dues  aux  variations  séculaires  des  élémens  de  V orbite  du  Soleil. 

166.  Considérons  toujours  les  quantités  y,  y,  e,  e  comme  du 
premier  ordre ,  et  en  poussant  les  développemens  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement  à  l’égard  de  ces  quatre  élémens  des  deux 
orbites,  proposons  nous  de  trouver  la  partie  séculaire  (c’est-à-dire  la 
partie  indépendante  des  longitudes  v  et  v)  renfermée  dans  l’expression 

générale  des  six  fonctions  dô  de  df  p  1  < 

&  <*>  d*>  dv  ds>  1  e .  dv  dv'  aegre 

d’approximation  suffit  pour  mettre  en  évidence  l’existence  de  ces  per¬ 
turbations ,  et  pour  en  calculer  le  premier  terme.  11  est  vrai  que  le 
calcul  des  termes  suivans  ne  peut  pas  être  négligé,  lorsque  l’on  a 
pour  but  de  former  une  théorie  capable  de  satisfaire  aux  observations 
très-éloignées  de  l’origine  du  tems;  mais  il  ne  convient  pas  de  s’en¬ 
gager  dans  une  telle  recherche  au  moyen  des  formules  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires.  La  méthode  générale  par  laquelle  nous  dé¬ 
terminerons  directement  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  est  plus 
propie  à  faiie  connaître  les  termes  qui  dépendent  des  puissances  su- 
péneuies  e  la  force  perturbatrice.  Cependant,  pour  répandre  un  plus 
giand  jour  sur  cette  méthode,  il  est  utile  de  la  faire  précéder  par  ces 
recheiches,  qui  ont  l’avantage  d’assigner  la  forme  de  certaines  fonctions 


w 
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des  élémens  sur  lesquelles  il  importe  de  diriger  particulièrement  l’at¬ 
tention.  L’on  apprend  par-là  à  connaître  le  caractère  inhérent  aux 
fonctions  qu’il  s’agit  de  déterminer,  et  l’on  sait  d’avance  ce  que  Ton 
doit  faire  pour  comprendre  dans  les  procédés  d’un  même  calcul  le 
développement  des  fonctions  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil  qui  sont 
susceptibles  d’être  considérablement  modifiées  par  les  intégrations  qu’il 
faut  exécuter  sur  la  partie  variable  et  séculaire  de  ces  mêmes  élémens. 
Toutefois  ne  perdons  pas  de  vue  que  dans  ce  paragraphe  il  est  seulement 
question  des  termes  séculaires  qui  dépendent  des  élémens  de  l’orbite 
du  Soleil,  et  que  l’on  fait  abstraction  de  ceux  qui  dépendent  du 
mouvement  du  nœud  et  du  périgée  lunaire ,  quoique  ces  inégalités 
soient ,  par  leur  origine  analytique  ,  analogues  à  celles  que  l’on  nomme 
séculaires. 

167.  Cela  posé,  reprenons  l’équation 

(l'h a  2d£î 

dv  ~~  iidv 


qui  détermine  la  variation  de  la  constante  arbitraire  h2.  La  valeur 

de  la  fonction  3- ,  relative  à  l’action  du  Soleil ,  a  été  donnée  dans 
u  dv  5 

le  n.°  27;  mais,  comme  il  s’agit  ici  d’avoir  seulement  les  termes  in- 
dépendans  des  angles  p  et  v  qui  ne  passent  pas  le  second  ordre, 
l’on  peut  réduire  son  expression  à  celle-ci 


dû, 

u2dv 


3  M’u'* 

iS 


•  ss  sin(y  —  p'). 


Or  nous  avons  s  =  y  sin  (p  —  ô)  ;  et  d’après  le  n.°  46 
s  =  y  sin(y  —  ô')  ;  ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 


d'h *  3  M'h*  ,  .  (A 

L’expression  de  dJ-  renferme  un  terme  semblable.  En  effet  nous 
avons  l’équation  (  Voyez  n.°  68  ) 

dy  cos(v  —  6)  <  o  /  M  dû  ) 

*  =  — —  l  %  -  ? ««  O»  - «)•  5^  j  ■ ; 

donc  eii  y  faisant  (Voyez  n.°  37) 

=  ~ÜV~’SC0S(v  ~  v)> 
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et  négligeant  le  terme  du  troisième  ordre  donné  par  la  fonction  4^-* 

A  u  dv 

il  est  évident  que  l’on  a  v 

dy  3  Jfflui*  1  .  y  a  /k 

t  =  yW7sln(6-6)- 

1 68.  Si  l’on  remarque  maintenant  que  l’expression  de  ^  posée  dans 
le  n.°  68  renferme  la  fonction 

\\e  -h  a«w(p-iir)j-ï^*  2eycos(v  ô).~l, 

l’on  en  conclura  d’abord  que  l’on  a 

de  (  9  3\  M'u '3  f  .  /A  nv  3  M’u'3  ,  .  x  .  /A  Af 

=  (-I-"â)ÂV-rysm(ô-Ô)--.^r?.ryco^-®)im(ô-6). 

Donc  en  faisant  dans  le  premier  terme  du  second  membre  de'  cette 

,  .  1  /jS 

équation  —  =  _  9  et  dans  le  second  terme 
1  4  h9  f  x 

il  viendra 

r-*  ~  (,~  s’*’**3)-—* — rrnn{()  —  6), 

ou  bien 

de  ^  *7  M'u'ih6  , 

e>dv  “8~  *  - 7/ —  6)  . 

169.  Réduisons  l’expression  de  ^  posée  dans  le  n.°  68  à 

f  =-;-ys«(p_ô)  .^a*(a-^6e*H.2/)^a_!eco^_llr)Aÿlw. 
D  après  les  formules  du  n.°  27  nous  prendrons 
D  3W3  r  / 

%)  =  y-^-:v5C0s(p~p). 

Maintenant,  si  l’on  remarque  que  l’expression  de  SI  rapportée  dans 
le  n.  26  renferme  la  fonction  (  )  lr 


"Tjr  U  *  )  %  *  ~^r-  cos(v~v)  > 


_  s_ 


'3  ~  (1  ■+•  sny  a  ($$'  - +-  cq$(v  —  v  )) 
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on  prendra  dans  le  cas  actuel 

M’u'3  Ç  x _ —  $rl. _ ^-  (\  — •  —  s'2)  —  3  ss'cos(v  ~  t>')  l 

**(a)  w3  ^  2  2  '  2  '  ) 


ou  bien 


Çl _ ^!(,_2s'n_3^-3ss'coi(t>-p')- 

^(2)  “*  2U3  V  2  /  U3  V 


Donc,  en  faisant  I  -fs”  =  i fsin\v'^)  =  i-f  A  et  sub¬ 


stituant  ensuite  ces  valeurs  de  Ü(l)  et  ü(i)  dans  celle  de  g  ,  on  aura 

-ylrS -lik)p'^(6-6')- 

Maintenant ,  si  l’on  fait  dans  le  second  terme  de  cette  valeur 

i  3  h.6  ,  s 

7?  =  --ÔS-ecos(v~  w)’ 

et  dans  les  termes  du  second  ordre  «  =  -fc  >  =  ^  ’  11  vlendra 

170.  Pour  développer  le  premier  terme  de  cette  expression  ,  il  est 
indispensable  d’avoir  la  valeur  de  u  en  fonction  de  la  longitude  v 
de  la  Lune. 

Les  formules  (2)  et  (3)  trouvées  dans  les  n.°!  46  et  47  donnent 
en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

u  =  JL  5  1  e,J  -  lyn  -  tcosiy -t)  -  l-r1cos(2f'  -  2Ô)  | 

n\t  -/')  =  *•  -  a «W-  O  - - 2r'>  -  \yn“n^'~ aâ')- 

Actuellement,  pour  avoir  p  en  fonction  de  p,  il  faut  éliminer  * 
de  la  dernière  de  ces  équations  au  moyen  de  1  expression  de  t  J 
posée  au  commencement  du  n.°  63.  Cette  dernière  équation  devient 
t  f  =  fA'dv ,  en  omettant  les  termes  périodiques  qui  ne  peuvent 
rien  donner  dans  le  cas  actuel,  ainsi  qu’il  est  aisé  de  le  voir  avec 
une  légère  réflexion  sur  la  marche  même  du  calcul  que  nous  allons 
exposer.  Il  suit  de  là  qu’en  substituant  pour  fA'dv  sa  valeur  trouvée 
dans  le  n.°  64,  et  négligeant  le  carré  de  l’intégrale  Jdü,  Ion  a 
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où  l’on  sait  que 
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dû 

ds 


ds . 


La  valeur  de  trouvée  dans  le  n.°  167  nous  montre  d’abord  que 

dans  la  fonction  dv  Ton  a  le  terme 
dv 


3  M'a’* 


yy' sin  (ô  —  ô')dv  . 


Pour  avoir  le  terme  analogue  renfermé  dans  la  partie  du  ■+■  ds , 
remarquons  que  les  équations 


çy  _  s  dû  I  •+■  SS  dû, 

u  du  u *  ds  ’ 


_  c?û  j  dû, 

kl  =z  -  H - -  - 

(a)  du  u  ds 


posées  dans  le  n.°  61  donnent 
dû 


(l  *  SS)ü(ly 

Cela  posé  il  est  clair  que  d’après  les  formules  du  n.°  27  l’on  a 


SM'u'3 


s' co  s  (v  — v)ds  . 


Il  suit  de  là  qu’en  faisant  dans  cette  expression 

s  =  y  sin  (y  — ô')  ,  ds  =  ycos(y  —  G)dv 
1  on  obtient  dans  la  valeur  de  ds  le  terme 

ds 

3  M’u'3 

-~-yy'sin(6-6')dP. 

CC  trfQïle  détrUIt  donc  exactement  celui  qui  se  trouve  dans  la  valeur 

de  —  dv. 
dv 

Il  est  d  ailleurs  évident  que  la  fonction 

~~  US  ’  ^<a)  ds  =  —  .  y2  sin  (2V  —  2Ô)  •  dt> 

a5 


Tome  I. 
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ne  peut  donner  aucun  des  termes  dont  il  est  ici  question.  Et  si  l’on 

remarque  que  la  valeur  elliptique  de  il  donne  (Voyez  n.°  60) 

du  a  i  s  ds  •  /  \  } 

==  — - -  — 7- - -  —  e  sin(v  —  tx)  >  î 

dv  h\  i  •+*  yy)  (  dv  •  /(  i  ■+•  ss)  v  7  ) 

l’on  verra  aussitôt  qu’il  est  impossible  d’avoir  des  termes  semblables 

dans  la  valeur  de  la  fonction  .  Ainsi  il  est  démontré  par-là 

que  dans  l’expression  de  d'£l  l’on  a 

/3  3\  M'u ,3  !•  /A  A’\  1  ~ 

-  j  •  —tf-  •  yy  sm(ô-6)dv  =  o. 

171.  Nous  avons  vu  dans  le  n.°  108  que  la  même  fonction  d'Sl 
renferme  ces  deux  termes 


M'u'3  /i  x  7  M'u'3  7 

-—(z-ss)da-—-sds’ 


lesquels,  en  y  supposant  a  quantité  absolument  constante  et  égale 
à  -T ,  donnent 

-^fd'ù  =  £%.(!!_-  i). 

a  J  au'3  u 

Donc,  en  substituant  pour  s  et  «  leur  valeur  elliptique,  et  prenant 

r  _  3  I  3 

-1-  ecos(v  —  ur)>  =  I  —  e3, 

l’on  obtient 


ou  bien 

-t'/m  = 


En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de 
nous  aurons 


£  •+•  /  posée  plus  haut , 


Donc,  en  nommant  P  la  partie  variable  et  séculaire  renfermée  dans 
1  3 

la  fonction  p  ( 1  ~ e") 5  et  ^a^sant  Pour  plus  de  simplicité 

^L^bî.  —  m3,  et  comme  dans  le  n.°  109 

a3all  ' 
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ou  bien,  en  multipliant  par  n,  et  négligeant  le  terme  multiplié  par  m4. 


l’on  aura 


nip  ■+■  f)  =  ^  -t-  -  mJ'Pdv. 


V* 


172.  E11  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  —, 
et  posant  ^  =  m  ,  il  en  résulte 

u'(t  1-/)  =  TOP  5  m '-mfPdv. 

Nous  avons  dit  plus  haut  que  l’on  a  l’équation 
n!{p+f)  =  p'  —  2£iw(p'  —  7-')  1  £asin{î.v'  —2t')  +  -  /*sin(2p'  -  ad'). 

Donc ,  en  éliminant  la  variable  «  entre  ces  deux  équations ,  et  posant 
pour  plus  de  simplicité  r 

A  =  n'(S-/)  +  ïm>mrpdV) 
nous  aurons  * 

P'  =  mp  -h  A  ■+■  2ïrMrt(p'  —  r')  5y3«ra(ap'  —  2r<)  _  »  y^sin^f/  _  26') . 

Maintenant  st  l’on  tire  de  cette  équation  la  valeur  de  p'  à  l’aide  de 

troisième  Lre^’  ^  tr°UVera’  “  négliSeant  les  <ïuantit«  <*« 

p  =  top  ■+■  A  ■+.  2i'sin(m p  +  A-r') 

+  4f  *w(2top  h- aA  -  ar)  —  i/W^mp-t-  aA  —  aô'). 
Il  suit  de  là  que  4  ' 

f  cos(p  -  r  )  =  s'cos[top  h-  A  —  T'  -t-  ne'sin(m>  -t-  A  —  r')] , 
d’où  l’on  conclut,  en  développant  le  cosinus. 
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s'cos( Pr  -  /)  =  -  i“  -f  e'  co  s{mv  -t-  A  —  /)  -*-  £“cos(amp  aA  -  a/). 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  u  (Voyez  n.°  17°)’ 
et  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre 


yncos{ 2V1  -  2.6)  =  yncos{p.mv  1-  aA  —  aô') , 


l’on  trouvera 


=  2  5  ï  h-  I  -h  îcos(mv  h-  A  -  r')  h-  £“coi(amp  +  2A  -  ar') 

°  4 

—  -  y'acos(2m(>  -t-  2A  —  2Ô')  >  • 

4  5 

173.  Revenons  maintenant  à  notre  objet,  c’est-à-dire  au  dévelop- 
pement  de  la  fonction  qui  entre  dans  l’expression  de 

En  négligeant  les  quantités  périodiques,  il  est  clair  que  nous  avons 

M'3  =  -L  é  1  ^  i  s12  h-  -  y'2)  ;  \l/ 1  ss  e  cos(y  —  m) 
a'°  V  2  4  '  c 


ï  3ea —  ~ya  ; 
4 


et  par  conséquent 


c".(,  +  y2)3  (1  2  E'2  •+■  -  y'3)  (i  H-  3ea-  2  y2)  , 

<r3a3  (rV3  V  '  /  '  2  4  /V  4  ' 


ou  bien 


M'u'3h 3  M  h9  /  n  a  3  ,a  3  9  a\ 

TT-  *=  T — n  (  I  oe  -  6  ■  -  y  *-77) 

3it3  tf6**'3  \  a  4  4  7 


3  /a  9 


/Jf 

En  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  il  viendra 

%- -‘S  j 1  -  '  *>• 

Nous  avons  vu  dans  le  n.°  171  que  l’on  a  l’équation 

<  -/  -  |/(Ï)H! : ïèM ■  *  ;  !  '•)  *  i  ■ • 

Donc ,  en  y  substituant  pour  /  la  valeur  que  l’on  obtient  en  intégrant 

j  r 

l’expression  précédente  de  ^  *  il  viendra 
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21  _Æf' 
'l'ff6 


Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  équation .  mais  avant  de  1a  dé- 
velopper  ultérieurement  il  est  nécessaire  de  former  les  expressions 
j  dv  „  db  . 
séculaires  de  et  Tv’ 

1 74.  Observons  avant  tout  qu’en  posant  pour  un  moment  l’équa¬ 
tion  (Voyez  n.°  68) 

=  (l±22la^)Cos(v  -  tir)  -H  ^  y  -  6)  ^7  sin(2v  “  ô  ~  j  ’ 

et  prenant  ensuite 

2 M'u'.ï  ,  .  ,  o  M’u!*  ,  ,  n  3 3fu'5  1  /  t\  3  M'u'3s 

•• VsV’  =  — iC05(pv)-ï-— 

=  -^r-ecos(y-m)i  ^  •  e  co<p  -  w) , 

il  en  résulte 

«far  /3  a  9  a  27  n\Mru'*h6  /g  g  3\M'u'3h6  ,  sa  ai* 

*=(  4A-5*  “76^  yyco<ô-6). 

Si  l’on  considère  de  nouveau  le  calcul  exposé  dans  le  n.°  77,  il  est 
facile  de  voir  qu’en  y  faisant 

2.  m  j  t  »  3  (!  -  yy  *,  |e3)ecoS(p  -  w)  | 


l’on  obtient 

da  3  JKV‘*S 


tfar  3  M'u^hP  /  v3/  ki  2v  i5  M u 3hb  /  ;  \ 

_  =  -  *  yy)  (i  -  yy  -  f  «  )  +' “  2nr)- 

Donc ,  en  réunissant  ces  deux  parties  de  l’expression  de  ~ ,  l’on  aura 

du  3  M'uJ^k6  /  a  9  a  *  a\  21  M'ufihf*  ,  /a  a/\ 

*=r'^-(,+0'r  ~ \y  -*le)  *T — ^r-yycos(ô  -ô) 

4  «T4  V  ' 
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Ainsi  il  est  nécessaire  de  calculer  les  termes  séculaires  renfermés  dans 
le  produit  ri3cos(2i>' —  2^); 

La  valeur  de  u!  trouvée  dans  le  n.°  172  donne 

' 

uJ  =  ^3 1 1  ^  ^  7n  •+■  3  s'cosÇmv  +  A-r)  +  ^  encos(p.mv  ■+■  2  A  —  2/) 

—  ^  /aco$(2rap  -h  2A  —  2Ô')  |  • 

A  l’aide  de  l'équation 

r  -»  >  { 

=  mp  -h  A  •+•  2£rsin(mv  h-  A  —  -+-  -snsin(2rm>  ■+■  2A  —  2 t) 

—  A.y25j^(2mp  2 A  —  2Ô') 

trouvée  dans  le  même  numéro ,  l’on  obtient 

co$(2p'  —  2w)  =  (1  —  4e'2)co5(2mp-H2A—  2  or)  —  2£'cos(mp -h  A -ht'  —  2  or) 

-H  ^  6/2C05(2t*7  —  27r)  ■+■  ^  /2C0s(237  —  2Ô')  . 

Cela  posé,  il  est  clair  que  l’on  a 

m'3C05( 2p'  —  2-5t)  =  —  3  ^  £'3C05(2tï7  —  2r') 

~  |)y°coi(aw-atf)i 

ou  bien 

U3COs( 2p'  —  2ûü)  =  —  -L  |  £,aC0s(25T  —  2r')  -+■  |  yn  cos{2rxj  —  2Ô)  |  • 

Donc ,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  ^  obtenue  plus  haut, 
et  faisant  dans  le  premier  terme 


I  /  3  /a  3  ;a\ 

5*0 -S*  -77  )> 


l’on  trouvera 

du  M1  bP  C  3  /  3  /2  3  ,a  a  5  2\  21  î 

d»  =*  ;É  ~*y  *°'y  *2e)  +  -8  yycos(d~6')\ 

“  ^5  i  f  £,2cos(2®  ~  2r’)  gf  A«(*W  -  2Ô')  J  . 
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176.  Pour  former  l’expression  analogue  de  y  ~  ,  remarquons  d’abord 
qu’en  faisant  dans  l’équation 

§  =  F\%)-ycos(»-6>ïtt\sin(y-6)i 


««>  = 


7 

3M'u'3(i  —  ss) 


•s' cos (p  —  v)  ; 


dû 

u'dv 


SM'u'3  , 

~4  — •«  sin(y  —  v[ ) 


(Voyez  11. 09  68  et  27),  l’on  obtient 

dô  3  M'u' 


3  AW3  ,  C  .  ,  ,  .  ,  ,  > 

I  *  ÂV  ’ 5  )  sln(?  ~  ô)  $m(w  —  pf  —  ô)  > 

-  5  •  Tiv1  • s' j  «'î(21’  -  v'-6)  -  l  M*'  -  «)  j  i 

mais  s'  =  y  sin(y'  —  è')  ,  partant  nous  avons 

yTv  =  ~  jy2)coi(ô-ô')-co«(ap-â-ô')-coi(ap'-ô-ô)|. 

D’après  le  calcul  exposé  dans  le  n.°  75 ,  la  valeur  de  y  ~  doit  aussi 
renfermer  la  fonction 


3  M'u'3y  (  ,  ,  ,  > 

“  ï  *  ~h^r  \  1  —  C0s(2V  —  26)  -  cos(2p'  -  aô)  5  ; 

ainsi  il  est  clair  que  l’on  a 

y  ST  =  "  ;  •  “ÀVT-  J  1  -  C0i(2p  -  2Ô)  -  -  a«)  £ 

"*  4  ■  —  iï)cos(6—6')  —  cos{2v—ô—6!)  —  cos(2v'  —  ô—6')^. 

Il  faut  maintenant  développer  le  second  membre  de  cette  équation  en 
conservant  les  termes  séculaires  du  troisième  ordre  afin  d’avoir ,  après 
la  division  par  y,  la  valeur  de  ^  exacte  jusqu’aux  quantités  du  second 
ordre  inclusivement. 

176.  Pour  obtenir  les  termes  donnés  par  la  fonction 
3  M'u'3  C  . 

ï  ‘  W  pcoi(ap-aô)  -  y'cos(2i>  -  6  -  ff)  p 
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il  suffit  d’y  faire 

-i-  »  (y1^.ss^ecos(y-'Cj)^’'Az=  ^72cos(2P-2Ô)*5eacos(2P--2G7)^ 

ce  qui  change  l’expression  précédente  de  7  ^  en  celle-ci 
dô  =  _3  .  W>  L_ycoi(2p'-2ô)*r'c0i(2p'-ô-ô')-('  -§ /)r'cos(ô-6') 

UV  4  ^  C 

-+- 1  •  |  y3  —  yy2co  s  (ô  —  ô')  —  5y'e2cos(2tir  —  6  —  6')  |  • 


Or,  en  changeant  successivement  2ts  en  26  et  6  -+-  6'  dans  la  valeur 
de  u/3  cos  (20  —  2zj)  trouvée  dans  le  n.°  174,  il  est  évident  que  l’on  a 

u3cos(zv’  —  26)  =  —  ^3  ^  €,2cos( 26  —  2 t)  -4-  005(26  —  26')  ^ 

m'3  005(2^  • —  ô  —  ôr)  =.  —  ^  j  £,2COS (ô  2Tr)  -+-  7-  COS  (6  —  6')  |  • 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs,  nous  aurons 


dô  3  M'u'3  {  /  1  2\  f  /a  At\  ? 

r^  =  -"ï*w'P“‘(î~iy)ycos(ô-:ô)î 

-y3  “4"  ( è 7,3 ~~  i ^Va) C05(ô  —  6')  —  7  ea cos (2OT  —  6  —  ô') 

^yyncos(2Ô  —  2Ô')  —  -yencos(2Ô  —  2t)  -+•  ^y£2cos(ô  -+•  ô'  —  2r') 


Cela  posé ,  si  l’on  fait  dans  le  premier  terme 
1  1  /  3  ,1  3  ,2\ 

Jp-ïfsO-ï*  -4 7 

jr  =  ^5(1  -^yy)4(»  -*-5e2-r3)  =  ^(1 


3ya  -h  Sea) , 


il  viendra 

3/  3  3  ,1  r  a  5  a\ 

—  _+_5e  *27) 

§/*  -  5e1  -*■  a/)  cos(ô  -  ô') 

-  y  |  ^  y'1  cos  (26  —  26')  hraco«(aô  — 2r') 

|  -t-  y  |  h‘Jcoi (ô -t- ô‘ — 2t’)  —  ~-e*cos( 20  —  ô — ô')|- 
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En  rapprochant  de  cette  équation  toutes  les  autres  que  nous  avons 
obtenues  dans  ce  paragraphe  pour  calculer  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Lune,  nous  aurons  les  résultats  suivans 


3  if'A6 

4  *  o-4a'3 

d'h* 

_  3  #  «8 

di>  H 

a  <F4a/3 

de 

27  Af7i6 

e  dv  ^ 

8  *  <r4a'3  ' 

du 

M'h} 5 1 

~dv 

<rV3  j  j 

df 

ir/i9  c 

ds>  "  ‘ 

-  <r  V3 1  1  ■ 

da_  mr\  a  ** ^  S e“)  y  n'cos(ô  -  ô')  ) 

d»  =  <rW3j  i5  a  ,  ,  i5  T 

r  T e  C0S^W  -  2T)  -  é  A<*(a®  -  26)  j 

df  M'h9  C  q  D  r 

dv  ~~  «rW3 1  1  ■+’  “  6  —  -  y ■+■  -g-  e3  H-  2  ya  ?±  yy'cos^  —  6’)  l- 

177-  Actuellement,  si  l’on  compare  les  valeurs  de  —,  —  avec 
celle  de  -£f  il  en  résulte  les  équations 

-*L  =  2 

<*>  e  •  rfp  ïfdv 

lesquelles  étant  intégrées  donnent 

Z°g (v)  =  **  ~  ^  C1)  =  ?(/- »’) . 


7,“  -  /  ;  £o£ 


Douc  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  retenant  seulement 
les  deux  premters  termes,  il  viendra 

h*  =  A’(l  -  y‘  ~  À  ’  e  =  \  -  J «.(r,*  -  •/)■ 

La  parue  séculaire  qui  entre  dans  les  deux  variables  h1  e  sera  dm, 
pression  n0US  aurons  déterminé  celle  qui  se  trouve  dans  l’ex- 

Ces  expressions  de  h'  et  de  e  donnent 
hb  =  h%ï  -k  3y(4-.3/);  ^  =  e>  =  e;. 

Tome  /.  3  2  7 

a6 
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Donc ^  en  substituant  ces  valeurs,  et  posant  — -  m  ,  ion  auia 

/_!y(i  -H  3 y/* H-  Se(*  H-^-t-^y'3--/)  | 

.  1  ^  7  ÿ(l  •+■  3y,a •+■  5e;  •+■  J  e,a  1  y"  —  7  )  cos(ô  —  â’)  I 

_  y  |  1  Aos(2Ô  -  aô')  +  5  sncos(2Ô  -  2T')  J  l 

^  y'  |  !  s"cos(6  -t- 6'-  27-')  -  ^  e;cos.(2®  -  ô  -  ô')  |  j 


=  I  m3y'«n(ô  -  6')  , 


du 

dv 


U. 

dv 


V-  |y'a- 3y,*- 3/- |e,V T  w'c<*(9 “  ô')  ( 


!  £'aco$ (257  —  2r)  —  ^yncos(2WT  —  2Ô') 


=  1  1  e'1  ~  j  y“->-  y  <  -  1  ^  t  r/ «»(«  -  «')  j; 

et  la  valeur  de  t  4-  f{  trouvée  dans  le  n.°  173  deviendra 

n(t  ■*■/)  =  p  mjdv  (l  s'2  - 1  y'1  -  |  y")  h-  ^  m *jdv •  yy'cos(ô  -  6') . 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  —  —  m ,  et 
opérant  comme  dans  le  n.°  172,  l’on  en  conclura  que  dans  1  équation 

v  =  mv  -4-  A  2 s' sin(mv  4-  A  —  t)  4-  etc. 

l’on  doit  poser 

A  =  n'(f  -f)  *  m  rnfdv  (J  s12  -  ^  y”  -  |  y") 

4-  y  m  myè/^>  •  yÿcos(ô  —  ô') . 

La  question  est  donc  réduite  à  intégrer  les  deux  équations  qui  déter¬ 
minent  les  valeurs  séculaires  des  variables  y  et  ô.  Pour  cela  il  est 
d’abord  nécessaire  de  les  transformer  ainsi  qu’il  suit. 

178.  Nous  avons  vu  dans  le  n.°  48  que  l’on  a 
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yn  =  •+■  tâNN' cos[(i'  ~  i)t  -+•  0 _ jgj  5 

e,a  =  2M2  ■+■  22MM'cos[(i'  -  /)  *'  _ 

Donc,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  et  faisant  pour 

plus  de  simplicité 

G  =  2JVN'cos[(ir  -ï)t  +  jS'  -  J3], 

#  =  2^'C05[(^ 

U  y  jïei  C0S  (25J  —  ô')  —  £,a COS  (ô1  —  ar’)  1 1 

^  y  1 2  e/  s‘n(2&  —  6')  -b  e'2sin(6'  —  a/j  |  •> 

^  ~  ~3  y'‘cos  26'  —  s'1  COS  O.T  , 

V'  =  —  5  r“im  2â'  —  2r'  > 

*  =  U  cos  6  -*  -k  y(Fcos  ad  h-  F'sinzô), 

nous  aurons  ces  deux  équations 

î  =  l  mVsin(ô  —  &) , 

Gela  posé,  si  l’on  fait 

y sin 6  =  p  ,  ycosô  =  q  , 

l’on  obtient  en  différentiant 


ûJp  __  dy 
du  ~~  dv 


sin  ô 


dô 

dïïcosô, 


dq  _dy 

du  du 


cos  ô  —  “  y  sin  ô. 


du 
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Donc,  en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  J-,  et  faisant 

pour  plus  de  simplicité 

K  =  B  +  3H+-C- -V, 

2  2 

T  =  ZU>*  (^T2  *lH*lQ^y’sinÔ' , 

P  =  (Y  +  y  co  s  6')  ( Y  cos  2Ô  ^  Y'sin  2Ô)  ^  (F cos  3ô*  V'sin  3ô) , 

Q  —  (FV  y'sin  6')  -4-  (Y  sin  2.Ô  -  Y' cos  2Ô)  ^  (V sin  3ô-  V’cos  3ô)  ,, 

il  viendra 

d£  *  l  - 1 m^7'  p  =  \  m*p> 
ÿ-lm\K+F)p-*  |m2r9  =-~m’Q. 

179.  Appliquons  à  ces  deux  équations  la  méthode  d’intégration 
donnée  par  D’Alembert.  En  multipliant  la  seconde  par  un  facteur  x , 
et  Rajoutant  ensuite  à  la  première  *  l’on  forme  cette  équation 

*£+xÿv  +  îm ^K(q-px)-Vpx-l  V'(p  -qx)\  =  \ m\P-  Qx) . 


Actuellement,  si  l’on  fait 
il  en  résulte 


p  =  z  —  qx. 


z  =  p  -4-  qx  , 


et 


d_P  +  xdJ. 

dv  dv 


dz  dx 

dï>~~  V  dv 


Donc ,  en  substituant  ces  valeurs ,  nous  aurons 

=  lm\P -Qx). 

H  suit  de  là  qu’en  déterminant  le  facteur  arbitraire  x  de  manière 
que  l’on  ait 
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o  =  F'x*(K*  F)x^, 

l’on  pourra  déterminer  z  en  intégrant  l’équation 

dTv-\^\^V)x*\V'\z  =  ^  ta\P—  Qx’)  ; 


de  sorte  que ,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 

r  =  (ï*r)t  +  ir, 

l’on  a 

Z  =  C-t-  5  rn  Jdv  (P- Qx)e~^m*fRdv  | , 

où  C  désigne  une  constante  arbitraire,  et  e  la  base  des  logarithmes 
hyperboliques. 

Remarquons  maintenant  qu’en  posant  l’équation 
K  ■+■  V'x  h-  (JtC  •+*  V)x*  =  o  , 

l’on  en  tire 


2(ic  ■+.  V)  ±  (a: r  ~  ^  * 


eür 


Or,  en  différemiant  cette  expression,  l’on  obtient  pour  ^  une  quan- 

tité  de  la  forme  A'^~  -+.  A"  dK  AW  dv 
d\>  **  dv 

l’équation 
l’on  aurait 


dx  3  a 

0  =  i - m 

dv  4 


dv  »  sorte  que.,  au  lieu  d’avoir 
K  *+•  V'x  (X  V)x 3  ^  , 


o  =  ^ 


ce  qui  n  est  pas  vrai  à  la  rigueur.  Mais ,  si  l’on  fait  attention  que  les 
fonctions  séculaires  désignées  par  F,  F',  K  acquièrent  des  facteurs 
tres-petits  par  la  différentiation,  l’on  accordera  sans  peine  que  l’on 
peut  regarder  comme  suffisamment  exacte  la  valeur  précédente  de  *. 
i  o.  ela  posé ,  si  1  on  fait  pour  plus  de  simplicité , 


-  F' 

2(K*F)  ’ 


*'  =  «•) 


a  = 
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nous  aurons ,  en  distinguant  les  deux  valeurs  ‘de  x , 

x1  =  a  -+-  b'[^i  ,  x"  =  cl  —  b'ÿ^ï  : 

En  nommant  z\  z"  les  deux  valeurs  correspondantes  de  2  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 

<p  =  V)b'dv , 

on  aura 

z'  =  e'P'Æ  -ïm2f(P-Qa'-Qb'/r1)e-<Pÿ:îdi>\i, 
z"  =  C'V  ^  m *f(P-  Qa'  -  Qb'fry'P  Ve*  ■ 

Donc,  en  remplaçant  l’exponentielle  e*'  ^  par  la  fonction  équivalente 
co5  (p  ■+■  \^i  •  sin(p  ,  et  posant  pour  abréger 

R'  =  (P  —  Ça)  cos  <f>  —  Qb'sin  (p  , 

/?"  =  (P  —  Ça')  s  in  <p  h-  Qb' cos  (p  , 

il  viendra 

z'  =  C'(cos  (p  ■+■  sin  (p)  h-  ^  m2  j  cos(pJ ’ ■+■  sin(pf  R''dv  ^ 

—  ^  m  V1!  |  cos  <pj ' ft"dv  —  sin  §f R  dv  |  » 

z"  =  C  '(cos  (f>  —  |Aï  sin  (p)  -h  ^  m2  |  cos  <pf  R! dv  •+■  sin  (pJ*R"dv  | 

■+•  ^mV^j  cos(pJ'R''dv  —  sin<pJ'R! dv  |  • 

Pour  tirer  de  ces  deux  expressions  les  valeurs  cherchées  des  fonctions 
p  et  q,  il  suffit  d’observer  qu’en  vertu  de  l’équation  z  =  p  ■+•  qx 
nous  avons  les  deux  équations 


=  p  -  q(a’  -  » 

lesquelles  donnent 


*")- 


z"  =p  +  q(a’-b'\ri), 


et  par  conséquent 


a’V-z»)  . 
26^  ’ 
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F 


C’-i-C"  a'(C'  —  C")  j 

ai'  |/^ï  | 


^  ni2 1  cos  (py Æ'<&  -H  s  i/t  (f> ’dv  ^  ^  ^  j  cos  <pfR"dv  —  sin  (pfü'dv  |  ; 

9  =  (^fj=r  cos<^^  ~  2C  }  sin<p  -  \'V  jco*  <P/R"dv  -  sin  <P fiïdv^  ■ 

Actuellement,  si  l’on  change  la  forme  des  constantes  arbitraires  C  et  C", 
en  posant 

C'  -  C"  ■  A  c'  ■+•  C" 

—  y/0050/’  — ~ — —  7Jsinô/ , 


il  viendra 

p  =  r,  Sln(6,  -  <f>)  -  ÿ  r,  cos(ô,  -  <p) 


v  -  ^ 


d\i 


'+■  ^  ma  |  cos  <f) ffldv  -t -  sirc  $ ^ ^ C05  $ — sin  <P / |  * 

6'ç  =  ^  cos(ôy  — -  <f>)  —  2  m2|  cos  Cf) fR'dv  —  sin<p J* R'dv  ^  • 

En  substituant  pour  R\  R  leurs  valeurs,  l’on  donnera  à  ces  expres¬ 
sions  de  p  et  q  la  forme  suivante  : 

b’q  =  y,cos(Ô,  ~  <P)  -  |  m*  j  cos  <pfp’dv  -  sin  ‘p/Q’dv  J 

-  ;  1 cos  *fîQ  *w  <P  ■  *  -  «  <ï> /a'Q  cos 

p  =  )>(ô,  -  <f>)  -  ïp  cos(ô ,  -  <p) 

g  .  njid  no  ç<A>\  —  G 

-  m~  \sinpj* P'dv  -+•  cos  p J ' Q’dv  £ 

'  A \  (  ;  -  \i c  -h  fl  )  y  [  ;  -  —  „  ^ 

—  -m*  ]  si/i  <f> fàQ  sin  (p  dv  •+■  cos  p  fa'Q  cos  p  dv  > 

*  .  ç  ^  •/  t 

4  11)2  ^  |  cos  $ 'fP  dv  —  sirc  <f) 'J'Q'dv  | 

4  111  )  C05  $ fa  Q  sinpdv  —  smp JaQ cos  pdv^ 
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où  l’on  a  fait  pour  plus  de  simplicité 

P'  =  P  sin  (p  ■+■  Q  b1  cos  p  ;  Q’  =  P  cos  (p  —  Q  b'sin  <p4 

_  y, 

181.  Observons  maintenant  que  la  quantité  a!  =  ~^K_^  ^  est  par 
elle  même  très-petite,  puisque  le  numérateur 

V  =  -\ynsia^~  e'*sm2T', 

et  qu’en  outre  la  quantité  K  est  très-peu  différente  de  l’unité.  L’on  peut 
en  conséquence  négliger  d’abord  le  carré  de  a',  ce  qui  réduit  l’équation 


b'  =  [/ ~  “'0  à  b'  =  [/ Gf^r)  ’  et  donne 

<p  =  +  V)b'dV  =  T). 


K 

Donc,  en  substituant  pour  K  sa  valeur  (Voyez  n.°  178)  et  faisant 
pour  plus  de  simplicité 


l 


nous  aurons 


A  =  B  -  3H  +  -G, 

2  9 


A  'moq  Jiipujhëù: 

rA. 


ü3 


=  -  ta2fdi>  | /(i  -  X  V)  (iVÏ V).' 

Il  suit  de  là  qu*en  négligeant  la  quantité  du  quatrième  ordre  donnée 
par  le  carré  de  la  fonction 

1  00  >  ■“ 

V  =  —  ^  yncos  2Ô'  —  s,2cos  2 t'  , 

3 

l’on  a  (p  =  -  vnJ'Adv ,  ou  bien 

<p  =  ~  my* (B  3  H  -+•  ~  G)  dv  ; 


et  en  substituant  pour  B  sa  valeur ,  nous  aurons 


=  | ma(  1  3/( ■+.  5e* 


S., 


■  2  2/V> 


“  s  mlfydv  *  1  mf(îH  -4-  <?)*„ 
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Au  reste  il  est  clair  qu’en  imaginant  développée  ultérieurement  l’équation 

Jfl  O  r  o 

=  4  : P  -  7  (B  *  -  |  G)  *  y'{B'  +  3H  +  ZG)  cos  (6  _  tf)  j , 

l’on  trouverait  dans  la  partie  constante  du  coefficient  |m2(Z?  ■+.  3#-*-  H  Q'j 
la  quantité  qui  a  été  désignée  par  g  —  I  dans  le  n.°  80  :  ainsi  rien 
n’empêche  de  poser 

<P  =  (g  -  -  | mfydv  -+-  |  raf(G  2fl>fe. 

Alors  toute  la  partie  proportionnelle  à  p  qui  doit  entrer  dans  l’ex¬ 
pression  de  <f>  sera  censée  comprise  dans  le  terme  (g  —  i)p,  et  il 
faudra  avoir  seulement  égard  à  la  quantité  périodique  et  séculaire  qui 
naît  des  termes  affectés  du  signe  intégral. 

182.  Cela  posé,  si  l’on  suppose  6  =  (i  -  g)p  =  _  2  etc. 

dans  les  fonctions  désignées  par  P  et  Q ,  on  comprendra  que  ces 
fonctions  renfermant  l’arc  aô  et  l’arc  3ô,  il  est  impossible  d’avoir 
dans  les  produits 


KZ<P  , 


Qdn  <b 
co  s  r 


1  v  éli°diques  dont  1  argument  ne  soit  pas  associé  avec  un 

multiple  de  lare  J  m  p.  Mais  les  intégrations  qu’il  faut  exécuter  pour 

avoir  les  valeurs  de  p ,  q  ne  oenv^nt  ^ 

]a  forme  q  peuvent  donner  que  des  diviseurs  de 

dp 
do 


j  dt  dp  l 

*  l  -T-  =  -J— 

do  do  ri 


dans  lesquels  la  quantité  ^  est  excessivement  petite  par  rapport  à 
^  3  j  4  ^ 

dû  ~  4m  etc-’  puisqu’elle  est  formée  par  une  combinaison  linéaire  des 
argumens  i  ou  i  qui  entrent  dans  les  fonctions  ycosh’,  ysinô’,  Îcost1,  s  sim’. 
Donc  on  peut,  sans  crainte  d’erreur  sensible,  réduire  tous  les  divi- 

seurs  dv  ^  dv  11  quantité  dt  ;  ce  qui  démontre  que  l’intégration 
dont  il  est  ici  question  n  est  pas  de  nature  à  produire  une  augmen¬ 
tation  dun  ordre  supérieur  à  celle  qui  résulte  du  diviseur  fin3. 
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D’après  ces  considérations  on  peut  simplifier  les  valeurs  de  p  et  q 
trouvées  dans  le  numéro  précédent  en  y  faisant  b'  =  i  et  en  sup¬ 
primant  tous  les  termes  multipliés  par  a!,  lesquels  sont  nécessairement 
beaucoup  plus  petits  que  les  autres  termes  qui  n’ont  pas  ce  facteur  ; 
on  obtient  par-là 

p  =  y  fin.  (ô/—  (p)  ^  m2  (pJ'P’dv  •+•  cos  (pj* ’ 

q  =  7^05(0  —  (p)  —  ^  m 3  jcos  (pJ'Pdv  —  sin  (pfQ'd • 

1 83.  Il  suffit  maintenant  de  jeter  un  coup  d’œil  sur  la  forme  des 
fonctions  P ,  Q  posées  dans  le  n.°  178  pour  voir  qu’on  obtiendra 
la  partie  principale  de  ces  expressions  de  p ,  q  en  faisant 

p  =  y  cos  6'  =  2./V  cos  (it  -+-  /3)  ;  Q  =  ysinô'  =  2N  sin(it  -+■  fi)  ; 

et  par  conséquent 

fPdV  =  fJv2Nsin(<p  *  fc  *  #  -  -  3  * 

dp  ■*-  J  dp 

/<>'*  =  fdvZNcostt  +  +  fi)  =  2  • 

-j-  •*-  i~T 
dp  dp 

Donc,  en  profitant  de  la  circonstance  que  la  quantité  =  -j-  est 

très-petite  par  rapport  à  on  en  conclura  qu’on  a 

^ />*  =  —  2iVco$((p  -4-  it  -h  j3) , 

^ =  2#  sm(<p  if  h-  £) ; 

.  .  .dp  3  a 

et  en  remarquant  qu’il  suffit  ici  de  prendre  —  =  -  m  ,  nous  aurons 
enfin 

p  =  y  sin  (ô  —  (p)  -4-  'SN  sin  (it  -4-  j@)  , 

<7  =  ylcos(ô)  —  (p)  -4-  2iVcos(ic  -f-  fi) . 

Afin  de  prévenir  une  objection  qu’on  pourrait  faire  en  examinant 
de  près  l’analyse  qui  nous  a  conduit  à  ces  deux  dernières  formules ,  il 
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importe  de  remarquer  que,  dans  le  fond,  elles  sont  indépendantes 
des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  les  fonctions  désignées 
par  P  et  Q  (Voyez  n.°  17S);  de  sorte  que  l’on  aurait  obtenu  le 
même  résultat  en  supprimant  d’abord  la  fonction  du  troisième  ordre 

-1  *31 H  *7~Q^y'cos(6  -  6') , 

qu’on  voit  dans  l’expression  de  7^  rapportée  dans  le  n.°  178.  Et  il 
est  aisé  de  voir  que,  par  des  considérations  analogues,  on  serait 
parvenu  aux  mêmes  expressions  dé  p  et  q ,  en  ayant  égard  aux 
termes  du  troisième  ordre  qui  font  partie  du  second  membre  de 
l’équation 

%  = 

D’après  cela,  si  l’on  objectait  que  pour  former  les  équations  différen¬ 
tielles  en  p  et  q,  à  l’aide  des  équations 


dp  dy  .  .  dù 

5T  =  £smÔ*7^cost 


dq 

dv 


dy  .  dô  .  A 


dv 


on  11e  peut,  à  la  rigueur,  avoir  égard  aux  termes  du  troisième  ordre 
qui  entrent  dans  la  valeur  de  sans  considérer  en  même  tems 

les  termes  du  même  ordre  qui  se  trouvent  dans  celle  de  on 

ferait  tomber  l’objection  en  faisant  observer  que  l’uniformité  du  calcul 
dans  la  recherche  des  coeffîciens  différentiels  des  élémens  nous  a  dé¬ 
terminé  à  nous  arrêter  pour  tous  au  second  ordre;  mais  qu’en  tenant 
compte  des  termes  du  troisième  ordre  qui  entrent  dans  la  valeur  de 

.  dv 

on  aurait  rendu  les  formules  primitives  plus  compliquées  ,  sans  rien 
ajouter  à  la  partie  principale  des  fonctions  p  et  q  qu’il  s’agissait  ici 
de  déterminer. 

184.  Analysons  maintenant  les  conséquences  qui  dérivent  des  deux 
valeui  s  précédentes  de  p  et  q.  Puisque  p  =  ysinô,  q  =  y  cos  6, 
il  est  d  abord  évident  que  l’on  a  p2  -4-  q2  =  y2>  et  par  conséquent 

/  =  y]  -k  2W2  h-  2C  h-  2y2ATcos(ô  —  q?  —  —  J3), 
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Donc  ,  en  substituant  cette  valeur  de  y2  dans  l'équation 

<p  =  (g  —  i)p  —  |m 2fy2dv  ■+■  |ray*(G  -+•  2 H)dv 

trouvée  dans  le  n.°  1 8 1 ,  et  supprimant  la  partie  proportionnelle  à  v  \ 
|  m \y2  •+■  21V2)v ,  il  viendra 

( p  =  (g  —  i)p  ^  vnJ'Hdv  h-  |  m2J'Gdv 

4  idt 

du  du 

et  en  faisant,  comme  précédemment,  ^  “  T  nous  aurons 


< p  = (g  ~  i  )p  -4-  |  rnJ'Hdv  -4-  |  mJ'Gdv  -4-  yi'2Nsin(ôl  —  <p  —  ic  —  j 3)  . 

Mais  d’après  le  théorème  de  Lagrange  l'on  sait  que  toute  équation 
de  la  forme 

(p  =  a  -4-  y^Nsin(b  —  (p) 


donne 


(p  =  a -4-  y^N  sin(b  —  a) 


2i!  .  -«)]*  __  ecc 

3  da 


Donc ,  en  négligeant  les  très-petits  termes  multipliés  par  y*,  y,3  etc. , 
nous  aurons 

(p  =  (g  —  1  )p  -4-  2  mJ'Hdv  -4-  |  my* Gf/p 

-+-  y^lVsin  jd(— (g—  i)p— i«— J3—  ^m 2fHdv  —  |  xnfGdv  |  • 

Telle  est  la  valeur  de  (p  qu’il  faudra  regarder  comme  substituée  dans 
les  équations 

y  sinô  =  ytsin  (ô/  —  (p)  sin  (ic  -4-  /3)  , 

y  C05Ô  =  ylcos(ôi  —  (p)  -4-  hN  cos(it  -4-  J3) , 
ya  =  7?  H"  ^zV2  -+-  2G  -4-  2 y2Ncos(6t  —  (p  —  — *  j3). 

1 85.  Reprenons  l’équation 

n(t  •+•/)  =  P  -4-  mfdv(^  £n  —  ^  y”  —  I  y  my*  y/ co s(è  -  (!) 
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trouvée  dans  le  n.°  177,  et  remarquons  que  l’on  a 

27V sin(it  -h  j8)  =  ysinQ  ,  27V cos (it h-  fi)  =  y' cos  ô' , 

et  par  conséquent 

y 3  =  y  *  "H  y'a  zy'SN  cos  —  <f>  —  —  j 3^ 

yy'cos(ô  —  ô')  =  y,a  •+■  y  27V cosft—  <p  —  it  —  j3)  . 

Donc ,  en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  n(c  h-  ,  et  suppri¬ 
mant  les  termes  proportionnels  à  v  multipliés  par  la  quantité  con¬ 
stante  ray/,  il  viendra 

n(c  =  »  -  l  m  yV'U  -4-  (-  |  - 1  ■*  y)  tnfi'dv 

h-  f  3  -  ^  -  msr  2  Nsin^~  £  ~  ll  ~  fl  ; 

\  2/  4  '  '  dp  idt 

dv  dv 

ou  bien 

n(c  "*“/,)  =  p  ~m2J's'2dif  ■+■  o  m 2Jy'*dv  —  ^  yl'SNsin(ôi  —  (f>  —  £c  —  J3)  ; 
et  en  faisant,  comme  dans  le  n.°  178  ,  s ,a  =  2Ma  h-  2#,  nous  aurons 


n(c  -*-/,)  =*  ZuffHdv  —  I  y  27V  sin(ô,—  <f>  —  ic  —  £). 

Il  est  démontré  par  là  que  la  totalité  des  termes  qui  semblairoient 
devoir  produire  une  équation  séculaire  de  la  forme  Am2fyndv,  et 
par  conséquent  dépendante  de  la  variation  séculaire  de  l’obliquité  de 
l’écliptique  se  détruit  exactement. 

Ainsi  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  exprimée  par  sa  longitude 
vraie  ,  mesurée  sur  une  écliptique  fixe ,  renferme  deux  équations  séculaires 
seulement.  La  première  dépend  de  l’intégrale  de  la  variation  séculaire 
du  carré  de  l’excentricité  du  Soleil  ;  la  seconde  (absolument  insensible 
en  vertu  de  la  petitesse  des  coefliciens  représentés  par  ytN)  est 
composée  de  termes  ayant  une  période  excessivement  plus  courte , 
car  la  période  des  arcs 

~  it  ~  fi  =  ô  —  (1  —  —  it  —  J3  —  etc. 

diffèie  fort  peu  de  celle  du  nœud  de  l’orbite  de  la  Lune. 
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18 6.  Au  reste  il  n’est  pas  difficile  de  démontrer  que  l’équation 
séculaire  —  |  y27Vsirc  (ô,  —  (p  —  it  —  J3)  disparaît  dans  l’expression  de 
la  longitude  de  la  Lune  mesurée  sur  l’écliptique  vraie. 

Nommons  la  longitude  de  la  Lune  sur  l’écliptique  vraie,  comptée 
depuis  un  point  équinoxial  fixe;  et  soit  i  l’angle  dont  la  tangente 
est  y' ,  c’est-à-dire  l’angle  formé  par  l’écliptique  vraie  avec  l’écliptique 
fixe.  Il  est  clair  que  —  ô'  et  v  —  ôr  expriment  les  distances  au 
nœud  formé  par  l’intersection  de  ces  deux  plans.  Donc,  en  désignant 
par  S  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à  l’écliptique 
vraie ,  l’on  aura  ,  d’après  les  formules  connues  pour  déterminer  les 
ascensions  droites  et  les  déclinaisons  par  les  longitudes  et  les  latitudes , 

,  A  x  S  sin  i ,  co.9  i,  sin\v  —  ô') 

tang(?—  êt)  =  - cos{y  _  » 

5  _  s  cos  it  —  sin  ii  sin{v  —  ô') 

[/(i-t-SS)  “  |/(i  -+■  s  s)  * 

La  première  de  ces  deux  équations  donne 

.  .  . ,  s  sm  i.  .  2  i  .  . 

tangly,  -  6)  -  tangiy -6)  =  -  2  sm  -  ittang{v  -  6')  , 

ou  bien 

sin(vt  —  v)  =  s  sin  it  cos{vt  —  ô')  —  2  sin^it  sin(y  —  ô')  tang{vl  —  6') . 

La  petitesse  des  facteurs  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  permet  d’y  faire  =  v  ;  et  alors  on  a 

sin(yt  —  v)  =  s  sin  it  cos(y  —  $)  —  sin  -  it  sin(2v  —  2Ô  )  ; 
d’où  l’on  conclut,  en  négligeant  le  cube  de  sini  , 

vt  =  P  s  sinitcos(y  —  ô')  —  sin^il  sin{2V  — ■  2Ôr)  ; 
et  en  faisant  sinif  =  tangil  =  y';  sin2 1  if  —  \lfn>  non  aurons 
vt  =  •+■  5  y' cos  (p  —  ôf)  —  \  yn  sin  ( 20  —  2Ô') . 

Mais 

y'cos(*>  —  ô)  =  cosv'ZNcosÿt  •+■  J3)  ■+■  sinv'SN sin(it  -4-  J3)  , 
ou  bien 

y'cos(o  —  ô')  =  27V cos(p  —  it  —  J3)  ; 
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partant  on  a 

vf  =  v  -4-  s'INcosiy  ~  it  —  fi)  —  ^y'2  sin( 2v  —  2Ô'). 

Cela  posé,  si  l’on  observe  qu’en  substituant  dans  l’équation 
5  =  sinv-y  cosô  —  cos  v-y  sinô 

les  Valeurs  de  y  sinô,  ycosô  trouvées  dans  le  n.°  184,  on  obtient 
s  =  y t  sin(y  —  -h  <f>)  'SJVsinfo  —  it  —  fi)  , 
on  en  conclura  qu’en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  de  y'2  l’on  a 


v,  =  v  ~  §r,2/V sm(ô(  —  <p  —  it  —  fi) 

|y(2iVwi(2P—  ô(  -i-  (j>  —  it  —  fi). 


Donc ,  en  négligeant  la  partie  périodique  et  insensible  représentée 
Par  |y,  2iV sin(iv  —  ô<  -+•  <f>  —  it  —  J3)  ,  et  rapprochant  cette  équation 
de  celle  qui  détermine  la  valeur  séculaire  de  n(t  il  viendra 

n(c  *+"  f)  =  p,  ■+■  ZmJ'Hdv  ■+■  ^mJ'Gdv  , 

ce  qui  est  conforme  à  la  proposition  énoncée  au  commencement 
de  ce  n.° 

187.  En  continuant  de  considérer  le  mouvement  de  la  Lune  par 
rapport  à  1  écliptique  vraie  l’on  en  tire  une  autre  conséquence  digue 
de  remarque.  Voici  en  quoi  elle  consiste. 

Nommons  I  l’angle  qui  mesure  à  chaque  instant  l’inclinaison  du 
plan  de  l’orbite  de  la  Lune  avec  l’écliptique  vraie.  Eu  imaginant  le 
triangle  sphérique  formé  par  ces  deux  plans  et  le  plan  fixe,  et  posant 
pour  un  moment  y  =  tang  oc ,  l’on  a  l’équation 


C05  /  =  co s  oc  cos  it  sin  oc  sin  it  cos(ô  —  ôf)  , 
laquelle ,  en  se  rappelant  que  tang  i,  =  y  ,  donne 

cosl  =  (fl-fl').. 

H-  (I  H-  /*)] 

Donc,  en  y  substituant  pour  yy'cos(ô  —  ôr)  la  valeur  trouvée  dans 
le  n.°  186,  nous  aurons 
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.  _  n-/V  y£N cos (6 1  -gi-h-P)  . 

développant  le  radical  et  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  quatrième ,  nous  aurons 

cosl  =  i  —  iy*  J yn  7,( I  —  J  /  —  jy”)2Arcos(ôi-  <f>  —  it  -  J3) 

3  4  I  fA  I  a  fa 

—  g/— -yy- 

Mais  nous  ayons  vu  dans  le  n.°  184  qu’on  a 

y2  =r  y2  -4-  y'3  2y/2iV'  CO  S  (ô f_—  <f>  —  it  — /3)  ; 

donc,  en  substituant  cette  valeur,  il  viendra 

cosl  =  i  —  ^y2  —  -  y/y2  -H  y,a)2i\T  co5(^  —  (£>  —  it  —  /3) 

3  4  I  /4  I  2  12 

-8^”  s  y'- y  y  ’ 

et  en  négligeant  les  quantités  qui  passent  le  second  ordre 

cosl  =  i  —  jyJa-*-jy(I^2Arcos(ô,  —  <p  —  ît  —  /3)|  ; 
d’où  l’on  conclut 

tang2 1  ==  yy3  —  y;3  5  cos  (ô  —  <f>  —  ic  —  £)  >  • 

En  comparant  cette  expression  de  tangl  avec  la  précédente  de 
tang  cl  =  y3,  on  voit  que  le  terme  séculaire  y'3  n’entre  pas  dans  la 
valeur  de  tangl ,  et  que  même  la  partie  variable 

-y2\2Ncos(bi  _(f>  _£c  — j3) 

est  beaucoup  plus  petite  que  la  partie  correspondante 
2 yy  2  iVcos^  —  —  ic  —  fî)  , 

renfermée  dans  y3.  De  sorte  que  l’on  peut  considérer  l’angle  I  comme 
une  quantité  sensiblement  constante,  et  établir  l’équation  tang2 1=  y 
ou  bien  en  conclure  qu’en  vertu  des  valeurs  de  y3  et  yy  co$(ô  —  ô') 
trouvées  dans  le  n.°  1 85  ,  on  a  l’équation 

tang2 1  =  (y  cos  ô  —  y  cos  ô')2  -+■  (y  sin  ô  —  yf  cin  ô')3. 
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Tel  est  le  véritable  fondement  sur  lequel  repose  cette  vérité  con¬ 
firmée  par  l’observation,  savoir,  que  l’inclinaison  moyenne  de  l’orbite 
vraie  de  la  Lune  à  l'égard  de  l’écliptique  vraie  demeure  invariable. 
Ce  théorème  est  analogue  à  celui  qui  a  lieu  lorsqu’on  considère  l’ac¬ 
tion  réciproque  de  deux  planètes  seulement;  mais  il  importe  d’observer 
que  c’est  en  vertu  d’une  cause  bien  différente.  Car  l’action  réciproque 
du  Soleil  et  de  la  Lune  n’entre  pour  rien  ici,  où  Tinvariabilité  d’in¬ 
clinaison  dont  il  est  question  dépend  entièrement  de  l’action  que  les 
planètes  exercent  sur  la- Terre,  et  de  la  réaction  qui  en  résulte  sur 
l’orbite  de  la  Lune. 

188.  C’est  en  vertu  de  la  même  proposition  que  la  latitude  vraie 
de  la  Lune  est  indépendante  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique.  En  effet  l’équation 


_ s  cos  it  sin  it  sin{v  —  6f) 

j/ (  1  SS)  .  j/(i  ■+•  ss) 

(Voyez  n.°  i83)  donne,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  y'% 

S  s  —  S  N  sin(y  —  it  —  /?)  . 

J/(i-*-S5)  j/(i  h-m)  ’ 


mais  nous  avons  vu  dans  le  même  numéro  que  l’on  a 

s  =  7lsin(»~ 6,*-$)  ->-2JVsin(v~it  —  fi); 
partant  ' 


j/(i 


| _  ytsin(?  —  0,  0) 

-  SS)  j/(  I  h-  ss)  ‘ 


d’où  l’on  tire 

S  =  yt  sin(v  —  ô  -+.  <£>)  —  Nsin(v  —  it  —  [ 3 ) . 

Le  second  terme  de  cette  expression  est  insensible. 

189.  Reprenons  actuellement  l’expression  de  ^  trouvée  dans  le 

n.  177.  En  y  substituant  au  lieu  de  y 2  et  yy’cos(ô  —ô')  leurs  valeurs 
données  dans  le  n.°  i85,  nous  aurons 

Ï=  - 1  -  (  - 1  -  3  |)/V  (3  -  3)r;  ^  I  e;) 

- 1)  7, 2  N  cos(6i  -  <p  _  i  t  _  J3) 


Tome  Z. 


-  f  ma  cos( 2G7  -  2Tr)  -  l|m2  y'2  cos(2G 7  -  2Ô’)  ; 
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ou  bien 

—  m3  en  C05(a®  —  ar')  — |§  m3  y'3  cos{i&  —  a6') . 

Or,  en  imaginant  cette  équation  développée  ultérieurement,  il  est  évi¬ 
dent  que  la  partie  constante  serait  égale  à  celle  désignée  par  i  —  c 
dans  le  n.°  80;  donc  en  intégrant  et  remplaçant  par  (l— c>  le 
terme  proportionnel  à  v ,  l’on  aura 

w  =  tst,-*-  (i  —  c)p-*-  —  \mfyndv  ■+■  —  —  Æ) 

~  ^  m *fencos(*m  -  2r>fo  -  *§  m *fy"cos{2v  -  . 

Cela  posé  ,  si  l’on  applique  aux  deux  intégrales 

— .  ^  mJe'*cos (zæ  —  2 r)dv  ,  —  ||  mJyncos(2Ts  —  2Ô')dv 

un  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  exposé  dans  le  n.°  182, 
l’on  en  conclura  que  tous  les  argumens  donnés  par  les  fonctions 
e'aco$(2-G7  —  27')  ,  ynco$(iix  —  2Ôr)  se  trouvent  associés  avec  Tare 
2(1—  c)v  =  |mat>-*-etc. ,  et  qu’en  conséquence  il  n’en  peut  résulter 
aucun  terme  sensible,  même  après  l’évanouissement  du  facteur  m 
qui  multiplie  ces  deux  intégrales.  D’après  cela  nous  pouvons  réduire 
l’expression  précédente  de  m  à  celle-ci 

w  =  iar|  ■+■  (1  —  c)v  ■+■  |  m2Jeado  —  |  m  Jyndv  |y  2  N  sm(ôt  -fy  —  it  —  j 3). 

Pour  rapprocher  de  ce  résultat  celui  qui  se  rapporte  à  la  variable  e  ? 
il  suffit  de  substituer  dans  l’équation 

e  =  e~\  e,(r?-y2) 

(Voyez  n.°  177)  lu  valeur  de  y 2  trouvée  dans  le  n.°  i85;  alors 
l’on  obtient 

e  = 

190.  On  voit  par  cette  dernière  formule  que  la  constante  arbitraire 
désignée  par  e  renferme  des  termes  séculaires ,  qui  sont  fonction  des 
variations  séculaires  du  plan  de  lecliptique.  La  même  propriété  subsiste 
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aussi  à  l'égard  de  la  constante  correspondante  e,  qui  représente 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune  mesurée  sur  son  propre  plan. 
Car,  en  réduisant  à  s  =  e(i-~  |r“)  la  valeur  de  s  donnée  dans 
le  n.°  127  et  éliminant  e  au  moyen  de  l’équation  e  =  y2^ 

on  en  tire  s  =  e,(  1 -- 1  y/1 1  y2)  :  donc,  en  remplaçant  ya  par  sa 
valeur  trouvée  dans  le  n.°  i85,  on  aura 


1  -b? 


7  f3 

4  y 


•  |  y,  2  Ncos{6\  —  *-»*-£)}. 


Il  est  vrai  que  ces  termes  variables  et  séculaires  qui  entrent  dans 
l’expression  de  e  et  e,  étant  délivrés  du  signe  intégral  et  de  plus 
multipliés  par  la  fraction  e/9  sont  physiquement  insensibles  daus  les 
observations  propres  à  déterminer  l’excentricité  de  l'orbite  de  la  Lune. 
Mais,  sous  le  rapport  de  la  théorie,  il  est  très-important  de  remarquer 
qu  il  faudrait  recourir  U  des  termes  d’un  ordre  supérieur  à  ceux  que 
nous  avons  considérés  dans  ce  paragraphe  pour  voir  naître  dans  l’ex¬ 
pression  analytique  et  séculaire  de  e  des  termes  dépendans  de  l’ex¬ 
centricité  du  Soleil.  Ainsi  il  résulte  de  notre  analyse  qu’il  est  impossible 
qu’il  y  ait  dans  la  partie  variable  et  séculaire  de  e  ou  de  e  un  terme 
du  quatrième  ordre  de  La  forme  Am*  e2. 

19 1.  Le  grand  axe  a  de  l’orbite  de  la  Lune  jouit  d’une  propriété 
analogue.  En  effet  les  variations  séculaires  de  cet  élément  doivent 
être  déterminées  d’après  l’équation  Z  „  £.  _  (Voyez  n.°  64). 

Mais  nous  avons  trouvé  (  n.08  171  et  177)* 

- Ti/C?a  =  - SÿO  - £V - !«*) ;  **  =  V( 1  -V- /) ; 

partant  il  est  clair  qu’on  a 

/h-IO; 

et  par  conséquent 

v  <t  <r ma  /  -  o  - 

«  ^  -§/■*■!«)• 

H  suit  de  là  qu  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  m4,  on  a 
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Oj 


2  V 


i  3  a 

*v,  -  p 


Maintenant ,  si  l’on  néglige  les  quantités  d’un  orde  supérieur  au  second 
qui  multiplient  ma,  on  peut  réduire  e  à  sa  partie  constante  ei  . 
Alors,  en  substituant  au  lieu  de  /  sa  valeur  trouvée  dans  le  n.°  i85, 
on  aura 


a,  _  j 

a. 


5-  (i 

2  ' 


O-i 


m  y 


c’est-à-dire  une  expression  où  la  partie  séculaire  est  insensible ,  mais 
indépendante  d'un  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme  A  va  s  . 

192.  Cette  dernière  conséquence  paraîtra  au  premier  coup  dœil 
contraire  au  résultat  trouvé  par  M.  de  Laplace  dans  la  page  212  du 
troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste  ;  où  il  est  dit  qu’en  posant 


u  =  -  [  I  ■+■  ea  |y2_+_  e(l  ■+"  ea)  cosÇcv  —  t*r)  etc.] 

on  doit  prendre  pour  la  quantité  représentée  par  a  une  expression 
telle  qui  renferme  le  terme  séculaire  du  quatrième  ordre  -  • 1^—  \ 

e  étant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil. 

Mais ,  pour  la  clarté  des  idées ,  il  est  essentiel  de  remarquer  que 
la  condition  qui  sert  à  déterminer  dans  la  page  citée  la  partie  variable 
et  séculaire  de  a ,  est  fort  différente  de  celle  qui  caractérise  le  demi- 
grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune,  au  moyen  de  l’équation 


î  «-î-a fd'tt. 

a  at  J 

On  sentira  plus  fortement  la  nécessité  de  cette  distinction  en  ré¬ 
fléchissant  que  le  terme  principal  |  mjsndv  de  1  équation  séculaire , 
qui,  d’après  notre  analyse,  résulte  de  la  variation  séculaire  de  Y  époque, 
a  dans  la  Mécanique  céleste  une  origine  telle  qui ,  sans  une  connais¬ 
sance  intime  du  sujet,  porte  à  attribuer  son  existence  à  une  variation 
séculaire  inhérente  au  moyen  mouvement.  En  effet  il  est  dit  à  la 
nape  21 6  du  volume  cité  que  le  terme  §m 2fsndv  naît  de  l’inté- 

P  b  a%d»  »  1  £»  .  '  1  *  3  mV‘ 

gration  du  terme  y- 1  en  vertu  de  la  fonction  séculaire  —  -  • 
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renfermée  dans  la  valeur  de  ~  .  Or  cela  est  sans  doute  exact,  lors¬ 
qu’on  a  uniquement  pour  but  d’intégrer  les  équations  différentielles  du 
second  ordre  et  d’arriver  à  l’expression  du  tems  en  fonction  de  la 
longitude  vraie  de  la  Lune.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
qu’une  telle  conception  entraîne  le  mélange  des  variations  séculaires 
appartenantes  à  différens  élémens ,  et  qu’on  ne  peut  ensuite  les 
séparer  sans  une  analyse  précise,  qui  n’ait  en  elle  même  rien  de 
contraire  aux  formules  propres  à  la  détermination  de  la  partie  variable 
de  chacun  des  élémens  du  mouvement  elliptique. 

Pour  mieux  prouver  la  justesse  de  ces  réflexions,  nous  allons  faire 
voir  que  le  terme  dépendant  du  carré  de  l’excentricité  du  Soleil, 
analogue  à  celui  que  M.  de  Laplace  obtient  dans  sa  valeur  de  a , 
dérive  du  développement  de  la  fonction  ecos(y  —  sr),  en  vertu  de 
la  combinaison  des  termes  à  courte  période  renfermés  dans  la  partie 
variable  de  l’excentricité  et  du  périgée  de  la  Lune.  Cela  achèvera  de 
démontrer  que,  analytiquement  parlant,  il  y  a,  même  dans  la  seule 
partie  séculaire ,  une  différence  absolue  entre  la  fonction  qui  représente 
le  demi— grand  axe  de  l’orbite  de  la  Lune,  et  la  fonction  représentée 
par  a  dans  la  Mécanique  céleste,  et  nommé  plus  expressément  demi- 
grand  axe  de  V orbite  dans  la  page  i52  du  second  volume  des  Mé¬ 
moires  de  l’Institut  de  France. 


i93.  Réduisons  les  expressions  de  *  ,  données  dans  le  n  °  68 

à  celles-ci 

ST  =  “  ~ ^-%)sin(v-*r)+  j  |ycos(w-ô)*|ycos(2p-ô-w)  J  &>, 

e  du  (  i  ■+■  y*)  n  /  v  ,  o  ..  n 

~cb~  *=  — —  a(a)C0<p-'nj)^j-|y5m(OT_ô)4-|y5m(2y-ô-.t!r)|&-). 

En  faisant 


û(„  3  MW 

hf  =  _r  Av-*  =  -fm  7M*-6)  » 

on  a  d’abord 

de  (i  •+•  y*)  _  .  _ 

~ch  ~  y~~  (a)  sin(v  —  w)  —  |  m2  y2  sin( p  —  zv)  , 

edlT  _  O  -*-f)  o  /  .  o  a  a  , 

dv  - a —  Wd )cos\y  —  w)  -4-  |rn  / co s{y  —  zj)  . 
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Maintenant,  si  l’on  fait  (Voyez  n.°  169) 


(a) 


.  ^-3  j  i  —  %sn  ■+■  6-ss'  cos(y  —  t>')  j , 


ç®  —  1  V2  • 
5  s  /  » 


55 


=  |  yy'  C05(p  —  p  —  ô  -h  ô')  , 


il  viendra 

Mais,  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  n.  173  et  1 85,  nous  avons 
Mu!*  MW  /  o  a  3  J*  .  3  »  ^  9  a\ 

yyf  005(0  —  ôf)  =  y,a  ■+■  y^  2  N  cos(&l  ^  fi)  , 

partant 


JJTA6 


Cela  posé,  si  l’on  substitue  au  lieu  de  Ji  sa  valeur  li  =  hf( i*3y2-  3y2), 
il  viendra 

=  - 1  m2(  t  *  3e3  *  |  £' V 1  /)  _  |  mV,  ?N cos(6~  <p  -  u  -  j3) . 
Il  suit  de  là  qu’on  a 


§  =  1  m3[i  +  3e1  + 1 s'1- f  /- |r, 2Ncos0,-<p -it-0)]  sin {» - v)  , 

*-£■  =  -  |m2[i  -  3ea*§  £'*  -|  /  -|  r,2  ATc<«(d(  -  (f)  -it  -  J3)  ]  co<o-  w)  . 
En  éliminant  ya  au  moyen  de  l’équation 

ya  s=  y  2  -4-  y/a  -+•  ay;  2  N cos(ô/  — *  <p  —  it  «  J3)  , 

et  posant  pour  plus  de  simplicité 

on  obtient 

de 
dv 


|  m2jS  5m(p  —  cr)  —  mAy2N  sin{y  —  w  —  <f>  —  it  ■+■  ô,  — •  /3) 
—  m2y,  'ZN sin{y  —  -07  -h  <p  ■+■  ic  —  6t  ■+■  $) , 
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e-^~  =  —  |  m  2  B  cos(y  —  w)  ■+■  m2yt  2iV  cos(p  —  'ccr  —  cp  —  £^-4-^  —  J3) 

■+■  rn  y ^  N  cos(y  —  -cït  (f>  -+-  £c  —  ô<  J S)  . 

Actuellement ,  si  l’on  conçoit  que  dans  le  second  membre  de  ces 

équations  on  ait  substitué  au  lieu  de  ts  la  valeur  donnée  dans  le 

n.°  189,  on  trouvera,  en  intégrant  ces  expressions  conformément  au 
théorème  démontré  dans  le  n.°  5i  , 


m  2B 
du  C 
'-dï 


5 1  P  —  "57  1 


V  dv/B-dv^ 


m  y,< 


N co s {v  —  y  __  p  —  p  -4-  ô() 

j  du  dp  idt 

dv  dv  dv 


a  ^  Ncos{y  —  u  -*-p-*-it-t-fi--8t) 
't  dû  dp  Tdi  '  1 

*  dv  dv 


?  Stc  =  —  -  • 


rnB 

du 

[~~dï 


dl- 


•  S  ( ,  du\  \  e  ) , 

sw  ‘’-^V 


«7,2 


N sin{y  —  u  —  p  —  it  —  /?  -+-  B) 

j  _  cfa- _ ^  ^  idt 

dv  dv  dv 


V 


N  sin(v  — 'u+p-t-it+p— ô) 


du  dp  i  dt 
- -4-  — —  -+• - 

dv  dv  dv 


Cela  posé ,  si  avec  ces  valeurs  on  forme  la  fonction 
Se  co$(f>  — -  w)  ■+■  eStsi  sin(y  —  w) , 

qui  représente  la  partie  principale  du  développement  du  terme  e  cos^-sr), 
on  obtiendra 


Se  cos(y  —  te)  -4-  e  Soi  —  w)  = 
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2  ^  Ncos(($  it-*-  B  —  ô ,)  a  ^  N cos(<p  ■+■  it  -+-  B  —  &,) 

— I  di 

1  dv  dv  dv  1  dv  ^  dv  dv 

L’expression  de  B  posée  plus  haut  donne 


d±-  6e*_5y'^-t-3S'ÿ. 

dv  °  e<fr  a  '  dv  dv 


Ainsi  il  est  évident  que  les  arcs  exprimés  par  les  fonctions 

/  da\  dB  /  dtr\^e) 

\X  ~dv )  B-dv  ’  \  dv)  dv 

sont  réductibles  à  une  suite  de  termes  séculaires  d’une  petitesse  exces¬ 
sive  ,  et  que  par  conséquent  on  peut  ici  supposer  sans  erreur  sensible 

,  d(*  y 

C  /  dvf\  dB  }  S  / ,  dn\  \  e  J  / 

=  1;  *• 

Donc ,  en  négligeant  les  très-petits  termes  compris  sous  le  signe  som- 
matoire  2,  il  viendra 

Se  cos(y  —  w)  e  Stc  sin(v  —  zsf)  =  —  -  m 


i  — 


cfàr 


La  valeur  de  x<7  trouvée  dans  le  n.°  189  donne 

~  =  (i-c)+|  mV1  -  |  mVa  *  etc.  =  fm1*  etc. 

Donc,  en  substituant  pour  B  sa  valeur  et  négligeant  les  quantités 
d’un  ordre  supérieur  au  quatrième ,  on  aura 

Se cos(v -  tD-)  ^  e Stc sin(y - -57)  =  -|m2j  1 |e2-^  |  m2^  36^  *“f  7  }• 

Si  l’on  observe  maintenant  que  l’équation  /i2  =  ^2(i  -*-7,  —  7  )  donne 
_4_y2)  =  ^2(i  h-  7 2  7272) ,  on  en  conclura  qu’en  considérant  seu¬ 
lement  le  terme  principal  de  la  partie  constante  et  séculaire,  on  a 

- s  *  4  '  *7>  4M 

La  seule  inspection  des  valeurs  générales  de  ^  »  <l£  suffit  pour 
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démontrer  qu’il  est  impossible  d’obtenir  dans  cette  même  fonction 
d’autres  termes  semblables  du  quatrième  ordre  en  ayant  éo-ard  à  la 
combinaison  des  termes  à  courte  période  renfermés  dans  les  exprès- 
sions  complètes  de  h2  et  y2.  * 

Concluons  de  là  que  la  valeur  elliptique  de  u  fournie  par  l’équation 

U  ~  **’( 1  •*-?“) 
donne  par  son  développement 


i  -f-  ss  ■+■  e 


cos(y  —  gt)  ^ 


u  — 


<r/(i  - t~ss ) 
h\i  *+■  y 

etc. 


<s)  <rm 2  i 


2 


et  qu’en  conséquence  la  valeur  complète  de  u  doit  effectivement 
renfermer  le  terme  séculaire  -|mV^;  mais  que  ce  terme  ne 

tflz son  origine’ faire  partie  au  dem>-s«nd  axe  de  ro^te 

tite?1 P,erî1!!  ’  P°Ur  T,S  COIlformer  à  Ia  d;vision  analytique  des  quan- 
àe  u  le  IZT  ~  tCrme  Principal  de  >a  valeur  séculaire 
fonction  qUi  "aît  d"  déVe,°PPeme> -  de  la 

En  effet  il  est  évident  que  ron  a 
0-/(1  -f-  ss)  O-  , 

h\i+f)  h;\l~Y<  +  etc.)  - 

Donc,  en  substituant  pour  /  sa  valeur  séculaire,  et  retenant  ,e 
ement  es  quantités  qui  ne  passent  pas  le  second  ordre,  on  aura 

O/ (i  -f-  S  s)  (T  C  o  .  1 

=  V P  -  Ï y,  i-iy'' -*-\y,'2Ncos{()l- <p -it  -  P)^. 

l’expression  ÎVparaUaxe  “h”  j*™*  **“"*  dm,S 

coordonnée  est  proportionnel  à  k  falï  ^  **  *  ^ 


Tome  I. 


/(l  •+■  s  s) 


1 


e  cos (v  —  *r)  ) 
1/(1  H-  f  J)  \  ' 
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L’observation  immédiate  de  la  parallaxe  de  la  Lune,  même  en  la 
supposant  susceptible  du  plus  haut  degré  de  précision,  ne  pourrait 
donc  rien  nous  apprendre  sur  l'existence  de  ce  terme  séculaire  du 
second  ordre.  En  général  l'observation  des  phénomènes  donne  des 
effets  composés  ,  et  on  ne  peut  déterminer  les  véritables  lois  qui  les 
régissent  qu’en  étudiant  les  détails  qui  paraissent  minutieux  et  sans 
importance  réelle.  Le  seul  phénomène  sensible  qui  a  signalé  jusqu’à 
présent  l’existence  de  la  variable  y  dans  le  mouvement  de  la  Lune 
est  l’invariabilité  de  l’inclinaison  de  son  orbite  par  rapport  à  l’éclip¬ 
tique  vraie.  Mais  la  théorie  seule  peut  expliquer  la  véritable  cause 
de  cet  effet,  et  faire  voir  les  autres  conséquences  qui  ont  été  déve¬ 
loppées  dans  ce  paragraphe. 

194.  En  continuant  de  considérer  uniquement  la  valeur  de  u ,  on 
voit  que  si  l'on  ajoute  la  partie  séculaire  du  second  ordre  avec  l’autre 
du  quatrième  ordre  trouvée  dans  le  numéro  précédent,  on  obtient  le 

terme  séculaire  -p  (  ~  -*-  |  /n2)/a.  Mais  il  est  essentiel  d’observer  que 

ce  coefficient  de  y'2  ne  peut  être  exact,  du  moins  jusqu’aux  quantités 
du  second  ordre  inclusivement.  En  effet  l’intégration  exécutée  dans 
le  n.°  1 33  pour  obtenir  les  valeurs  de  p  =  ysini L  £t  q  =  ycosô 
a  abaissé  de  deux  unités  l’ordre  des  coefficiens.  Ainsi,  pour  avoir 

avec  précision  le  coefficient  qui  tient  la  place  de  |  f  m  ) »  ^ 

aurait  fallu  considérer  les  puissances  supérieures  de  la  force  pertur¬ 
batrice  ,  afin  d’obtenir  une  valeur  séculaire  de  y ,  où  le  cofficient 
de  y2  eût  été  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  inclusive¬ 
ment.  Cette  circonstance  rend  beaucoup  plus  difficile  le  calcul  des 
termes  séculaires  multipliés  par  y1  lorsqu  il  s  agit  de  développer 
(  au-delà  du  premier  terme  )  des  fonctions  qui  n  ont  pas  explicitement 
le  facteur  du  second  ordre  m  . 

Si  l’on  voulait,  par  exemple,  en  s'appuyant  directement  sur  l’équation 

dv 

“■[/('“•--ys*)’ 


dt  = 
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démontrer  le  résultat  trouvé  dans  le  n.°  i85,  savoir  que  l’équation 
séculaire  de  la  forme  A  m  fyndt>  est  absolument  nulle  dans  l’expres¬ 
sion  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  il  faudrait  tenir  compte 
dans  la  valeur  de  u  de  tous  les  termes  de  la  forme  (j3  *  0m  j3"m2)/\ 
ce  qui  exigerait  un  calcul  très-pénible. 

Jusqu’à  présent  on  a  éludé  cette  difficulté  en  faisant  y’  =  o  avant 
d’intégrer  le  second  membre  de  l’équation  précédente.  Un  tel  artifice 
peut  être  toléré,  lorsqu’on  a  démontré  par  d’autres  moyens  que  le 
terme  principal  de  l’équation  séculaire  due  à  la  variation  séculaire  du 
plan  de  l’écliptique  doit  se  réduire  à  zéro.  Mais,  en  examinant  de 
près  la  démonstration  publiée  par  M.  de  Laplace,  relativement  à  la 
destruction  mutuelle  des  termes  en  question,  on  reconnaît  que  cette 
importante  vérité  n’a  pas  été  établie  avec  la  rigueur  qu’on  est  en 
droit  d’exiger  sur  un  point  aussi  délicat  de  la  théorie  de  la  Lune. 

195.  C’est  sur  tout  dans  son  premier  Mémoire  sur  l’équation  sécu¬ 
laire  de  la  Lune  (Voyez  le  volume  de  l’Académie  des  Sciences  de 
Paris  pour  l’année  1786)  que  M.  de  Laplace  a  entrepris  de  résoudre 
directement  cette  difficulté.  Il  est  entré  dans  des  détails  qui  nous 
paraissent  préférables  à  tout  ce  qu’on  lit  à  ce  sujet  dans  les  deux 
pages  184  et  i85  du  troisième  volume  de  la  Mécanique  céleste.  Et 
nous  ignorons  pourquoi  M.  de  Laplace  n’a  pas  jugé  à  propos  de 
reproduire  cette  démonstration  dans  ce  dernier  ouvrage  ,  en  y  ajou¬ 
tant  les  développemens  nécessaires  pour  la  mettre  à  l’abri  de  toute 
objection. 

Quoiqu’il  en  soit,  revenons  au  volume  cité  plus  haut  et  remar¬ 
quons  que  M.  de  Laplace  est  conduit  (Voyez  page  262)  à  calculer 
la  partie  séculaire  renfermée  dans  l’intégrale  correspondante  à  celle 
que  nous  désignons  par  —  2 Jd'Q.  Nous  avons  examiné  avec  atten¬ 
tion,  si  son  résultat  donnait  les  termes  rapportés  plus  haut  dans  le 
n.°  191.  Voyant  que  nous  n’étions  point  d’accord  sur  ce  point,  nous 
en  avons  cherché  la  cause  radicale,  et  voici  a  quoi  tient  cette  discor¬ 
dance.  M.  de  Laplace  n’a  pas  remarqué, 

i.°  Qu’en  formant  directement  la  différentielle 


dv 


du 


ds 
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au  moyen  de  son  expression  de  R  posée  dans  la  page  245  du  volume 
cité  ,  il  arrivait  que  les  deux  termes  multipliés  par  y/  sin(ô  —  è')dv 
s  y  détruisent  exactement,  comme  nous  l’avons  démontré  dans  le  n.°  170. 

2.  Qu  en  vertu  de  la  destruction  de  ces  termes,  la  valeur  de  cï£l 
quil  suffit  de  considérer  ici  peut  être  réduite  à  cette  forme 


3.°  Que  la  partie  principale  et  séculaire  dépendante  de  y  et  y, 
qui  entre  dans  le  développement  de  la  fonction 


t  l  j-iïwi'  +  b  *h)0 

n’est  par  réductible  à  un  terme  de  la  forme 


3  J* 
'  2 


■bn)> 


M'A  |  (y  cos  6  —  y’  cos (y  sin  6  —  ■/  sin  6')2  j  ; 

c’est-à-dire  au  produit  de  M'A  par  tangM,  d’après  ce  qui  a  été  dé- 
montré  dans  le  n.°  184. 

Cela  posé,  on  conçoit  pourquoi  M.  de  Laplace  n’obtient  aucun  terme 
secu  aire  de  la  forme  Arnyn  dans  son  expression  de  l’intégrale 
-y cm.  Mais  la  vérité  est,  que  c’est  précisément  à  cause  que  le 
contraire  a  lieu  qu’il  existe  entre  les  coefficieiis  numériques  multipliés 
par  m Jy'dv  la  relation  nécessaire  pour  rendre  tout-à-fait  nulle 
CUl  sonime  dans  la  valeur  de  trouvée  dans  le  n.°  1 85. 

Au  reste  il  est  impossible  de  fixer  les  idées  sur  tout  ce  qui  tient 
a  la  partie  séculaire  des  élémens  elliptiques  du  mouvement  de  la  Lune 
sans  construire  et  employer  des  formules,  où  toutes  les  quantités  d’un 
ordre  déterminé  soient  conservées  et  discutées  conformément  au  but 
que  l’on  s’est  proposé.  C’est  le  principe  qu’il  nous  paraît  d’avoir  suivi 
à  la  rigueur  dans  tout  ce  qui  précède.  S’il  avait  été  observé  dans  le 
Mémoire  en  question,  ou  dans  les  formules  exposées  dix  années  plus 
tard  dans  le  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut,  on  y  verrait 
des  termes  de  la  forme  Am'ffè,  dans  la  partie  séculaire  du  nœud 
et  du  périgée  de  la  Lune  :  l’absence  de  ces  termes  suffit  pour  démon¬ 
trer  qu’elles  sont  incomplètes.  Ainsi  il  n’est  pas  surprenant,  s’il  y  a 
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une  discordance  aussi  marquée  dans  tout  ce  qui  dépend  des  termes 
nés  de  l’existence  de  la  tangente  s'  de  la  latitude  du  Soleil  par  rap¬ 
port  à  un  plan  fixe. 

Après  avoir  ainsi  analysé  les  différentes  questions  qui  ont  été 
traitées  dans  ce  paragraphe,  il  devient  nécessaire  de  considérer  le 
même  sujet  sous  un  autre  point  de  vue,  qui  a  un  rapport  plus  im¬ 
médiat  avec  les  résultats  définitifs  consignés  dans  cet  ouvrage. 

En  dernière  analyse'  on  doit  déterminer  la  partie  séculaire  ou  pro¬ 
gressive  qui  s’ajoute  à  la  partie  constante  de  chaque  élément,  au 
moyen  du  développement  des  équations  différentielles  du  second  ordre; 
ainsi  nous  ne  pouvons  pas  nous  dispenser  de  chercher  les  principes 
généraux  qui  doivent  être  suivis  dans  leur  intégration,  pour  que  l’effet 
de  ces  mêmes  variations  soit  compris  dans  l’expression  complexe  des 
coordonnées  de  la  Lune. 

§  7- 

Principes  généraux  pour  avoir  égard  aux  variations  séculaires  des  élémens 
de  V orbite  de  la  Lune  dans  le  développement  et  V intégration  des  équa¬ 
tions  différentielles  du  second  ordre. 

1 96.  M.  de  Laplace  a  traité  le  premier  cette  question  dans  le  se¬ 
cond  volume  des  Mémoires  de  l’Institut  de  France  publié  en  179-,  et 
il  a  trouvé  les  premiers  termes  du  mouvement  séculaire  du  nœud , 
du  périgée  et  de  la  longitude.  Cependant  son  analyse  comprenait  aussi 
les  variations  semblables  qui  peuvent  affecter  l’excentricité  et  l’incli¬ 
naison  de  l’orbite.  Il  n’y  a  nul  doute  que  les  variations  de  ces  deux 
élémens  seront  éternellement  insensibles ,  si  la  gravitation  universelle 
est  l’unique  force  qui  trouble  le  mouvement  des  corps  qui  circulent 
autour  du  Soleil.  Mais  une  théorie  doit  attacher  autant  d’importance 
à  la  valeur  absolue  des  quantités  qu’à  la  forme  des  expressions  algé¬ 
briques  par  lesquelles  elles  sont  représentées.  Or,  en  considérant  sous 
ce  dernier  point  de  vue  les  formules  trouvées  par  M.  de  Laplace, 
nous  avos  remarqué  avec  surprise  qu’il  a  été  conduit  à  ce  principe. 
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savoir  cc  que  l’excentricité  de  l’orbe  lunaire  et  son  inclinaison  à 
»  l’écliptique  vraie  sont  assujetties  à  des  variations  séculaires  propor - 
»  tionnelles  à  celle  de  la  parallaxe  »  (Voyez  page  174  du  second 
volume  des  Mémoires  de  l’Institut).  Ce  qui  revient  à  dire  qu’il  y  a 
dans  l’expression  de  e  et  y  un  terme  du  quatrième  ordre  de  la  forme 
Ame*.  Nous  avons  trouvé,  au  contraire,  dans  le  paragraphe  précédent 
que  d’après  nos  équations  l’existence  d’un  tel  terme  est  inadmissible. 

En  réfléchissant  sur  les  différens  points  de  l’analyse  par  laquelle 
M.  de  Laplace  lie  les  deux  variables  y  et  ô  par  l’équation 


et  les  deux  variables  e  et  ai  par  l’équation  semblable 


(Voyez  pages  1 65  et  17 1  du  second  volume  des  Mémoires  de  l’Institut) 
nous  croyons  en  avoir  découvert  le  vice  dans  une  espèce  de  double 
solution  dont  est  susceptible  le  problème  suivant,  lorsqu’on  le  con¬ 
sidère  isolément. 

197.  Supposons  d’abord  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équation  unique 
+  Pysin(?  ô)  =  o  , 

où  P,  y  sont  deux  fonctions  de  v  données  explicitement  composées 
de  quantités  constantes  et  de  termes  périodiques  qui  varient  avec  une 
excessive  lenteur  ;  et  que  6  contient  une  première  partie  constante, 
une  seconde  proportionnelle  à  v,  et  une  troisième  composée  de  termes 
périodiques  croissant  pareillement  avec  une  excessive  lenteur. 

La  solution  directe  de  ce  problème  est  fournie  par  la  formule  géné¬ 
rale  rapportée  dans  le  n.°  37  ,  de  sorte  que  l’on  a 

s  =  cosvJ'Py  sin{y  —  ù)  sin  v  dv  —  sinvj' P  y  $in(y  —  ô)  co  s  v  dv . 

Donc ,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 
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il  est  facile  de  voir  que  nous  avons 

s  =  |  cosf Py  cos  ô  dv  ■+■  ^  sin  vfPy  sin  6  dv 

—  I  CosvfP'dsin(2v  —  ô)  -t-  |  sin  f P'dcos(2v  —  ô); 
d’où  l’on  conclut  en  intégrant  par  parties 

s  =  —  |  P'sin(v  —  6)  -+•  |  coj  fPy  cos  6dv-*-~sinf Py  sin  9  dp 
|  coj  vfsin(2v  —  ô)  dP'  —  |  fcos( 2v  —  6)  dP\ 

Maintenant,  si  l’on  observe  que,  par  hypothèse ,  les  trois  quantités 

dy  dP  <?B  '  .  ,  .  ..  ,  „ 

’  ^7  ’  ^7  sont  composées  de  termes  périodiques  ayant  des  fac¬ 
teurs  très-petits,  on  accordera  que  les  intégrales  f  sin(2v  —  ô)  dP1  , 

fcos(2v  ô)  dP'  donnent  nécessairement  des  termes  périodiques  qui 
peuvent  être  négligés  en  comparaison  des  autres;  et  que  par  consé¬ 
quent  la  valeur  précédente  de  $  peut  être  réduite  à  celle-ci  : 

5  =  \  P sin(y  —  ô)  ■+•  1  cos  fPy  cos  ô  dv  -*-^sinf P  y  sin  ô  dv . 

Mais  nous  avons 

fPycosèav  = J' JL—  d-sinô  -,  J'Py  sin  ô  dv  =  — J' UlJj  cl  ■  cos  6  . 
Donc,  en  intégrant  par  parties,  il  viendra 

Pi «•< «  ■ *  -  r/^r  ipi  * frjar  * . 


PPv  c m  A  7  Py  cos  ®  do  rdv  cos  ô  ,  n  PPy  cos  Ô  (Pô  7 

J ry  sin  6 dv  = - -/  -jç-  <^V  ~J  1  W  dv, 

ce  qui  donne 

C  —  Py  «»(p  —  ô) 

“  dôT  dôV 

cfa  \  dv) 


1  do  sin  ô  J  n  1  .  /'do  cos  B  ,  ~ 

-zcosvJ~jü-d-py-*lsinvJ^ir-d-py 

4-1  me  n/'PysinQ (PB  j  i  .  f'Pycosôd'Ô  1 

+  *cosvJ  -S».  dV-\smVj  y 
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Cela  posé,  si  Ion  se  rappelle  que  les  fonctions  de  v  représentées 
par  ô  et  Py  sont,  par  hypothèse,  de  la  forme 
ô  =  K  •+■  Av  ■+■  2 B  sin(ccv  ■+•  /3)  , 

Py  ==  2  0  sin(a!v  ■+■  fî) , 

on  en  tirera  en  différentiant 

^  ^  +  cos(ap  ■+■  J3)  , 

=  ~2ct3Bsin(oa>-*-  P), 
dv 

±^ï=  2  Jgcos{fl9 

dv 

Donc,  en  ajoutant  aux  conditions  primitives  celle  que  la  constante 
désignée  par  A ,  ainsi  que  son  carré ,  soit  une  quantité  très-grande 
en  comparaison  des  coefîiciens  <xB  ,  cdB' ,  on  en  conlura  qu’il  est 
permis  de  négliger  tous  les  termes  affectés  du  signe  intégral;  ce  qui 
réduit  l’expression  précédente  de  5  à  celle-ci 

P  y  sin  (y  —  6) 

5  =  ~W7  df\  ' 

dv  V3  dv  ) 

Il  est  évident  que  pour  avoir  l’intégrale  complète  de  l’équation  pro¬ 
posée  ,  il  faut  ajouter  à  cette  valeur  de  s  un  terme  de  la  forme 
rsin(v  —  ô),  dans  lequel  y,  et  ô(  désignent  deux  quantités  absolu¬ 
ment  constantes  et  arbitraires.  Il  suit  de  là  que  si  l’on  fait  pour  plus 
de  simplicité 

Ccosü  =  ycos^-^j - 

dv) 

G  sin  n  =  y,  Sin  ô  -  - w  ’ 

dv  \  dv) 

l’on  a  . 

s  —  G  sin{v  —  II) 

pour  l’intégrale  complète  de  l’équation 

-t-=  -h  5  ■+■  Pysin(v  —  ô)  =  o  . 

dv 
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198.  Mais  si,  au  lieu  de  considérer  le  problème  sous  le  point  de 
vue  qui  vient  d’être  exposé ,  on  cessait  de  regarder  comme  données  les 
deux  fonctions  de  p  représentées  par  7  et  ô ,  et  que  l’on  deman¬ 
dât  de  déterminer  ces  mêmes  fonctions  de  manière  que  l’équation 


•p  <5  ■+■  P y  sin(v  —  ô)  =  o 

soit  identiquement  satisfaite  en  prenant 

s  =  y  sin  {y  ~  ô) . 

Alors  il  est  évident  que  la  question  se  réduit  à  rendre  identique 
l’équation 

résultante  de  la  substitution  de  la  valeur  de  s  dans  la  proposée. 

Or  il  est  clair  que  cette  équation  sera  satisfaite,  si  l’on  égale  sé¬ 
parément  à  zéro  le  coefficient  de  sin(y  —  6)  et  celui  de  005 (p  —  ô); 
c  est-a-dire ,  si  l’on  conçoit  les  valeurs  de  ô  et  y  telles  que  l’on  ait 

a* '■"K1-*;) -*■*<*  ■*■*’>  =  o, 
aAb--'l-y— ■  =  O 

dv  \  dv)  '  dv% 

La  seconde  de  ces  équations  est,  comme  l’on  voit,  indépendante  de 
la  fonction  P,  et  devient  immédiatement  intégrable  en  la  multipliant 
par  y,  de  sorte  que,  c  désignant  une  constante  arbitraire,  l’on  a 

»/  rffl\ 
r  (f“*)  “ c* 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y  doit  satisfaire  à  l’équation 


*P) 


V 


=  G. 


Tome  I. 


3o 
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Mais  il  est  impossible  d’en  trouver  l’intégrale  complète,  sous  forme 
finie ,  par  les  méthodes  connues.  Néanmoins  on  peut  en  tirer  plusieurs 
conséquences  et  l’intégrer  par  approximation  dans  le  cas  où  P  est, 
comme  nous  le  supposons  ici ,  une  fonction  de  v  dont  les  coefficiens 
différentiels  sont  très-petits. 

En  la  multipliant  par  dy  et  intégrant ,  on  obtient 

($f + 

ou  bien ,  en  intégrant  par  parties , 


-+■  y2(  i  -4-  P ) 


=  c  , 


c'  désignant  une  constante  arbitraire. 

Il  est  évident  que  cette  équation  serait  rigoureusement  satisfaite  en  sup¬ 
posant  y  quantité  absolument  constante  et  en  faisant  y  =  |/c  ,  c'  =  2c; 
mais  alors  l’équation  y2(  i  —  )  =  c  ne  peut  être  satisfaite  autre¬ 

ment  qu’en  prenant  aussi  une  quantité  absolument  constante  pour  Ô. 
Cependant  il  est  clair  que  cette  solution  est  absurde ,  puisque  en 
posant  s  =  ysïn(v  —  Ù)  et  regardant  y  et  ù  comme  quantités  con¬ 
stantes,  on  aurait  toujours  ^  s  =  o  et  jamais 


d2s 

—  +  s  +  Py  sin(r  ~  6)  F* 


Ainsi,  pour  faire  cesser  l’absurdité,  il  faudra  dire  qu’il  est  nécessaire 
que  la  constante  arbitraire  désignée  par  c  soit  égale  à  zéro  :  alors 
l’on  a  7  =  0  et  par  conséquent  le  problème  cesse  d’avoir  lieu. 

199.  Prenons  maintenant 

a  _  j 

T  - 

L’équation  différentielle  en  y  devient  d’après  cela 


m 


2c/i-*jP 


r  dp 


/(I  -H  P) 

c'  =  -iY^Y  — - _ 

v*v  10  v*p  /  (1  py 


C1 


ou  bien 
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Le  dernier  membre  de  cette  équation  n’est  donc  pas  une  quantité 
absolument  constante,  comme  cela  devrait  être  pour  avoir  une  solution 
rigoureuse. 

Mais  il  est  certain  qu’en  posant 

(/c  sin\v  —  f[l  —  l/(l 
5  =  - - f - 4 - -  ’ 

on  a 

^s  +  i’s  =  ÿc*  —  X»P)  ~  sin  i p  ~/(l  —  Vi*  p)dv\. 

Donc,  en  supposant  toujours  que  la  quantité  P  est  donnée  par  une 
suite  de  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  lenteur  excessive, 
on  pourra,  en  raison  de  l’excessive  petitesse  des  coefîiciens  différen¬ 
tiels  ^ ,  iJL  9  regarder  la  valeur  précédente  de  s  comme  une 
solution  approchée  du  problème  proposé  au  commencement  du  n.°  19b. 

Mais,  d’après  ce  principe ,  on  doit  aussi  considérer  comme  une  so¬ 
lution  également  approchée  du  même  problème  celle  que  l’on  a  en 
supposant  y  quantité  constante  et  en  faisant 

ô  =  /(I  —  I/i-hP)  dv. 

Car  il  est  clair  qu’en  posant 

s  =  y  sin  |  v  —  \/T^p)dv  }  , 

et  traitant  y  comme  quantité  constate,  il  en  résulte 

*>*  s  *s  -  1755- - pTT^Tpj - ’ 

c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger,  eu  égard  à 
l’excessive  petitesse  du  facteur  —• 

Il  y  a  plus:  en  prenant  de  nouveau 

ô  =/(i  —  ÿl+.p)dv  , 

et  se  tenant  toujours  dans  les  limites  d’une  solution  qui  permet  de 
négliger  les  quantités  multipliées  par  les  coefîiciens  différentiels  de  la 
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fonction  P ,  on  pourra  supposer  la  quantité  y  composée  d’une  quantité 
constante  et  d’une  suite  de  termes  périodiques,  qui,  étant  différentiés, 
deviennent  comparables  à  l’expression  de  ^  •  En  effet  la  fonction 

5  =  y  sin  j  v  —  i  —  V\  -+-  p)dv  j 
donne  (  conformément  à  la  dernière  définition  de  y) 

ll  +  s  +  Ps  =  £Lsin{t>-f(i-/rïTp)del 

{i+P)-y^\cos\v-f{i-VTTp)d»\ 

/(i  P) 

c’est-à-dire  une  quantité  qu’il  est  permis  de  négliger  par  la  même 
raison  qui  a  été  admise  dans  les  cas  précédens. 

Cette  solution  approchée  de  l’équation 

~  s  -h  p  y  s'm  |  p  —  — ÿi  +  p)dv\  =  O 

n’a  rien  de  contraire  au  principe  général  démontré  dans  le  n.°  197. 
Car  en  faisant  —  =  1  —  /\  p  dans  la  formule 


on  obtient 


P  y  sin(y  —  ô) 

=  dTf  dë\" 

dv  l,2  dv) 


Py  1  —  »/(i  -f -  py\dv\ 

s  ~  ~~{i- 1/(1  H-  P)]  [1-^-t/Ci  +  PÏÏ  “ 


ysin\v  1  —  |/i  -4-  P)dv 


On  voit  d’après  cela  que  pour  résoudre  rapidement  le  problème 
proposé  au  commencement  du  n.°  198,  on  aurait  pu  poser  l’équation 
=  —  P,  laquelle  donne  +  Mais 


nous 


avons  évité  à  dessein  une  telle  solution  pour  faire  voir  en  même 
tems  les  différentes  circonstances  qui  se  rapportent  à  la  variable  y. 

Il  est  surtout  essentiel  de  remarquer  que  la  solution  précédente  ne 
saurait  déterminer  La  quantité  y,  ni  même  établir  une  relation  nécessaire 
entre  P  et  y. 
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Sous  ce  rapport  on  peut  dire  quil  y  a  une  différence  énorme  entre 
cette  dernière  solution  et  celle  obtenue  plus  haut,  en  faisant 

7  =  /(«-JO’ 

200.  Pour  décider  la  question,  du  moins  en  ce  qui  tient  à  la  forme 
algébrique  des  quantités  cherchées,  il  est  nécessaire  d’appliquer  les 
réflexions  qui  viennent  d'être  exposées  à  la  partie  séculaire  du  nœud 
et  de  Finclinaison  de  l’ôrbite  de  la  Lune,  afin  de  savoir  quelle  est 
parmi  ces  solutions  celle  qui  ne  présente  aucune  contradiction  dans 
la  partie  principale  de  ces  deux  élémens,  déjà  connue  par  tout  ce 
qui  précède. 

Or  il  est  facile  de  prouver  qu’il  faut  exclure  la  solution  qui  donne 

a  _  c 

7  ~  1/(1  *P)' 

En  effet,  si  l’on  suppose  calculés  les  premiers  termes  de  la  fonction 
désignée  par  P ,  au  moyen  du  développement  de  la  première  des 
équations  (VIH),  (Voyez  n.°  2  3),  on  y  verra  nécessairement  un  terme 
du  quatrième  ordre  de  la  forme  A  m2  s'2.  Cela  est  sans  doute  exact 
a  1  egard  de  la  valeur  séculaire  de  ô,  mais  le  résultat  qui  en  dérive 
pour  y  ,  en  substituant  la  même  valeur  de  P  dans  la  formule 
y  =  (/(i-t-P)  ’  est  incompatible  avec  notre  analyse  du  paragraphe 
précédent,  où  l’on  a  trouvé 

y  =  r,2  y'2-*-  zy^Ncos^-ç  -  u  -  £), 

S°USa  condition  expresse  que  l’existence  d’un  terme  de  la  forme 
Ame  est  impossible  dans  la  valeur  de  cette  fonction. 

Concluons  d’après  tout  cela  que  dans  la  théorie  de  la  Lune,  la 
seule  solution  admissible  de  l’équation 

cTs 

fa*  •+■  5  P  y  sin(y  —  6)  -h  2  Q  sin(a!v  ■+■  J3')  =  0 

(en  voulant  retenir,  comme  on  le  doit,  dans  y  et  ê  la  partie  sécu¬ 
laire  )  est  celle  que  Ion  obtient  en  prenant  pour  s  une  fonction  de 
cette  forme 
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s  =  y  sin  j  i  —  j/i  ■+■  P)dv  J  ■+■  2  Q'  sin(a!v  ^  0) . 

Il  est  vrai  que  de  cette  manière  on  laisse  inconnue  la  partie  sécu¬ 
laire  de  y  qui  dépend  de  y.  Mais  ayant  trouvé  dans  le  n.°  1 86 
que  la  première  valeur  de  s  est  de  la  forme 

s  =  ï,sin(y  —  ■+■  (?)  2 N sin{y  —  it  —  0) , 

on  peut  regarder  comme  certain  que  la  véritable  forme  de  l’expression 
de  la  variable  s  est 


s  =  y{sin  j  —  y*(i  —  Z\  -h  p)ds>  j  «+-  'SNsiniy  —  it  —  0) 

-+■  2  Q'  sin(pîv  •+■  0)  ; 


la  fonction  2  N sin(y  —  it  —  J3)  étant  celle  qui  naît  d’un  terme  de 
la  forme  R  s  qui  entre  dans  l’équation  différentielle  de  5. 

201.  L’équation  différentielle  du  second  ordre  qui  détermine  la 
variable  u  donne  lieu  à  des  considérations  analogues.  Mais  il  ne 
suffit  pas  d’indiquer  une  telle  analogie;  il  est  nécessaire  d’entrer  dans 
les  détails,  afin  de  mettre  en  évidence  les  circonstances  qui  apportent 
quelques  modifications  dans  la  solution  qui  concerne  la  partie  séculaire 
de  e  et  w ,  et  celles  qui  exigent  quelque  considération  nouvelle  rela¬ 
tivement  à  la  partie  séculaire  qui  naît  du  développement  de  la  fonction 
même  désignée  par  u. 

Admettons  pour  un  moment  que  l’on  a  développé  le  second  membre 
de  l’équation 


cPu 

d? 


u 


ss) 


(2) 


du 
’  Tv 


fda 

IL  dv 


dv 


dû 

udv 


et  qu’on  obtenu  un  résultat  de  cette  forme 

~  ■+•  u  ■+■  B  Q  e  cos(i>  —  sr)  -+■  2  U  cos(cc  v  -+■  j3)  =  o  , 


où  B  et  Q  renferment ,  outre  les  quantités  absolument  constantes , 
des  termes  séculaires,  fonction  de  e  et  y.  D’après  cette  définition  il 
sera  permis  de  regarder  comme  très-petits  les  coefficiens  différentiels 
,  ^2 .  Cela  posé,  remarquons  que  rien  n’empêche  de  concevoir 
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la  valeur  de  u  comme  composée  de  deux  parties  distinctes.  La  pre¬ 
mière  sera  celle  qui  satisfait  à  l’équation 

(1)  ....  ^  ■+■  u  ■+*  B  ■+*  Qe  cos(?  —  rxy)  =  o  ; 
et  la  seconde  sera  celle  qui  donne 

(2)  .  .  .  .  ^  ■+■  u  -h  2  U cos(<xv  h-  j3)  =  o. 

Les  coefficiens  U  et  les  argumens  j3  sont  à  la  vérité  composés  de 
quantités  constantes  et  de  termes  séculaires  qui  varient  avec  une  grande 
lenteur;  mais,  pour  ne  point  augmenter  la  difficulté  de  la  question  que 
nous  traitons  ici,  nous  accorderons  que  l’équation  (2)  est  satisfaite 
en  faisant 

u  =  2  ;^37cos(a<;  ■+’  Æ)  y 

ce  qui  revient  à  l’intégrer,  comme  si  U  et  J3  étaient  des  quantités 
constantes. 

Nous  ferons  même  abstraction  des  cas  singuliers  dans  lesquels  le 
coefficient  a  serait  une  quantité  très-peu  différente  de  l’unité,  nous 
réservant  de  développer  plus  bas  les  circonstances  qui  ont  lieu  à  l’égard 

de  ces  argumens,  qui  peuvent  être  assimilés  à  celui  de  l’équation 
du  centre. 

Tout  se  réduit  donc  à  intégrer  convenablement  l’équation  (1).  Si 
cette  équation  était  isolée,  il  n’y  aurait  aucune  difficulté.  Mais  il  s’agit 
ici  de  satisfaire  à  la  condition  que  les  deux  premiers  termes  de  °Ia 
valeur  de  u  soient  effectivement  tels  qu’ils  ont  été  présupposés, 
avant  d  entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  per- 
tuibatice.  Or,  quels  que  soient  ces  deux  premiers  termes,  ils  doivent 
être  réductibles  à  la  forme 

u  =  A'  -h  A'A"  e  cos(v  —  ar)  ; 

A,  A  étant  des  fonctions  des  élémens  des  deux  orbites. 

Substituons  cette  valeur  de  u  dans  l’équation  (1),  regardons 
toutes  les  quantités  comme  variables  et  faisons  pour  plus  de  simplicité 
E  —  e  AA'  ;  on  aura 
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A' +  B  +  cos(e  -  w)  ^E+eQ-E(i 


,  ,  .  C  cPu  (  dvf\ 

sin(v 


dm\  dE  j 
dv  y 


Jusqu’ici  rien  ne  définit  les  facteurs  dont  se  compose  la  fonction  Q; 
mais  il  est  évident  que  les  facteurs  du  produit  eA'A'  étant  insépa¬ 
rables ,  on  doit  regarder  Q  comme  ayant  la  forme  QAA.  Donc, 
en  faisant  eQ  =  Q' E ,  on  satisfera  rigoureusement  à  l’équation  pré¬ 
cédente  en  la  partageant  dans  les  trois  suivantes  : 


o 


<TA! 

d»% 


À+B, 


o 

o 


„  /  d&\  dE 


æE 
ds  1 


La  dernière  donne  en  l’intégrant 

H  étant  une  constante  arbitraire.  Il  suit  de  là  que  l’on  a 


æE 

dæ 


-4-  E(  I 


o  ; 


c’est-à-dire  une  équation  tout-à-fait  semblable  à  celle  trouvée  dans  le 
n.°  198  pour  déterminer  la  valeur  de  7.  Ainsi  nous  pouvons  en 
déduire  les  mêmes  conséquences:  savoir,  que  l’on  a  une  solution 
approchée  de  l’équation  (1),  en  faisant 

£*  =  7(7^’  <*=/(>-  ; 

mais  que  l’on  a  une  solution  également  approchée ,  soit  en  supposant  E 
quantité  absolument  constante ,  soit  en  l’imaginant  composée  de  quan¬ 
tités  constantes  et  de  termes  périodiques  qui  croissent  avec  une  exces¬ 
sive  lenteur, 
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Cette  dernière  solation  étant  la  seule  compatible  avec  les  premiers 
termes  de  e  et  de  w  trouvés  par  la  méthode  du  paragraphe  précé¬ 
dent  ,  il  en  résulte  la  nécessité  d 'exclure  la  solution  qui  donnerait 


E2  = 


H  # 
(/(i  *+■  Q)  * 


car  cette  équation  établit  un  rapport  entre  la  partie  variable  de  e 
et  celle  de  gt,  qui  introduit  dans  l’expression  séculaire  de  e  un 
terme  du  quatrième  ordre ,  de  la  forme  A  mV2,  ce  qui  est  en  con¬ 
tradiction  avec  les  résultats  fournis  par  les  formules  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires. 

Concluons  de  là  que  pour  intégrer  réquation  différentielle  en  h,  il 
faut  d’abord  poser  dans  les  termes  dépendans  de  la  force  perturbatrice 


u  =  A'  A!A!'ecos(y  —  w)  -4-  etc. 
et  la  réduire  d’après  cela  à  la  forme 

0  =  +  m  +  Q?A'Ane  cos(y  —  w)  -+•  2  U  cos(ou>  ■+•  J3) . 


Lorsqu’on  aura  ainsi  découvert  les  deux  fonctions  des  élémens  dé¬ 
signées  par  B  et  Q\  on  prendra 


w  =  J*(i  —  Y 1-*-  Q')  dv 

et  on  déterminera  Al  au  moyen  de  l’équation 
0  =  *b- 


Or,  en  supposant  la  valeur  de  B  réduite  à  la  forme 
B  =  2  M cos(pv  •+•  q) , 


on  aurait 


A  =  2  p~cos(pv  *<ù- 

Mais ,  par  hypothèse ,  tous  les  coefficiens  désignés  par  p 
petits  par  rapport  à  l’unité;  donc  on  peut  poser 

A'  =  —  2  Mcos(pv  •+•  q)  —  —  B  . 


sont  très 


Tome  1. 


3 1 
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Il  n’y  a  rien  dans  l’ensemble  de  ces  conditions  qui  puisse  déterminer 
le  facteur  désigné  par  A".  Et  cela  doit  être ,  puisque  ce  facteur  est 
par  sa  nature  inséparable  de  la  quantité  désignée  par  e. 

202.  Pour  fixer  davantage  les  idées  sur  l’équation  À  ■+■  B  =  o  , 
à  laquelle  on  doit  nécessairement  satisfaire ,  il  importe  de  ne  point 
perdre  de  vue  que  la  lettre  B  représente  ici  une  certaine  fonction 
de  A',  h2 ,  a,  e,  y,  y.  En  la  supposant  connue  on  aura  une 
équation  dont  la  forme  explicite  est  celle-ci 

A'  -+»  fonct.  j  A' ,  h\  a,  e,  y,  f',  y'  j  =  o  . 

On  peut  en  conséquence  la  considérer  comme  propre  à  déterminer  h 
par  A\  et  réciproquement. 

Mais  au  lieu  de  laisser  à  ces  deux  dernières  quantités  la  forme 
actuelle,  on  préfère  ordinairement  de  la  changer  par  un  procédé  qui 
revient  à  celui  que  nous  allons  oxposer. 

Supposons  que  l’on  ait  développé  la  valeur  complète  de  u,  et  que 
l’on  a  trouvé 

u  =  A'  ■+■  ÀÀ'e  cos  (y  —  ta)  h-  etc.  ; 


supposons  en  outre  que  l’on  ait  développé  l’intégrale  ^ ^  ’  et 
que  l’on  a  trouvé 

|r dv  =  G  G" cos{iv  +  +  G"’  cos(i!v  *  t)  ■+■  etc. 

Maintenant  admettons  qu’au  moyen  de  ces  deux  suites  de  termes 
périodiques  on  a  formé  le  développement  du  second  membre  de 
l’équation 

a  rdQ.  j 


l  dt 

hn ; 


et  qu’il  en  est  résulté  cette  troisième  suite 

h «  H1  -h  H"  cos  (g  v  /')  -h  H"’cos(g"v  ■+■  f")  ■+•  etc. 

Il  est  évident  que  la  fonction  des  élémens  représentée  par  H’  sera 
réductible  à  cette  forme 


ff  = 


i  -+-  k 

4Y(i-hC')’ 
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où  les  lettres  k  et  G'  doivent  être  regardées  comme  fonctions  de  h 
et  des  autres  élémens. 

Cependant  rien  n’empêche  d’introduire  dans  le  calcul  une  autre 
quantité ,  que  nous  désignerons  par  a, ,  telle  que  l’on  ait 

h  =  et  par  conséquent  H'  = 

Alors  l’expression  de  dt  deviendra 

de  =  -  di  j  H"cos(gV  *f)  -H  H"'cos(g"v  *-/")  -  etc.  \  ■ 

Cela  posé,  admettons  que  l’on  a  résolu  par  rapport  à  h  l’équation 
h  =  Au  --  »  et  que  1  on  a  trouve 

Y \l  -+-  G-  )  A 

h  =  fond.  { A\  a{c9  cl,  e,  y,  e',  y'  j. 

En  substituant  cette  valeur  de  h  dans  l’équation  À  ■+■  B  =  o ,  on 
pourra  ensuite  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  de  Ar  en  fonction 
de  at  et  des  élémens  de  deux  orbites. 

203.  Après  avoir  ainsi  formé  l’expression  de  A,  rien  n’empêche 
de  la  décomposer  en  deux  facteurs  de  la  forme 

î;  <Ke  >  y)  , 

en  se  donnant  arbitrairement  le  facteur  <p(e,  y)  qui  représente  une 
fonction  de  e  et  de  y.  Mais,  pour  se  rapprocher  davantage  des  formes 
connues  dans  la  théorie  du  mouvement  elliptique  ,  on  pourrait  faire 

y)  =  F  (y)  X/(e ,  y) 

et  prendre  pour  F(y)  la  fonction  de  y  qui  constitue  le  premier 
terme  du  développement  du  radical  |/i  f  sin.\i>  -  6) ,  mis  sous  la 
forme 

F  (y)  -f*  Ft(y)cos(  2p  —  2Ô)  •+■  etc. 

On  obtiendra  de  cette  manière  pour  i  une  expression  réductible  à 
cette  forme 
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de  sorte  que  l’on  aura 

A  =  \  <f>V>  e,  7,  f',  /)X^(r)X/(e57)- 
a/ 

Mais  nous  avons  dit  plus  haut  que  l’on  a 

dt  ~  Z'ÿM  etc‘ 

Donc,  en  substituant  pour  ^  la  valeur  précédente,  il  viendra 

3_ 

=  dv^-Jxfonct.  (a,  e,  7>  4  7)  etc- 

Actuellement,  pour  intégrer  ce  premier  coefficient  de  il  faut 

imaginer  que  l’on  a  substitué  pour  s '  et  7'  leurs  valeurs  séculaires , 
et  que  l’on  a  partagé  ce  terme  en  deux  autres  de  la  forme 

a,  *  -  a,  t  Xfonct .  (4  7')  cfr  ; 

où  a  ^  M  représente  une  quantité  absolument  constante  qui  peut 
être  remplacée  par  une  autre  de  la  forme  -  • 

Alors  l’on  obtient  l’équation 

n  dt  =  dv  ■+■  /orccf.  (e',  7')  ck  •+•  etc. , 
qui  étant  intégrée  donne 

nt  +  ft  =  v  •+■  ~  ffonct .  (e ,  7)  ds>  <+■  etc.  ; 

c’est-à-dire  une  suite  de  termes  périodiques  précédée  par  une  autre 
suite  de  termes  également  périodiques  ;  mais  tels  que  leur  période 
est  excessivement  longue. 

Cette  dernière  circonstance  permet  d’évaluer  l’intégrale 
J fonct.(e ,  y)dv 

en  développant  les  variables  suivant  les  puissances  de  la  longitude  v. 
Le  résultat  ainsi  trouvé  cesse  d’être  exact  après  quelques  siècles  ;  mais 
il  est  facile  de  la  réformer  convenablement,  en  recalculant  la  formule 
d’après  les  élémens  e  et  y  fournis  parles  observations  astronomiques 
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faites  peu  d’années  avant  et  peu  d’années  après  la  nouvelle  époque 
qui  sera  choisie  pour  point  de  départ.  Cette  espèce  d'imperfec¬ 
tion  ne  pourra  cesser  que  dans  le  tems  où  les  masses  des  pla¬ 
nètes  seront  assez  bien  déterminées  pour  pouvoir  construire  a  priori 
les  formules  finies  qui  donnent  sans  limitation  les  variations  séculaires 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Terre. 

204.  Sans  suivre  le  procédé  qui  vient  d’être  exposé  précisément 
dans  l’ordre  qu’il  a  été  indiqué,  il  est  facile  de  concevoir  que  rien 
n’empêche  d’en  transporter  les  conséquences  au  commencement  de 
l’intégration  des  équations  différentielles.  Ainisi ,  en  présupposant  les 
formes  qui  ont  été  trouvées  à  l’égard  des  premiers  termes ,  on  pourra 
entreprendre  le  développement  des  fonctions  de  la  force  perturbatice , 
en  faisant 


s  =  y  s  in  j  p  —JX 1  —  V 1  +  p)dv  J  h-  etc. 

u  =  1  F(y)  *  A"  F  (y)  €  cos  j  p  -fv  -  l/TZFçï)  dv  J  h-  etc.  |  • 

On  pourrait  même  observer  que  le  facteur  A "  étant  arbitraire,  il 
convient  de  poser  A ”  —  •>  afin  de  simplifier  la  forme  du  coef- 

cos  |  v  —f( 1  ~  m-Q')  dv  j . 

=  ^V(y)  -+•  ecos\v—f(i  —  |/i  +  Q')dv }  ■+■  etc. 

et  en  faisant  }i  =  c a;  xp(e,  y),  les  équations  {VIII)  du  n.°  23 


ficient  de 
Alors  Ton  a 


deviendront 

f 

dv' 


V) 


a.- 


ds  dû 


dv  udv 


/  n  du  dû. 

<Cu  <r(l  +  ss) 

=  - 


dt  = 


fa,tKe,r)H.ay^* 

_ _  dv _ 

“2  |/(* a,  #  (e > V)  *  2/S dv) 
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Mais  en  opérant  ainsi,  il  faut  regarder  les  deux  nouvelles  quantités 
représentées  par  les  mêmes  lettres  e  et  y  comme  absolument  con¬ 
stantes,  et  cesser  de  considérer  la  partie  variable  et  séculaire  qu’elles 
pouvaient  renfermer  implicitement ,  lorsqu’on  assujettissait  les  coordon¬ 
nées  du  mouvement  elliptique  aux  conditions  exprimées  par  les  équa¬ 
tions  différentielles  du  premier  ordre  qui  déteminent  la  partie  variable 
des  élémens.  En  général,  l’effet  des  variations,  lentes  ou  rapides,  sera 
confondu  dans  l’expression  complexe  des  coordonnées,  et  on  ne  pourra 
les  séparer  sans  une  analyse  spéciale ,  conforme  aux  méthodes  qui 
peuvent  être  fournies  par  les  propriétés  intrinsèques  des  formules  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires.  En  s’écartant  de  ce  principe, 
on  risque  d’attribuer  à  un  élément  ce  qui  appartient  à  d’autres,  et  par 
conséquent  d’altérer  la  solution  des  problèmes  qui  pourraient  dépendre 
de  V intégration  de  la  partie  purement  séculaire  qui  affecterait  un  élé¬ 
ment  déterminé  parmi  les  six  qui  appartinnent  à  l’orbite  de  la  Lune. 
C’est  d’après  cette  réflexion  que  nous  avons  insisté  plus  haut  sur  la 
nécessité  d’exclure  les  valeurs  séculaires  de  e2  et  y2,  que  M.  de  Laplace 
présent  de  calculer  au  moyen  des  équations  de  la  forme 

p2  =  a  _  J  . 

/(!-<- Q')’  7  ~  KO-*- -P)’ 

c  et  c'  désignant  des  quantités  constantes.  Il  est  aisé  de  sentir  que 
l’on  tomberait  dans  des  erreurs  assez  graves ,  si  l’on  voulait  appliquer 
ces  deux  formules  à  une  question  qui  exigerait  la  valeur  absolue  des 
deux  intégrales  doubles  >  fj yacfoa,  dans  lesquelles  e  et  y 

représenteraient  respectivement  l’excentricité  et  l’inclinaison  de  l’orbite 
de  la  Lune  considérée  comme  une  ellipse  variable. 

2o5.  Les  deux  fonctions  de  e  et  y,  désignées  par  /(e,  y)  ,  i|/(e,y)  , 
que  nous  venons  d’introduire  dans  l’expression  de  u  et  les  trois  équa¬ 
tions  (A),  sont,  dans  le  fond,  deux  facteurs  constans  fort  peu  dif- 
férens  de  l’unité,  et  on  aurait  pu  les  comprendre,  le  premier  dans  a, 
et  le  second  dans  a .  Mais  on  a  préféré  de  laisser  ces  facteurs  en 
évidence,  pour  les  déterminer  ensuite  de  manière  que  les  premiers 
termes  des  coordonnées  polaires  aient  une  forme  semblable  à  celle  qui 
a  lieu  pour  le  cas  fort  simple,  où  l’on  suppose  nulles  les  forces 
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perturbatrices.  Il  n’y  a  en  cela  aucun  anvantage  réel,  on  pourrait  même 
ajouter  que,  pour  rendre  l’intégration  plus  directe,  il  conviendrait 
de  s’abstenir  d’une  telle  transformation.  Il  est  clair  en  effet  que  les 
quatre  quantités  /(e,  y)  ,  /)>  a>  a,  sont  dans  le  cas  actuel 

toujours  réductibles  à  deux ,  puisque  les  deux  termes  de  la  fraction 
^  sont  inséparables  aussi  bien  que  les  deux  termes  du  produit 
craiip(e,  y).  Cependant  nous  avons  adopté  le  principe  de  remplacer 
la  quantité  qui  tiendrait  la  place  de  i  par  une  autre  de  la  forme 
,  et  de  substituer  cra^e,  y)  à  la  lettre  h %  afin  de  con¬ 
struire  des  formules  qui  soient  plus  immédiatement  comparables  avec 
celles  publiées  antérieurement  sur  cette  théorie. 

Au  reste  le  principe  fondamental  dans  cette  transformation  consiste 
dans  l’équation 

/(g,  y)  x  F  (y)  ^  =  o 

analogue  à  celle  qui  auparavant  était  désignée  par  A ' B  =  o. 
C  est  par  son  moyen  que  l’on  détermine  a  par  une  expression  de 
la  forme 

ï  =  fond,  (a,  e,  y,  e',  y), 


et  que  l’on  reconnaît  aussitôt  que  l’intégrale  doit  renfermer 

une  équation  séculaire  dépendante  de  l’intégrale  du  carré  de  l’excen¬ 
tricité  du  Soleil.  Il  est  assez  singulier  que  l’équation  À  B  =  o 
n’ait  pas  été  d’abord  désignée  comme  renfermant  en  elle-même  la 
véritable  cause  de  l’existence  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  Si 
1  on  veut  considérer  pour  un  moment  l’importance  que  cette  circon¬ 
stance  donne  à  l’équation 


on  excusera  la  longueur  des  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés 
pour  faire  voir  clairement  à  quoi  tient  son  origine  et  le  mode  de  sa 
formation. 
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206.  Reprenons  maintenant  l’équation  différentielle  du  second  ordre 
en  u  pour  la  considérer  sous  un  autre  point  de  vue ,  et  expliquer 
une  autre  difficulté  qui  n’a  pas  été  développée  plutôt,  parce  qu’elle  ne 
touchait  pas  le  fond  des  principes  généraux  exposés  jusqu  ici  dans 
ce  paragraphe. 

Supposons  l’équation  (1),  posée  dans  le  n.°  201,  satisfaite,  et  voyons 
ce  qu’on  doit  faire  à  l’égard  de  l’équation  (2)  définie  dans  le  même 
numéro.  Si  cette  dernière  avait  effectivement  la  forme 

^  -  u- 2  tfços  (aP  +0)  =  o, 

on  aurait  en  intégrant 

u  =  2-5-^ — cos(oa>  ■+■  f3)  ; 
a  —  1  v 

ce  qui  revient  à  dire  qu’il  suffit  de  changer  les  coefficiens  U  en  _ i  • 

Il  est  clair  que  ce  changement  augmente  d’autant  plus  les  coefficiens 
désignés  par  U  que  la  quantité  a  diffère  peu  de  l’unité.  Et  comme 
il  y  a  quelques  argumens  dont  le  coefficient  a  est  excessivement 
peu  différent  de  l’unité,  on  pouvait  croire  que  le  coefficient  Z7,  cor¬ 
respondant  à  ces  argumens,  devient  fort  considérable  en  acquérant 
le  diviseur  oc2 —  1.  Mais  il  est  essentiel  d’observer  que  cette  cir¬ 
constance  cesse  d’avoir  lieu ,  en  se  rapprochant  davantage  de  la  forme 
de  l’équation  différentielle  qu’il  s’agit  d’intégrer.  Pour  arriver  par  degrés 
à  cette  dernière,  considérons  un  autre  cas  hypothétique. 

Supposons  qu’il  soit  question  d’intégrer  l’équation 

^  -4-  u  •+■  m2f(u)  ■+■  ITT»2  2  U  cos  (ap  ■+■  j3)  =  O  ; 

ap  ' 

m  étant  un  coefficient  fort  petit. 

Il  est  censé  que  l’on  sait  d’avance  que  la  valeur  de  u  qui  doit 
être  substituée  dans  f{u)  se  compose  de  deux  parties  représentées 
par  et  que  l’on  peut  supprimer  la  fonction  de 

sorte  que 

(3)  .  .  .  ^  h-  Sa  -+•  m2f(p  ■+■  Su)  ■+■  m2  2  U  cos  (ap  ■+■  f3)  =  o 
est  la  véritable  équation  qu’il  s’agit  d’intégrer. 
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En  développant  la  fonction  f(p  +  Su)  suivant  les  puissances  de  Su, 
nous  aurons 

f(p  Su)  =  f(p)  ^f'(p)Su  •+■  f"(p)  ■+■  etc. 

Actuellement  imaginons  que  l’on  a  développé  le  coefficient  /'(/?)  de  Su 
dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  que  k  soit  le  premier  terme 
de  ce  développement,  c’est-à-dire  la  somme  de  tous  le  termes  non 
périodiques. 

Par  ce  moyen  l’équation  différentielle  précédente  prendra  la  forme 
(4)  .  .  .  o  =  -j^r-  ■+•  (1  ■+■  rnk)  Su  ■+■  ma2  U*  cos  {cas?  h-  J3) 

■+■  rn  Q  Su  -h  m  Q\Suy  •+•  etc. 

Cela  posé ,  si  Fon  remarque  que  les  termes  principaux  de  la  valeur 
de  Su  sont  donnés  par  la  fonction  explicite  de  p  représentée  par 
2  U'cos(w  •+■  fî)  ,  on  en  conclura  qu’en  supprimant  d’abord  la  fonction 
inconnue  rriQ  Su  •+■  rrfQXSu)*  -+■  etc. ,  on  a 

Su  =  ma2- 5 - - - 3 -rcos(<xv  ■+■  6). 

a— 1  —  m  k  v  ' 

Donc,  en  supposant  le  coefficient  a  réductible  à  la  forme  a  =  I  ■+■  brn  , 
on  aura 

a  1  — m  k  =  2.bnil  -+■  6am31  —  ma&  ; 

et  par  conséquent  l’ordre  du  coefficient  £7'  ne  pourra  jamais  s’abaisser 
que  de  deux  unités,  tout  au  plus,  en  acquérant  le  diviseur  aa—  1  —  rnk. 
Car  le  nombre  désigné  ici  par  k  est  par  sa  nature  de  l’ordre  zéro. 
Telle  est  la  cause  qui  détruit  la  possibilité  d’un  abaissement  de  l’ordre  £, 
lorsque  l’exposant  i  est  plus  grand  que  deux. 

Il  n’y  aurait  que  le  cas  très-particulier  de  i  =  2  et  2b  =  k ,  qui 
ferait  exception ,  puisqu’alors  le  coefficient  Z7'  s’abaisserait  de  quatre 
unités  en  acquérant  le  diviseur  aa  ~  i  -ni3k  =  -  m\ 

Si  Ion  n avait  pas  précisément  26  =  mais  que  la  différence 
2 b  —  k  fut  un  nombre  absolu  très-petit,  on  11e  pourrait  plus  estimer 
Tome  I.  3a 
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l’accroissement  de  par  rapport  à  U',  d’après  la  simple 

considération  de  l’abaissement  de  deux  unités  dans  1  ordre  du  coef¬ 
ficient  ü\ 

207.  Si  l’on  suppose  i  plus  grand  que  2 ,  et  b  une  petite  fraction, 
on  pourra  négliger  2 brn  par  rapport  à  mk.  Alors  le  terme  de  lu 
qui  appartient  à  une  telle  valeur  de  a  devient 

la  —  —  -y  cos  (ap  •+■  J3)  ; 

de  sorte  que,  à  l’égard  de  ces  argumens,  on  a  l’équation  identique 
rrfhlu  *+•  m  U'  cos(ocv  h-  fî)  =  o. 

Voilà  pourquoi,  même  en  supposant  qu’on  a  laissé  1  équation  (4) 
sous  la  forme 

o  =  h-  2  U1  cos  (ap  •+■  J3) , 

il  est  permis  de  supposer  nulle  la  somme  des  termes  qui  composent 
le  coefficient  ü'  dans  les  cas  particuliers  où  le  coefficient  a  est 
excessivement  peu  différent  de  l’unité.  C’est  d’après  cette  remarque 
qu’on  peut  se  rendre  raison  de  l’équation 

o  =  5(i -  art  18)^  +  (5  -4-  m)4(I9), 

que  l’on  voit  rapportée  dans  la  page  217  du  troisième  volume  de  la 
Mécanique  céleste. 

La  complication  du  sujet  rend  cette  explication  nécessaire  :  autre¬ 
ment  on  pourrait  penser  que  l’équation  précédente  n’est  qu  un  artifice 
de  calcul,  imaginé  pour  faire  disparaître  l’absurdité  qui  naîtrait  de 
l’intégration  directe  de  l’équation 

5(i  —  A  (18)  .  (4“*“  m )  a  (i7)1 

- /  '  O  m  f  r  fl  /  /  1  . 

4  m  l  ~ecos(v~mv+crnv-& ) 

—  (5  -*-m)4'l<))  J 


-+■  etc. 


CHAPITRE  SECOND. 


25l 

d’après  le  principe  général,  qu’il  faut  diviser  le  coefficient  de  cet 
argument  par  (i-m  +  c'mf-i  (Voyez  pages  209-2 n  du  troi¬ 
sième  volume  de  la  Mécanique  céleste). 

208.  Considérons  maintenant  le  cas  où  il  s’agirait  d’intégrer  une 

équation  de  la  forme 

(5)  .  .  .  +  -4-m2  2é7cos(w-*-J3)  =  o; 

/  désignant  un  coefficient  beaucoup  plus  petit  que  m\  C’est  à- 
peu-près& ce  qui  a  lieu  lorsqu’on  ajoute  à  l’action  du  Soleil  les  termes 
dus  à  la  figure  de  la  Terre.  -Supposons  que  l’on  ait  d’abord  intégré 
cette  équation  en  posant  //  =  o.  Après  cela ,  on  restituera  la  fonc¬ 
tion  <p(a)  qui  avait  été  supprimée,  et  on  imaginera  que  q  ■+■  Su  soit 
la  valeur  complète  de  u ,  q  étant  la  première. 

En  développant  <f>  (q  ■+■  Su) ,  ou  aura 

<p(q  Sa)  =  <p(q)  •+■  (p'(q)Su  ■+•  etc. 

et  l’équation  (5),  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  //Su,  prendra 
cette  forme 

*4-  u  mf(u)  •+•  f/<p(q)  Z7  co.s(w  ■+■  /3)  =  0 . 

Donc,  en  réduisant  <p(ç)  dans  une  suite  de  termes  périodiques,  et  posant 
(p(q)  —  2Hcos(iv  -+-  /) , 

on  aura 

j/  2  - — - rr  ■+■  Z) 

r  1—  ï  —  m  k  v  7 

pour  la  suite  correspondante  de  termes  qui  doivent  être  ajoutés  à  la 
valeur  primitive  de  u  désignée  par  q.  Voilà  le  principe  général. 
Cependant  il  y  a  un  cas  particulier  dans  lequel  cette  approximation 
ne  serait  pas  suffisante. 

Eu  effet  supposons  le  coefficient  i  très-peu  différent  de  l’unité ,  et 
admettons  que  le  même  argument  iv  ■+■  l  puisse  être  réproduit  par 
le  développement  de  la  fonction  f(u),  lorsqu’on  la  développe  en 
tenant  compte  des  termes  multipliés  par  //  qui  eutrent  dans  l’ex¬ 
pression  complète  de  u. 
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Représentons  par 

Su  =  jj?  GXcos(iv  ■+■  Z) 

ce  terme  spécial  de  la  valeur  de  m,  et  regardons  G  comme  un 
coefficient  inconnu ,  et  X  comme  le  facteur  connu  par  la  forme  même 
du  coefficient  L  En  développant  (p(q ),  on  aura  un  terme  de  cette  forme 

( p(q )  =  G' Xcos(iv  -+■  Z), 

G'  étant  un  coefficient  censé  connu .  Et  en  développant  f(u)  on  aura 
nécessairement  un  terme  de  la  forme 

f(u)  =  jj?  G  MX  cos  (iv  h-  Z)  ; 

où  M  est  un  facteur  censé  connu. 

Gela  posé,  l’équation  (5),  en  y  considérant  seulement  l’argument 
iv  l  dont  il  est  ici  question  ,  donnera  un  résultat  de  cette  forme 

o  =  -y^r-  +  (i+  tïi  k )  Su  *+•  (m?jj?G  M  h-  JJ? G')  X  cos  ( iv  h-  Z) . 

Mais,  par  hypothèse ,  cette  équation  doit  être  satisfaite  en  prenant 

Su  =  jj? G  X  cos(iv  ■+■  Z) ,  et  par  conséquent  -^-??——ijj?GXcos(iv^l)\ 
partant  l’on  a 

o  =  (  i  m?h  —  j?)  G  h-  G  ■+■  m  G  M \ 

ou  bien 


Ainsi ,  en  faisant  i  =  i  •+•  bm*9  nous  aurons 

_  _ G _ . 

a6  m*  -+*■  b'nf*  —  m?(Jc  A/) 

et  par  conséquent 

G'ua 

Su  =  -7—1 - 73 — ïx” - 777 - =7- ACOs(ÎP  Z). 

2b  m  b  rn  —  m  (k M)  v  ' 

Donc,  en  supposant  la  quantité  M"  comparable  avec  &,  il  est  pos¬ 
sible  que  la  différence  2 bm*  M)  soit  beaucoup  plus 

petite  que  ibm  ^b^m6  —  mh.  Alors  le  calcul  du  coefficient  G  de 
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cet  argument,  que  l’on  aurait  fait  sans  avoir  égard  à  l’existence  de 
la  quantité  désignée  par  M ,  pourrait  être  très-fautif. 

L’argument  (3/—  2g)(>  défini  dans  le  n.°  164  présente  un  exemple  de 
cas  singulier.  Mais ,  pour  découvrir  à  son  égard  la  quantité  désignée 
par  M,  il  faudra  ajouter  le  terme  de  la  forme 

-sin(3fv  —  2 gv  ■+■  2Ô) 

avec  celui  de  la  forme 

— ~  ecos  jp—  /(£  —  (/ 1  -+-  Q')cfcj, 

et  exécuter  les  développemens  qui  réproduisent  chacun  de  ces  deux 
argumens  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  que  l’on  jugera  suffisant. 

Si  l’on  fait  attention  que  la  réproduction  d’un  même  argument  dans 
les  approximations  successives  dépend  principalement  de  la  qualité  des 
différentes  parties  qui  concourent  à  sa  formation  ,  on  sentira  a  priori 
que  malgré  la  proximité  des  deux  quantités  3/  —  2,g ,  V \  h-Q'  ,  il 
doit  y  avoir  une  différence  entre  les  deux  facteurs  Mm  ,  Q'  qui 
leurs  appartiennent  respectivement.  S’il  n’était  question  que  d’une  ap¬ 
proximation  grossière,  on  pourrait  supposer  Mm  ==  Q’  ;  mais  cela  ne 
suffit  pas  pour  décider  la  question  relative  à  la  grandeur  absolue  de 
l’équation  ayant  pour  argument  (3/- ag  _  c)*.  Le  seul  moyen  de 
faire  cesser  les  doutes  sur  ce  point  est  de  ne  faire  aucun  cas  de  ces 
idées  qui  tendent  à  abréger  des  calculs  pénibles  par  des  moyens  indi¬ 
rects  et  incertains ,  et  de  s’en  tenir  strictement  aux  résultats  certains 
que  l’on  peut  obtenir  en  demeurant  fidèles  à  la  méthode  des  appro¬ 
ximations  successives. 
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CHAPITRE  TROISIÈME. 

TRANSFORMATIONS  PRÉPARATOIRES  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 

DU  SECOND  ORDRE, 

ET  DÉVELOPPEMENT  ULTÉRIEUR  DES  FONCTIONS 
DE  LA  FORCE  PERTURBATRICE. 


Transformation  préliminaire  des  trois  équations  (A)  données  dans  le  n.°  204. 

209.  (Quelle  que  soit  la  valeur  complète  de  la  variable  s9  rien 
n’empêclie  de  la  partager  en  deux  parties  distinctes  :  et  en  considérant 
la  forme  de  son  expression  algébrique  trouvée  dans  le  n.°  200,  il 
est  assez  naturel  d’opérer  ce  partage  en  posant 

5,  =  y  sin[ p  —f  ;  1  —  |/i  -h  p)  dv\ , 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  la  lettre  y  représente  ici  un 
coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre,  et  que  —  P  désigne 
la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  constitue  le  coefficient 
de  y  sin\y  —  [/ 1  p )  dv\  dans  le  développement  du  second 

membre  de  la  première  des  équations  (A). 

Cela  posé,  si  Ion  néglige  le  terme  insensible  multiplié  par  il 

est  clair  que  l’on  a 

ZÎ—  yVi*-P  cès\y—f(i  — 

57  =  — r(i  P)sin[v—f( I  ~]/7+P)dv\, 
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&  +  *  =  -^r  -*-$s -Pysin[v  -f(i-Yi-*P)dv]. 

Donc ,  en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

v—f(  i  —  Vi  -*-P)dv  =  gv—fùdv, 

TT  *  d& 

U  =  __  "tt  ■  i 


I 

dû, 

0-a rfie,  y) 

ifdv  ’ 

Q  ds  dû  ) 

j  0)  dv  udv  r 

\ 

i 

<ra,yp(e,  y)  ' 

i  h-  a füdv  l 

( 

; 

la  première  des  équations  (A)  deviendra 

(i) . =  R  ->-Pysin(gv-fddv). 

Et,  conformément  aux  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent, 
on  déterminera  la  quantité  désignée  par  P ,  en  développant  la  fonc¬ 
tion  B!  dans  une  série  de  termes  périodiques ,  et  égalant  ensuite  à 
zéro  la  totalité  des  termes  qui  multiplient  y  sin(gv  — fü  dv)  dans  le 
second  membre  de  cette  équation. 

2io.  Maintenant,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 


<ra,^(e,  y)  ' 


1-4-2 JO  dv 


la  seconde  des  équations  ( A )  prendra  cette  forme 


(Tu  (l  -♦ -S S)  1  jjll 

^W7W  =  R- 


Or ,  en  faisant  s  =  st  $s ,  l’on  a 

,  x-l  /,  9s(2sr 

(i  +  ss)  a  =  (t  -*,)  j- ■»— j  • 

Donc,  en  représentant  par  i  ■+■  V$s  le  développement  du  second 
facteur  de  ce  produit,  nous  aurons 
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d'u  JWP 


Rn  (I  H-  Q"  a  rts 
a /V'C^  ^ 


Nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  précédent  que  les  deux  premiers 
termes  de  la  valeur  de  u  sont  de  cette  forme 

u  —  A6' il  F(y)  ■+•  e  cos[y  —  y*(l  —  Q')  dp]  ; 

où  e  désigne  un  coefficient  absolument  constant  du  premier  ordre  , 
et  F(y)  le  premier  terme  qui  naît  du  développement  en  termes  pé¬ 
riodiques  du  radical  /i+v 

D’après  cela,  et  surtout  pour  nous  rapprocher  le  plus  qu’il  est 
possible  (à  l’égard  des  premiers  termes)  des  formes  qui  ont  lieu 
dans  le  cas  fort  simple  des  forces  perturbatrices  nulles,  nous  ima¬ 
ginerons  la  valeur  complète  de  u  partagée  dans  les  trois  parties 
suivantes;  savoir 


__  /(g,  y). 


-  e  cos  (cp  — / or  dp) 


où  l’on  a  fait  pour  plus  de  simplicité 

cv—J'&dv  =  p  — J* (  I  —  V 1  Q')  dp  : 

—  Q!  représente  la  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  qui  multi¬ 
plie  le  terme  e  cos(cv  —J' 57  dv)  dans  le  développement  en  ter¬ 

mes  périodiques  du  second  membre  de  l’équation  (2). 

al  I.  En  négligeant  les  termes  insensibles  multipliés  par  les  coefficiens 
différentiels  de  a  ou  de  Q',  on  trouvera  que  la  substitution  de  la  va¬ 
leur  précédente  de  u  dans  le  premier  membre  de  l’équation  (2)  donne 


a  /9u\ 

W  du 


a^(e ,  y) 


/(g»r)S<*y(i-Q 

‘  a  l  dS 


I^A^r)n,  >  r  7 *  pu  \ 

[  ~  K  Q  e  c^(cp  -J*  &)  h-  -  R 

Mais,  en  différentiant  deux  fois  la  fonction  (/i-*-**,  l’on  obtient  l’é¬ 
quation  identique 
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dY(i  ■+■  s*)  - -  /  ,1  a,/  3  tPs\  dsyt 

w  +j/i+5(  —  is,)yl-s, 

Donc,  en  observant  que  s  =  y  sm[p  — y*(i  —  (/ 1  p)  dp]  ,  il  viendra 

* St  l~Ps''  (l^^)(I^i>^ô)=I'(I^)^p''4’ 

/  2v  /  2  d%s\  ds  * 

(1  H.  *,)(_!  *s, 

1  +  /+  Py2  cos(2gv  —  2 J  èdv)  —  Py4$irc4(gp  ~  fbdsî)  ; 


ou  bien 


o*-o( 


I  ■+>  5,  -t-  5, 


(  i  y3— 1  P  y4)  -+-  Py2(  i  ■+■  |  y2)  cosfzgv  —  2  f  îdv)  —  ^  Py4sirc(4gp  ~  4/" 9c?p) . 

Maintenant ,  si  l’on  observe  que 

(  I  -4-  s?)"*  Vh  =  (I  -4-  55)”1'-  (I  -4-  s^f1  , 

on  verra  que  au  lieu  de  l’équation  (3)  l’on  a  celle-ci 


U)  Q'e  cos(cp -/Wp)  -  i  j/(e,  y)  (  1  -y3)  (1  -*•«*)"  2  “  ^Ü^y)  j  | 

L^ÎAÏ)  />/( !  •4-5^2)"* 3  j|y2-(i-t-|ya)co5(2gP-2/Ô£/p)+|y3co5(4gp-4|àc/p)} 


D’après  les  principes  exposés  dans  le  paragraphe  précédent  011  doit 
déterminer  le  rapport  ^  en  égalant  à  zéro  la  fonction  des  élémens 
des  deux  orbites  composée  de  la  totalité  des  termes  explicitement 
indépendans  de  (>,  qui  entrent  dans  le  développement,  en  termes 
périodiques,  du  second  membre  de  cette  équation:  et  la  valeur  de  Q' 
doit  être  déterminée  en  égalant  à  zéro  la  fonction  semblable  qui  con¬ 
stitue  le  coefficient  de  ^  ~a~  e  cos(c^  ~ f  &dv)  dans  le  même  déve¬ 
loppement. 
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Après  avoir  satisfait  à  ces  deux  conditions,  l’équation  (4)  prendra 
cette  forme 

(*)••••  =  0, 

où  a  ,  k9  M,  fi  doivent  être  considérées,  en  général,  comme  des 
fonctions  des  élémens  des  deux  orbites  suceptibles  de  varier  avec  une 
lenteur  excessive. 

212.  Cependant  il  est  essentiel  de  faire  observer  cpie  cette  circon¬ 
stance  n’empêchera  pas  d’intégrer  l’équation  (5),  en  prenant 

T  =  ï  2 {jTïpŸ-i-k C<M(W  *f$dv) • 

En  effet,  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité 

N  =  M 

a  [(a  ■+■  fi)*  —  i  —  k]  ’ 

Ion  obtient,  en  différend ant  cette  expression  de  —  ^ 

d2(—) 

<*-*  +('+l)7=  2(^“  f)cO<<a>  *-/&&>) 

~  2 1  a^)  ««(<*•»  ./J8db) . 

Donc,  en  supposant  que 

—  =  ■+•  2  iV  C05(ap  •+•  / $dv) 

soit  1  expression  exacte  de  ^  qui  satisfait  à  l’équation  (S),  on  aura, 
pour  déterminer  F,  l’équation 

d?Y  rF* 

°  =  3^  "*•  (  1  fc)  r  -J^cosfa  +  J Qfoj 

-  2  -t.  (a  h-  2/3)  sin(av  *  f$dv) . 

Mais,  par  hypothèse,  les  coefficiens  différentiels  ~ ,  —,  ^ 

sont  exprimés  par  des  quantités  très-petites,  composées  de  termes 
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périodiques  dont  les  argumens  (en  comparaison  des  argumens  av+J'fidv) 
croissent  avec  une  lenteur  excessive.  Donc  la  valeur  de  Y  sera  donnée 
par  une  fonction  de  la  forme 

Y  =  2  G  cos  j  (a j  -+■  2  G'  sin  j  (oc  f  fidv  J , 

dans  laquelle  les  coefficiens  G  et  G  seront  nécessairement  insensi¬ 
bles.  En  conséquence  il  est  inutile  d’avoir  égard  à  ces  derniers  termes, 
et  il  suffit  de  prendre 

M 


la  =  2 


a- -,-1  «»«(«»  +/&)■ 


Il  suit  de  là  qu’en  multipliant  l’équation  (4)  par  a,  Ion  peut  réduire 
la  recherche  de  la  à  l’intégration  de  cette  équation 

=  aÆ"  ^ 

dv*  1 

-/(e,  r)  Q'e  cos(cv-f*sdv)  -  |/(e,  y)  (l+y)  (l*s‘)~  *- |  (' 
+f(e9  y)Py\l+s*)m  a 

21 3.  Considérons  maintenant  la  troisième  des  équations  (A).  E11 
faisant  pour  plus  de  simplicité 

ut  =  /(e ,  7)  { ]/TT7f  e  cos(cv  —fvdv)  } , 

nous  avons  ^  _ 

„■*!**«  *(  1  h. 

a  a  a  \  uj 

Donc,  en  substituant  cette  valeur  de  a  dans  celle  de  c?î,  il  viendra 


Posons 


,  dv  a*  m,"*  *  (1  ifÜdv)  a 

*  =  ,  — T7 - 

V *  y)  y1* 

i  +  sf  e  COi(cp  —  y* 57<fr)  j  a  = 


et  représentons  par  A  la  fonction  des  deux  élémens  e  et  7  Ç111 

le  premier  terme  non  périodique  du  développement  de  la 


constitue 


I 
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fonction  X  en  termes  périodiques;  alors  la  valeur  de  ~  sera  com- 

•  •  •  i  ^ 

posée  de  l’unité  suivie  par  une  série  de  termes  périodiques.  Cela  posé, 
écrivons  la  valeur  précédente  de  dt  sous  cette  forme 

,  1  (-#)•* 

âu'Ÿ  ’ 

et  rappelons  nous  que,  conformément  à  l’analyse  exposée  dans  le 
paragraphe  précédent,  on  peut  regarder  comme  arbitraires  les  deux 
constantes  représentées  par  les  fonctions  f(e ,  y)  ,  \p(e ,  y).  D’après 
cela ,  rien  n’empêche  de  supposer 

(S) ...  .  [f(e  ,  y)]  ,  y)  =  ; 

ce  qui  rapproche  la  forme  de  l’expression  de  dt  de  celle  qui  a  lieu 
dans  le  cas  où  l’on  suppose  nulles  les  forces  perturbatrices,  du  moins 
en  faisant  abstraction  des  deux  facteurs  qui  sont  explicitement  fonction 
de  la  force  perturbatrice.  Mais  011  peut  rendre  ce  rapprochement  plus 
intime,  et  simplifier  en  même  tems  le  second  membre  de  l’équation  (6), 
en  faisant 

Alors  les  équations  (8)  et  (9)  donnent 

f(e,  y)  =  \3  (1  -*■  y1)3  ,  y)  =  X~7(i 

et  il  s’agit  de  déterminer  la  valeur  de  À. 

214.  Pour  cela  remarquons  d’abord  que  dans  le  développement 
de  la  fonction  X  il  n’y  a  que  les  termes  compris  dans  la  série 

(  1  *+•  5^) ~ 1  4-  3e2(  1  +  $ *)“  3 cos3(cp  -  fndv)  •+•  Se\  1  4-  s*)*0 cos4(a>  -  Jndv)  «+-  etc. 

qui  peuvent  donner  une  partie  non  périodique.  Ensuite  observons  que 
pour  avoir  la  valeur  cherchée  de  \  il  suffit  de  prendre  la  partie  constante 
fournie  par  le  développement  des  puissances  paires  de  co$(cv —J?zdv). 


(■- 
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Donc,  en  désignant  par  b-  le  terme  non  périodique  qui  se  trouve 
dans  le  développement  de  (i  étant  un  nombre  entier), 

nous  aurons 

x  v  .  f  “i  2/  2  \  2  /  Ai  2  \  2  /  \ 2  / 

(io)....A  =  b*leb^ - - - eb,->- 


1*2*3 


g  b  ■+■  etc. 

4 


Cela  posé,  si  l’on  remarque  que  l’on  a 

i  h-  5*  =  ï  ■+■  2-  —  ^  cos(2gv  —  -iflav) , 

ou  bien 

i*.,*-  (WpJULj*  (ÛlïflZL )-  1(1/^,)  fcfc)  ; 

et  par  conséquent 

(  !■«;)“ = ("/(rrl)~ 21  \ 1  *(££££)*■ 

on  en  conclura  que  d’après  la  formule  (6)  donnée  dans  la  page  276 
du  second  volume  des  Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre  l’on  a 

c.) 

Il  est  maintenant  facile  de  former  la  valeur  de  A  avec  le  degré  d’ap¬ 
proximation  que  l’on  jugera  convenable.  Il  est  d’ailleurs  évident  que 
cette  valeur  devient  fort  simple  en  supposant  7  =  o;  ce  qui  donne 

bt  =  1  ;  et  par  conséquent  A  =  (1  —  e2)  2. 

21 5.  Si  l’on  développe  les  fonctions 


l’on  aura 


(I 

(!  -A)(i  +  B), 

en  posant  pour  plus  de  simplicité 

b  -  -/</*»!(/£/*)•- K/»*)’- ¥(/<»)'-«'• 
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Maintenant,  si  l’on  représente  par  i  h-  n  la  fonction  des  élémens 
des  deux  orbites,  explicitement  indépendante  de  i>,  qui  se  trouve  dans 
le  produit  j(i-A)  développé  dans  une  série  de  termes 

périodiques,  on  pourra  écrire  l’équation  (7)  sous  la  forme 

de  - 

ou  bien  sous  la  forme  * 

-  *(0‘  [/y  <■  *  n>  iA  -Bl2îJs~n>; 

d’où  l’on  tire 

(12) ...  de  =  (1  +  n) 

en  faisant  pour  plus  de  simplicité 

Y  =  A  —  B  -t-  AB. 

Donc,  en  désignant  par  n  un  coefficient  absolument  constant  tel  crue 
l’on  ait  1 

il  viendra,  en  intégrant  les  deux  membres  de  l’équation  (12), 

Mai»,  à  cause  de  la  lenteur  excessive  avec  laquelle  varient  les  termes 
séculaires  renfermés  dans  l’expression  de  comparativement  aux  argu- 
mens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions  (^  —  ,  ^-*-11, 

011^  peut  sans  erreur  sensible  faire  sortir  du  signe  intégral  le  facteur 
’  et  supposer 
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)  dv 


(14)....  ne  =  ü~/?rf‘,~(r^n)/'(a;~l) 

-(SnO/të1-*")* 


si 


Au  reste  il  est  évident  que  cela  revient  à  négliger  des  termes  très-petits 
multipliés  par  ~  ou  ^ .  puisque  l’expression  rigoureuse  de  nt  est 

Or,  en  associant  les  argumens  de  ^  ou  avec  ceux  de  (^  ~ 


ou  de 


& 


n) 


il  n'en  peut  résulter  aucun  terme  capable  de 
devenir  sensible,  même  après  l’intégration  qu’il  faut  exécuter. 

Pour  imiter  à  l’égard  de  ne  ce  qui  a  été  fait  à  l’égard  des  deux 
autres  coordonnées  polaires  s  et  u ,  nous  partagerons  aussi  l’expres¬ 
sion  complète  de  nt  en  posant 


ce  qui  donne 

nt  =  [nt\  *+■  Snî. 

216.  E11  résumant  les  résultats  trouvés  dans  ce  paragraphe,  nous 
en  conclurons  qu’en  faisant 

st  =  y  sin(gv  —  J' §dv) 

U{  =  A*  ( I  -+-  ya)  T  { l/i  ■+•  e  cos(cv  —frsdv)  \  , 

*  ui  àu 

et  5  =  5  -*-Ô5,  U  =  a  1T  ’ 

l’on  a ,  pour  déterminer  8s  et  8u  en  fonction  de  v ,  les  deux  équa- 

\lïF~is)^+*Juav)  =  rw*‘*Juap)-u\&~d'9,>i 

(!)..■ 


tions  suivantes  : 


($£***)  ('+»fUd>)  =  Ps,(  »  *fVdf’)  -  *  T?)  |  _ 


dû 

dfl 


-  $$  dû 
*  ds 
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(il). 


V~U  ( ^  -t-'^) -*-  Q'  a! C1  Udv)e cos (w— Jndv) 

{  —  X*(n-y*)*  (i-h5i*)“5  Udv—  X*  (i-t-y1)^  | 


(i+iIf>-(I  +  w)“ïi  ' 

a.  !/ 

i 


où  Ton  a  fait 


|  y' y')  co&(ï8v—'iJ'mV)'^ 
^  y1  ^  (  4^— 4^0^) 


^7_  )J(i  +  7^  «fa 

ffa,  ua.rfw 

Ensuite  l’on  aura  ànt  au  moyen  de  l’équation 

(III)  ....  vnt  =  —  £y.  |  V  ‘  +sl*+ecos(cv--Jbdv  |  -+-nj^ 

Par  ce  procédé  on  aura  décomposé  les  trois  coordonnées  polaires 
s  ’  au  >  nt  chacune  en  deux  parties  ,  dont  la  première  partie  sera 
respectivement 

^  =  7  sin  (gv  —  fôdv)  , 

lK  =  (1  -t-72)3  j  ^ 1  -*■  V ■+■  e  cos  (cv  —J\sdv )  |  , 

[ni]  =  t> -‘rj'l \dv+( |  l/'+s.M -ecos (cv—fz sdv  j  —i~^dv. 

Et  les  deux  argumens  gv— J* îdv ,  cv—f  Tsdv  devront  être  déter¬ 
minés  d’après  les  équations 

gv  -f  Odv  =  v  — y°(  1—  \/\+p)  dv  y 

cv  — J  zsdv  =  ç>  — y°  (1 —  j/T+H?)  dv  y 

lorsque  les  fonctions  P  et  Q  des  élémens  des  deux  orbites  auront 
été  trouvées  conformément  à  la  règle  enseignée  pour  cet  objet. 

Tome  I,  3t 
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§  2* 

Développement  des  fonctions  de  la  force  perturbatrice  due  à  V action 
du  Soleil  suivant  les  puissances  de  às ,  8u ,  ànt  ,  et  formation  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  ces  trois  variables. 

217.  Faisons  pour  plus  de  simplicité 


^  1  =  )-5(I+v1)1  ;  b'=-7  > 


et  convenons  de  supprimer  ici  les  termes  multipliés  par  la  latitude  sf 
du  Soleil  que  Ton  voit  dans  les  formules  du  n.°  27.  Alors,  en  posant 


3  (a’  u’)3  sinfzv  —  iV) 


2  * 


(au)* 


(«'  «')4  sin(y  —  V) 

(àüj5  ’ 


15  j  .  (cc'u')*sin(3v  —  3v')  3  ?  t  ss  (a'  u')4  sin  (v — V) 

8  (a u)5  2  0  (55)5 

5  7,4  (a' u')5  sin  (2 v  —  iv')  _  15  u  ss(a! u!)*  sin{w—w') 
8  (au)6  4  ^  (au)6 

35  ,4  (a'u')5 sin(l)V — l+v') 

16  (au)6 


3  (oc'  n'^cos  (iv — iv'}  33  (g.1  ti')*  cos  (v  —  V) 

2  *  (a  u)4  8 


(au)6 


/?3  =  y . 


_  15  7  »  {a.'u’)‘>cos(3v — 3^')  3  r*ss  (a' u'ftcos  (i> —  V) 

8  (au)5  2  (au)5 

Z  7  ,  (ctu')5cos(2v  —  2V)  15  j^^ss (a.'  u')b  cos  (iv — 2^)  [  ’ 

J  (au)6  4  (au)6  * 

35  ,t(ctV)5coj(V>— 4*0 

"  H>  (au)6 


■n  , J  I  (<xV)3  9  Li(«V)5  0  ,4  (ctV^j  . 

*“«  7  j  2  •  (au/  "h  16  b  (au)5  4  *  55  W  j  * 
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13  (a.'  u')scos  (2v  —  aQ  9  7»  (a' u.')1»  cos  (v  —  w') 

2  ’  (a  a)3"  8  (au)$ 

15  j  2  (g' u')* cos  (3t>—  3Q _ 3  y  >  55  (a1 V  ï*  cos  (v  —  w') 

H“1T^  (au)*  2  (au)*  ! 

5  y  ,  (a'  w')5  COS  (2^-  2V')  15  7/(  SS  (ttV)5COS(2y— 2t/) 

+  - S  T°  (au)5 

35  7  i  (a'  w')5 cos (4^ — V) 
ïü  (a*)5 


nous  aurons 


v=i^=-ï*r, 

B=,x'f 'Rfl>+\vHj'R&J+\vt  (  ( /«A)‘  •• 

et  les  équations  (I)  ,  (II)  trouvées  dans  le  paragraphe  précédent  de¬ 
viendront  (  en  considérant  seulement  l’action  du  Soleil  ) 

!*.*  J 

-Pisin(gv-f 0dV)-^^(s^5s){R^R3)  L 

W'ilZr-*-911— Ps)fR>dv  ) 

C?»  .  &U  ^  ___  \ 

-  2.u‘  + V  ( 1  -hs.T  ‘ — T^cos(cv~f Zldv) ( 


-/,77,(m-î>*)  ?>(i— 2f x'fR,dv) 


[y— ('  +jf)cos(xgV—ifîdv) 
■+■  gYcos(4gv— 4/^) 
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218.  La  variable  indépendante  étant  v ,  il  est  nécessaire  d’éliminer 
de  ces  équations  la  longitude  v  du  Soleil ,  et  de  l’exprimer  par  une 
fonction  de  la  longitude  v  de  la  Lune.  Pour  cela  il  est  facile  d’ob¬ 
tenir  une  formule  générale  par  le  procédé  suivant. 

La  troisième  des  équations  (IX)  données  dans  le  n.°  55  peut  être 
mise  sous  cette  forme 

n\t+f)=v'-F(s>y 

Donc ,  en  faisant 

m _  ij_ _  moyen  mouvement  du  Soleil 

n  moyen  mouvement  de  la  Lune  9 

on  aura 

v=m  (nt‘4rnff)-t-F(vr). 

Maintenant  imaginons  intégrées  les  équations  du  mouvement  de  la 
Lune,  et  par  conséquent  l'équation  (14)  trouvée  dans  le  paragraphe 
précédent  réduite  à  la  forme 

+/)  =  *>+/'  Çdv+f(v)  • 

y"(i>)  désignant  une  fonction  de  v  composée  de  termes  périodiques. 

En  éliminant  le  tems  t  entre  ces  deux  équations  et  faisant  pour 
plus  de  simplicité 

A (/'—/), 

il  est  clair  que  Ton  a 

v  ■=. K-*r mv -*rmj m/(,)+F(0. 

Donc  ,  en  appliquant  à  celte  équation  le  théorème  connu  de  La¬ 
grange  sur  le  retour  des  suites  ,  on  en  pourra  tirer  la  valeur  d’une 
fonction  quelconque  de  v  exprimée  par  une  fonction  du  polynôme 

A+mv+mJ'i Ç,dv+mf(v).  Mais  il  suffit  à  notre  objet  d’avoir  l’ex- 
pression  de 

i  et  i  représentant  des  nombres  entiers. 
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Ainsi ,  en  posant 

=  À  ■+■  mv  ■+■  mj'  mAv)  » 

K=iv  —  iF'+i'(c'F—*')  , 
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on  aura  ,  en  vertu  du  théorème  cité  , 

tin  |  i(y-s,')+i\c'V'-*?)  { =*»  K^'d-P)  cos  K.F(F)+{^±d . 

(»v-i)*  cos  K. F  {Vf 

l.FTa'  dv-  +etc* 

219.  En  exécutant  les  opérations  indiquées  ,  celte  formule  donne 
un  résultat  ,  dans  lequel  un  argument  quelconque  est  de  la  forme 
—  — *')  *,  p  représentant  un  nombre  entier  positif 

ou  négatif ,  y  compris  zéro.  Donc  ,  en  écrivant 

ZIpI  aa Ueu de  2 (c'f-*) J , 

on  pourra  représenter  par 

cm,  cc-o>  <:c+o,etc. 


la  suite  des  termes  qui  naissent  du  développement  du  second  membre 
de  l'équation  précédente. 

Cela  posé  ,  si  l’on  réduit  à 

F(  v  )  =  2s' sin  (cV  —  x')  —  (  |  £fl-+- 1  e'4  ^ sin  (  2cV  —  2 x') 

4-  ^  |  h'3  -H  |  s'5  ^  $  w  ( 3c' V — 3x'  )  —  ^  s'4  sin  (  4c'  t>' — 4*'  ) 

■+■  e,s  sin (  5c'  t>' — 5x  ) 

la  valeur  de  qui  serait  donnée  par  les  développemens  indiqués 

dans  le  §  2  du  second  Chapitre  (en  faisant  y'=zo  et  négligeant 
les  puissances  de  er  supérieures  à  la  cinquième  )  ,  l’on  obtiendra  le 
résultat  suivant,  où  Ton  a  fait  c'=i  dans  les  coelliciens  des 
termes  périodiques  : 


THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

sin 


Z  M  j 


sin 

cos 


cos 


[-!]< 


sin 

cos 


i(v—v')+i'(c'v'—-»!)  |  = 

[  —  (£,— 0*T  j 

-0-0  '(* (<  — 04n  i 

oyy*(r~o  c*'-,v  o  (*-*+ o*  (  to*,!)  j 

■  O' — 0  —  1  )’  ^  ■+•(»'  _  0  (*' )‘  î5  j 

(r_o  ) 


m  - 


~0'-0  (|£'‘-+-rè£'4)  +■(*'■ “O  (i'-ï+a) 

-c/'-o(Ç+S)-c^-o(£'-£-3)(|S'î-g) 

-(/'-OC, •'_<-_3)*(ç_«^+(4-w)(^,_3y*^ 

-(£-0(''-£-3y| 

(*-0(ÇH.s)-(<-'-0(r-*v3)6^g) 

-  (*'“0  (*"  -£+3)*  (Ç  -  ^  s-  )  -H  (Y  _  0  (?  -  i+ 3)»  J  fi 

_/+3)*  g 

sin  ( 


sin 

cos 


Sin 

cos 


03]  < 


,  5  .. 
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sin  p  5  Oso £  — 0  («'—  I—  5)  p  00"— *— 5)‘^5  «*  ) 

cos  '  î- O'-O  (*•'-*- sy  £  J 

220.  Comme  f(y)  représente  ici  une  fonction  périodique  de  v  ,  il 
reste  à  développer  les  fonctions  s**s  suivant  les  puissances  de  rnf'Çy'), 

afin  de  pouvoir  obtenir  la  valeur  de  ^  J7 (y — *>')■+■ i(c' v' —  x  ) ]  exprimée 

par  une  suite  de  termes  périodiquès.  On  exécutera  cette  transforma¬ 
tion  au  moyen  de  la  série 

smj  a  -4- 13  mf(y)  J  =  sin  «  •+■  (3  m  cos  «  »J\y)  —  -p-  sin  «  ,f~) 

-Y^-cosa-fîÿ)  ■4_etc* 


après  que  l’on  aura  trouvé  la  valeur  de  f{y)- 

Mais  en  cela  1  on  sera  favorisé  par  une  circonstance  qu’il  est 
impoitant  de  remarquer.  En  effet  la  série  précédente  procède  suivant 
les  puissances  de  mf(y)  ,  où  m  désigne  une  fraction  que  nous  re¬ 
gardons  comme  une  quantité  du  premier  ordre.  Donc  il  suffit  que  la 
valeur  de  f{y)  soit  développée  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  i—  i 
pour  qu’il  soit  possible  de  développer  sin  {  a  -+.  p  mf(y)  }  jusqu’aux 
quantités  de  l’ordre  i  inclusivement.  Or  cela  est  effectivement  suf¬ 
fisant  dans  une  théorie  qui,  comme  celle-ci,  donne  les  résultats  cher¬ 
chés  par  une  suite  d’approximations  successives. 

Pour  mieux  développer  cette  idée  ,  imaginons  que  l’on  a  partagé 
f(y)  en  deux  parties  ?  dont  la  seconde  est  inconnue, 

mais  d  un  ordre  supérieur  à  la  première  au  moins  d’une  unité.  Il 
est  clair  qu’en  laissant  f"  (y)  sous  les  signes  périodiques  l’on  aurait 
sm  j  «  4-  m  $f(y)  |  =  sin  j  a-+-p  mf  (y)  j  -+-  m  (V)  cos  \  cl  m  (v>)  | 

—  cos\*Jr  m  j 3/"  (y)  |  —  eic. 
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Donc,  en  supposant  d’abord  /"(V)  =  o,  et  développant  ensuite  en 
termes  périodiques  la  série 

sin  «  -+-  (3  mf  (y)  cos  a  — —y~jT(v)  cos  a  etc. , 

il  n'y  aura  qu'à  remplacer  «  par  a -4 dans  le  résultat  ainsi 
trouvé  ,  pour  en  conclure  la  valeur  de  la  série  précédente.  Parvenu 
au  point  où  ce  changement  sera  nécessaire  ,  l'on  connaîtra  déjà  une 
portion  de  f”  (y):  ainsi  l'on  pourra  faire  sortir  cette  portion  des  signes 
périodiques ,  et  continuer  indéfiniment  ce  mode  de  développement  par 
cette  espèce  de  bissection  de  la  fonction  représentée  par  f(y). 

221.  D’après  l’analyse  du  paragraphe  précédent  ,  l’on  a 

f(y) = )/(  t  - 1  )  **■' 

Donc  ,  en  imaginant  développées  en  termes  périodiques  les  différentes 
fonctions  de  la  force  perturbatrice  dans  l’hypothèse  de  dnL  =  o  ,  il 
suffira  de  changer  mv  en  mànt  pour  tenir  compte  de  la 

fonction  ont  ,  qui  d’abord  avait  été  supprimée.  Pour  indiquer  ce 
changement  ,  nous  conviendrons  de  représenter  par 

(a  a  y  sin(2V —  (a  u  y sin^iv  —  2V>')] 

la  valeur  complète  que  doit  avoir  la  fonction  (a  n!y sin^iv — 20')  :  et 
la  même  notation  sera  employée  à  l’égard  des  autres  fonctions  ana¬ 
logues  de  v. 

Toutefois  il  ne  faudra  pas  perdre  de  vue  que  dans  le  dévelop¬ 
pement  de  ces  fonctions  affectées  de  la  caractéristique  à  nous  tien¬ 
drons  compte  non  seulement  de  la  première  ,  mais  aussi  des  autres 
puissances  de  mànt  ,  lorsque  cela  sera  nécessaire  pour  avoir  exacte¬ 
ment  le  coefficient  numérique  d'un  terme  dont  l’ordre  sera  déterminé. 
Il  faut  donc  se  représenter  le  simbole  d[(«  u'ysin(2v—  2t>')]  comme 
tenant  lieu  d’une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  mànt. 

222.  Actuellement  imaginons  que  dans  les  valeurs  d e  Rt  ,  R%  ...  Rs 
posées  dans  le  n.°  216  Ton  a  fait  a  11=11,-*- du ,  s  =  ,  et 

qu’en  outre  l’on  a  développé  les  fonctions  de  V  par  le  procédé  qlU 
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vient  d'être  indiqué.  Il  est  clair  qu’il  en  résultera  pour  chacune  de  ces 
fonctions  une  nouvelle  série  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les 
produits  de  Su,  Ss  et  mSnt.  Donc,  en  convenant  de  représenter 
par  E  la  valeur  que  prend  Rt,  en  y  faisant  au  ut,  s  =  st  et 
S  rit  =  o  ,  l’on  pourra  faire 

R,  =  K  -  $/?' 

et  considérer  le  simbole  SR'  comme  tenant  lieu  de  la  totalité  des 
termes  qui  naissent  du  développement  de  Rt  suivant  les  puissances 
de  Su,  Ss  et  mSnt,  Nous  ferons  de  même 

R2  =  R"  +  SR"  ;  Rz  =  E"-*-SÉ"-, 

Z?4  L  XrT  SEV  ;  Rs  =  Rv  +  SRr. 

Cela  posé,  voici  les  termes  de  SR',  SE,...SEr,  qui,  en  général, 
seront  suffisans  pour  développer  les  perturbations  de  la  Lune  dues  à 
l’action  du  Soleil  : 


SE  =  —  q  (a'u')3 sin(*v  —  apf)  |  ^  du  _  j 5  3o^y_  y  ^ 


_  qÿx  (aW)4  sin(y  —  p') 


5  .  & u  45  fdu\2  ï5  a  du  } 

C  8  «^"8  a5' 

.  _  3p  —  3pf)  j  75  du  uiS/duV1) 

15  „  7.4  ( a'u ')5  io5  7  4  (aV)5  sinUv  — 

4  U/6  - ^6 - 

h-  o  d[{a'u!Ÿsin{2v-w')-]  {  3  _  g  du  ^  j/M*  ? 

V  V  h  "/  W  $ 


4p') 


9^ 


2  ^  [( a’u'y *  sin{y  —  p')] 


3  i5  du  3  a 

8  8  zi.  a  S‘ 


7  a  d  [(a'u')*sin( 3p  —  3p')]  $  i5  75  <hi  ? 

’9  ui5  iT.TT’^s- 


-9^ 


a  (a'uY  sin{v  —  p')  , 


">♦(*> nS!-r4“; 


.  5  «7  4  ^  [(a'«')5«/*(a<>  —  ap')]  35  7  4  [(a'M')5M/i(4p  —  4p')]  . 

8  U?  l6q  ~~  ^  "  ’ 

Tome  I. 


35 
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(a'u')S  {s  du  r  /M2  ?  3  _  d  [(a'u')3]  . 

_  (a'u')3  cos{ 2P  -  2p')  $  £  du  _  ^  g;  (oj£\  \ 

^  u4  ^  “/  \^/  ) 

1fi~  12  (a'u!)*cos{v  —  p*)  7^  /2  (<xV)4 cq5(3p  —  3p )  .  du 

-T& - ï? - V"^5 

<^[(a'u')3  cos{ 2P  —  2p')]  Ç  3  ^  ^ 


$/T  = 


du  ? 

«F  5 

33  d  [(a'u')*  cos(v  —  p')]  ^  i5  d  [(a'u')4  rt>-?(3p  —  3p')]  . 

-*T.i  k:-3(£)‘~s©’s 

£  [(«'**') 3]  J  £  __  3  Su  >  _  45  ,4  (a'u')5  1  . 

^  u,3  £2  u  ut  \  i6C*J  u5  u] 

*«■  -  -9w~y-^  { H*- »0- >*(*)’( 

ri  (a'u')4  co$(p  —  p')  C  9  du  45  / <?u\2  /-  2  du  > 

—  qj  __  _  £  â*  u,  4  \“</  '  “<  S 

,  a  ( a'u ')4  cos( 3p  -  3*0  <  i5  <?u  75  / £u\a  > 

-î6  »/ - |t^“7W  \ 

25  , 4  (a'u')5  coj(2P  —  2p')  du  175  ^ 4  (aW)5C05(4P  — 4Pf)  #  du 

4  ^  M5  16  *  w; 

£  [(a'u')3  coj(2p  —  2p')]  ^  3  _  9  ^  n  ^ £ 

"^9  - ^3  $  2  2  U,  y  \U,J  S 

,  a  d  [(a'u')4  ™s(v  -  *0]  S  9_  9.^j 

-*“0®  “  â4  ?  3  2  u,  $ 

. a  d r(a'u')4 cos(2v  —  3p')]  ^  i5  i5  du} 

+  qb  - -  l  8  ~  2  *  Ul\ 

_  |  i£>  |  as<  $s  (î,)»  | . 
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223.  Convenons  de  faire  dans  le  second  membre  de  l’équation  (II)' 
donnée  dans  le  n.°  217 

t  =  (1  ***)"’»  =  ji- 

En  développant  ces  deux  fonctions  il  suffira  de  retenir  les  termes  suivans 


rr  —  t  ^ 53 - 

/  —  I  g5, 


.Mc4; 


=  (_] 


ü*1- 

4 


■  ! *****  1  *  (f  -  W  O  !  -  W 


O-!/.- 


Donc,  en  substituant  pour  s,  sa  valeur  y  sin(gv—J'ùdv)  ,  nous  aurons 
gf /)  -  /  (!  _  pf)  cos(2gv  -  2/6  dv) 

-  |f  y4  coi(4^p  —  \fîdv)-y 

(- 1*  ïü*4)-1?1  (¥  -  w yJ)  cos(2^-  2/6^)  ) 

iÜ  ^  cos{\g»-\fîdv)  ^ 


IT  = 


>  j  25 


1  ¥  -  ^  W?’  C0*(2SP  -  2/ôdv)  j  j  as,  Ss  (Si)1  j1. 


224.  Supposons  maintenant  que  l’on  a  développé  le  second  membre 
de  l’équation  (I)',  et  que  f  P  ■+■  §  représente  le  coefficient 

constant  qui  multiplie  S$,  ou,  pour  parler  plus  exactement ,  la  fonc¬ 
tion  des  élémens  des  deux  orbites  multipliée  par  §5.  Il  paraîtrait 
assez  naturel  de  faire  passer  le  terme  (§ /^ -♦- §  ^  H)h  dans  le 
premier  membre  de  cette  équation ,  et  de  l’intégrer  après  l’avoir 
réduite  à  la  forme 


■|ju,2  H)h  =  2Asin(pv  -+-  q) . 


Mais  cela  exigerait  la  connaissance  préalable  du  coefficient  H ;  et  il 
est  facile  d’éviter  cette  difficulté,  en  observant  qu’il  suffit  à  notre  objet 
de  découvrir  successivement  les  différens  termes  des  quantités  cherchées. 

Si  l’on  fait  abstraction  des  cas  singuliers  définis  dans  Je  n.°  208  , 
fon  pourra,  en  général,  intégrer  l’équation  précédente  en  la  considé¬ 
rant  sous  la  forme 

~  (l~  =  £l*  Hîs  +  2A  sin(p<>  +  q). 
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En  effet ,1e  coefficient  §  pH  est  par  sa  nature  d’un  ordre  supérieur 
au  principal  terme  de  la  fonction  'SAsinipv  *+■  <?)• 

Donc ,  on  peut  d’abord  supposer  H  =  o ,  et  prendre 

Ss  =  2  y-  sin(pv  ■+■  çr)  ; 

où  pour  plus  de  simplicité  l’on  a  fait  fi  =  p2  — *  1  ^  f  Z4  • 

Cette  première  valeur  de  $s  étant  substituée  dans  le  second  mem¬ 
bre  de  l’équation  différentielle  précédente,  l’on  trouvera  en  réitérant 
l’intégration 

Ss  =  2  (A  -h  |  ju.1  H  £)  sin(pv  *  q) . 

Donc ,  en  faisant  servir  cette  dernière  expression  de  Ss  pour  une 
nouvelle  intégration,  il  est  clair  qu’en  continuant  ce  procédé.  Ion  aura 

Ss  =  1Asin(pv  ■+•  q)  (f/**  HY  etc-^  ; 


ou  bien ,  en  sommant  la  série  infinie, 

%s  =  2  p_ifüSin(pi>  -  q). 

Or  il  est  évident  que  cette  expression  de  $s  est  conforme  a  celle 
qui  serait  donnée  immédiatement  par  l’intégration  de  l’équation 


H-  \pH)îs  =  2Asin(pv q). 


Un  raisonnement  tout-à-fait  semblable  s’applique  à  l’équation  diffé¬ 
rentielle  en  Su.  Tel  est  le  motif  qui  nous  a  déterminé  à  donner 
aux  équations  différentielles  (I)',  (II)'  la  forme  suivante 


y  sïn(gv  —  J*ôdv)  j  P^(^2  ^3) 

/M*,-  f  )  -  /*'(!  -**)/*,* . 


(!)"••• 


/ 
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\ 


<?« 


(ii)"  . 


;ecos(cp  9(1  -  (1  -f  /  ffr4) 

*  ?r*  |  (1  -  -)  (f  - îi/)  -t-p(I  -  K)  |  C0i(2^  -  ifMv) 

-  ?r4 1  (1  -  î)  M  "■  f  |  cos^v  ~  iïèdv) 

-  M  -  *«  -  !  M  ^  (î  *  ir)  ^  »  fâ 1  r 

-a  9  mX  1  -  !  /  -  tf  y4)/»,*  -  a/  +  ïujfRdv 

•+•  e  cos(cv  —  fœdv)  f  /? 

-  2^9  /  S I  —  îf  /-*-■?(  1  —  I  /)  !  cos(2.gv  —  if6dv)fRdv 

-  a^2974(^f  *  ^coi(4gp  —  4 /6dv)fRldv 


) 


2  25.  Pour  fixer  les  idées  à  l’égard  du  facteur  /x3  qui  multiplie 
dans  les  équations  différentielles  les  fonctions  de  la  force  perturba¬ 
trice,  il  faut  se  rappeler  que  d’après  l’équation  (i3)  du  paragraphe 
précédent  nous  avons 

et  que  dans  le  n.°  47  l’on  a  fait 

Donc,  en  multipliant  ces  deux  équations  et  faisant  ensuite  le  carré, 
il  viendra 

»•<■  -o*  ■£*(■  4-ÿ)o  »  if* 


ou  bien 
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a 


Ainsi  il  est  évident  que  p  doit  être  considéré  comme  un  facteur 
du  second  ordre,  puisque  le  premier  terme  de  son  expression  ana¬ 
lytique  est  égal  à  m  . 

Le  facteur  q  doit  être  considéré  comme  une  quantité  de  l’ordre 
zéro  ;  car  en  développant  sa  valeur  on  obtient,  en  négligeant  les  quan¬ 
tités  d’un  ordre  supérieur  au  quatrième , 


\  e  y  . 


Le  facteur  b7,  =  ^  sera  traité  comme  une  quantité  du  second  ordre, 
d’après  le  motif  purement  arithmétique  que  la  moyenne  distance  de  la 
Lune  à  la  Terre  divisée  par  la  moyenne  distance  du  Soleil  à  la  Terre 
est  une  fraction  fort  peu  différente  de  et  par  conséquent  du 

même  ordre  de  grandeur  que  le  carré  du  rapport  ^  =  m . 

Il  est  presque  superflu  d’ajouter  que  les  quantités  constantes  e  et  y 
doivent  être  regardées  chacune  comme  du  premier  ordre. 

226.  Mais  il  peut  être  utile  de  faire  remarquer  dès  ce  moment  que 
le  rapport  diffère  de  l’unité  d’une  quantité  du  second  ordre.  E11 
effet  il  est  évident  que  |  p  est  le 'premier  terme  qui  entre  dans 
le  développement  de  la  fonction  p  R ^  Donc,  en  égalant  à  zéro  la 
totalité  des  termes  non  périodiques  qui  se  trouveront  dans  le  second 
membre  de  l’équation  (II)",  l’on  aura  une  équation  de  la  forme 


5  i1  -  (*  ~  b2*  M*4)  +  +  etc- 

d’où  l’on  tirera 

a  in 

etc. 


=  o; 


-  =  I 
a, 


1  a 


Avec  une  légère  réflexion  on  voit  aussi  que  la  quantité  désignée 
par  II  dans  le  n.°  2i5  est  nécessairement  du  quatrième  ordre.  Car 
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cette  fonction  des  élémens  des  deux  orbites  s’obtient  en  égalant  à  1  ■+■  Il 
la  totalité  des  termes  non  périodiques  qui  naissent  du  développement 
du  produit 

(1 

Or  il  est  clair  qu’il  n’y  a  que  les  trois  fonctions  ,  jS( fRtdv)\ 

J'R'dv,  chacune  du  quatrième  ordre  au  moins,  qui  peuvent  con¬ 
courir  à  la  formation  du  premier  terme  qui  entre  dans  l’expression  de  II. 

227.  En  arrêtant  davantage  la  pensée  sur  l’origine  analytique  de 
cette  même  fonction  séculaire  des  élémens  de  l’orbite  du  Soleil,  011 
11e  tarde  pas  à  reconnaître  que  ce  n’est  pas  elle  qui  fournit  le  premier 
terme  de  l’équation  séculaire  de  la  Lune.  En  effet  les  trois  fonctions 
que  l’on  vient  de  nommer  ne  peuvent  introduire  dans  II  qu’un  terme 
non  périodique  du  sixième  ordre  de  la  forme  Am*£n ,  tandis  que  l’ex¬ 
pression  de  en  renferme  un  du  quatrième  ordre  de  la  forme  Ame1. 

Ce  dernier  est  immédiatement  donné  par  le  développement  de  la 
fonction 


=  Itxq 


(«'“')  3 
(a  u)3 


etc. 


en  y  faisant  q  =  i  ,  au  =  i  ,  a'u'  =  i  ~  el2-<- t'cos(cV—H') etc. , 
et  se  rappelant  qu’après  l’élimination  de  v  l’on  obtient 


m  =  1  -P 


etc. 


(  Voyez  n.°  1 47  ).  Il  suit  de  là  que  l’équation  qui  doit  déterminer  - 

a, 

est  de  la  forme 

~  d  (*  -  b 1  -  i/)  *  -  «c.  =  o , 

et  que  par  conséquent  l’on  a 

\  |  JU.V1  -t-  etc.  ; 


=  1  -*■ 


\SEa h-  -ET)*  etc.; 


ou  bien 
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E'  désignant  l’excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  à  une  époque  déter¬ 
minée.  Donc  l’intégrale  qui  remplace 

moyen  mouvement  dans  le  mouvement  troublé  de  la  Lune  (Voyez 
n.°  2 1 5  )  renfermera  le  terme 

qui  constitue  la  principale  partie  séculaire  de  la  valeur  du  tems  t 
exprimé  en  fonction  de  v  (Voyez  l’équation  (12)  du  paragraphe 
précédent). 

D’après  cela  l’on  comprend  qu’il  était  impossible  de  découvrir  la 
cause  de  l’équation  séculaire  en  se  bornant  à  la  chercher  uniquement 
parmi  les  fonctions  explicites  de  la  force  perturbatrice  qui  entrent 
dans  la  différentielle  du  tems  t.  Il  fallait  considérer  les  variations 
insensibles  qui  peuvent  se  trouver  dans  l'expression  analytique  du  rayon 
vecteur  de  la  Lune ,  et  voir  que  leur  existence  pouvait  devenir  sen¬ 
sible  dans  l’expression  de  la  longitude ,  en  vertu  de  l’intégration  qu’il 
faut  exécuter  sur  le  carré  du  rayon  vecteur  pour  obtenir  cette  dernière 
coordonnée  de  la  Lune.  C’est  ainsi  que  les  très-petites  variations  de 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre  deviennent  plus  sensibles  en  se 
transmettant  à  la  Lune. 

228.  Si  d’autres  causes,  différentes  de  l’attraction  réciproque  des 
Planètes,  pouvaient  faire  varier  lentement  les  élémens  de  l’orbite  de 
la  Terre,  on  calculerait  d’une  manière  analogue  les  perturbations 
correspondantes  du  mouvement  de  la  Lune. 

Pour  en  donner  un  exemple  fort  simple,  admettons  l’existence  d’une 
matière  éthérée  répandue  autour  du  Soleil ,  et  capable  d’opposer  une 
résistance  très-petite  au  mouvement  du  globe  de  la  Terre  et  à  celui 
de  la  Lune.  Mais,  pour  considérer  uniquement  les  effets  des  variations 
des  élémens  de  l’orbite  de  la  Terre,  nous  ferons  abstraction  de  l’al¬ 
tération  que  la  matière  éthérée  peut  produire  directement  dans  le 
moyen  mouvement  de  la  Lune,  quoiqu’elle  soit  la  partie  plus  consi¬ 
dérable  de  l’effet  dù  à  cette  cause. 
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Cela  posé ,  rappelons  nous  qu'il  est  démontré  que  la  résistance  de 
matière  étliérée  produit  une  diminution  proportionnelle  au  tems  dans  le 
\  demi-grand  axe  cl'  et  l'excentricité  e  de  l’orbite  de  la  Terre.  Donc  , 
pour  tenir  compte  des  perturbations  que  cette  cause  peut  introduire 
dans  le  mouvement  de  la  Lune,  il  faudrait  changer  cl  en  a'  —  o! Kvlt\ 
e'  en  e'  —  eK'rit ,  et  déterminer  les  deux  coefficiens  K  et  K  d’après  les 
formules  publiées  dans  le,  troisième  volume  de  la  Correspondance  du 
Bar.  de  Zach  (page  347  ):  outre  cela,  il  faudrait,  à  la  rigueur, 
remplacer  n't  par  un  binôme  de  la  forme  rît  -+•  K"  ri1  ^  dans  l'équation 
n*  (t -h/7) =v'  —  F (y').  Alors  l'élimination  du  temps  t  entre  les  deux 
équations 

n'(l+f)  +  K"n'‘t'=v'-F(v'.)  ,  n  (t+ft)=v+ -J\dv- , 

donnerait 

^=A  +  mv  -t-  m  pi  do  -4-  mf(y)  +  F(v) 

•4-  K"  j  mv — mft  4-  m Ç tdv  4- 

Mais,  en  négligeant  les  termes  très-petits,  multipliés  par  KKn  ,  ou 
par  K  K  ,  il  suffira  de  faire  n't  =  mv  ,  ce  qui  donnera 

«  (i  -4-3 K  mv  -+-  etc.)  au  lieu  de  a'-3  • 

£,a(i—  2/C /?zv> -f- etc.)  au  lieu  de  e'*  • 
et  par  conséquent 

P  -4-  3fC  K  mv  -4-  etc.  au  lieu  de  jx\ 

Donc  l’équation  précédente  ,  qui  détermine  le  rapport  ,  donnera 

1  -+-|^+|^a£'1-4-  —  mv+etc.  ; 

ce  qui  fait  voir  que  la  distance  moyenne,  a,  delà  Lune  à  la  Terre 
reçoit  une  altération  beaucoup  plus  petite  que  la  distance  moyenne  a 
du  Soleil  à  la  Terre,  puisque  les  coefficiens  K  et  K!  sont  ici  multi¬ 
pliés  par  la  fraction  mK  Cette  valeur  de  —  donne 

at 

{ir,)  =h-3to3(/v— E'‘A')v4-etc. 


Tome  /. 
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Il  suit  de  là,  que  l’intégrale  J ° iv  (  ï  -4-  n)  j/  renfermera  le  terme 

qui  représente  l’effet  indirect  que  cette  cause  hypothétique  serait  ca¬ 
pable  de  produire  dans  le  moyen  mouvement  de  la  Lune. 

On  a  étendu  la  dénomination  d 'équations  séculaires  aux  termes  de 
cette  forme.  Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  ,  que  ceux-ci  peuvent 
augmenter  à  l’infini;  et  qu’en  cela  ils  sont  absolument  différens  des 
termes  semblables  que  l’on  forme  en  développant  des  fonctions  com¬ 
posées  de  termes  périodiques ,  afin  de  pouvoir  représenter  pour  quelques 
siècles  seulement  l’effet  des  équations  séculaires  qui  sont  dues  à 
l’attraction  réciproque  des  planètes. 

229.  Parmi  les  causes  qui  peuvent  troubler  indirectement  le  mou¬ 
vement  de  la  Lune  il  faut  aussi  admettre  les  perturbations  périodiques 
que  l’attraction  de  la  Lune  elle-même  produit  dans  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  de  la  Terre  :  car  ces  dernières  modifient  les  coor¬ 
données  elliptiques  du  Soleil,  et  deviennent,  par  conséquent,  une 
espèce  de  nouvelle  cause  perturbatrice  ,  dont  il  est  facile  de  tenir 
compte  par  le  procédé  suivant ,  qu’on  doit  à  D’Alembert. 

Soient  fo',  od ,  $s'  les  variations  de  u  ,  d 7  sr  dues  à  cette  cause. 
En  négligeant  le  carré  du  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  la  somme 
des  masses  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  on  démontre  que  la  pertur¬ 
bation  de  la  Terre  due  à  l’attraction  de  la  Lune  se  réduit  à  donner 


s  /  M  u'a  /  N  ,  M  v!  .  /  i\  *  1  M  u* 

011  =  —  liT^IF •~cos(y ~v) ’  ov=MTWüs,n(.v-v)’  is=tï^W'-üs- 
Donc  il  faudra  d’abord  changer  au  en 

/  t  M  (a  tt  )*  n  r  i\ 

*U~WÏW-— lcot(v-v) 


dans  les  valeurs  de  R ,  R  •  •  Rr.  Après  cela,  si  l’on  change  mv  en 

mv + m  ■ Snl' +•  • b>  ■  sin  (y  - 1 v') 
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dans  les  argumens  qui  naissent  du  développement  des  fonctions 
des  coordonnées  elliptiques ,  on  tiendra  compte ,  par  ce  changement, 
de  la  variation  que  ces  mêmes  développemens  subissent  par  la  per¬ 
turbation  de  la  longitude  de  la  Lune ,  et  par  la  perturbation  de  la 
longitude  du  Soleil  due  à  Faction  de  la  Lune.  On  verra  dans  le 
paragraphe  suivant  la  démonstration  de  cette  règle. 

A  l'égard  des  termes  nés  de  la  perturbation  ds' ,  il  faudrait  recourir 
aux  formules  du  n.°  27,  où  nous  avons  conservé  les  fonctions  de  s\ 

§  3. 

Démonstration  des  formules  qui  exprimen  t  les  perturbations  de  T  orbite 
de  la  Terre  dues  à  V action  de  la  Lune. 

230.  Les  expressions  de  àu' ,  Sv' ,  üs  posées  dans  le  n.°  précédent 
ont  été  empruntées  du  tome  3.,ne  de  la  Mécanique  Céleste  (  Voyez 
p.  207  ).  Laplace  ,  en  suivant  D’Alembert  (  Voyez  tome  VI  de 
ses  Opuscules  p.  3ii-324  ),  les  déduit  d'un  théorème  relatif  au 
mouvement  du  centre  commun  de  gravité  d'une  planète  et  de  ses  sa¬ 
tellites  qu'il  avait  démontré  dans  le  premier  volume  (Voyez  p.  i32- 
*34),  conformément  à  l’analyse  fort  élégante  publiée  par  Lagrange 
dans  les  Mémoires  de  1  Académie  de  Berlin  (année  1777)*  Mais, 
pour  faire  connoitie  avec  plus  de  précision  le  mode  d’existence  des 
formules  qui  déterminent  ainsi  les  perturbations  de  la  Terre  dues  à 
l’action  de  la  Lune,  je  vais  former,  entre  les  coordonnées  orthogo¬ 
nales  et  les  coordonnés  polaires,  les  équations,  soit  rigoureuses,  soit 
approchées  ,  desquelles  dépend  le  mouvement  de  la  Terre  et  celui 
de  leur  centre  commun  de  gravité  autour  du  Soleil. 

23 1.  Reprenons  les  dénominations  du  n.°  3,  d'après  lesquelles* 

X-trx' ,  F+/)  Z  +  z!  désignent  les  coordonnées  du  point  M 9  par 
rapport  aux  axes  fixes  dans  l'espace  ;  et  les  forces 

parallèles  à  l’axe  des  X  qui  sollicitent  ce  même  point:  de  sorte  que, 
en  affectant  ces  forces  du  signe  négatif  pour  indiquer  qu'elles  ten¬ 
dent  à  diminuer  l’abscisse  X+x' ,  on  a  l'équation 
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d1  X  d*x' _  M{x'  —  x)  M"  x' 

dl 9  ~+”  ~dF  ZP  r3  * 


l’où  Ton  tire  ,  en  substituant 


sa  valeur 


Cette  équation  coïncide  avec  la  première  des  équations  (/)  trouvées 
dans  la  page  3,  en  y  changeant  x ,  y ,  2  en  xf ,  ÿ ,  z'  $  M'  en  M, 
et  réciproquement  :  ce  qui  est  d’ailleurs  évident.  Ainsi ,  en  considé¬ 
rant  uniquement  la  Lune,  le  Soleil  et  la  Terre,  les  six  coordonnées 
x  9  y  5  z  9  x>  5  y  }  z'  seront  déterminées  à  l’aide  des  équations  (/) 
qu’on  vient  de  citer ,  et  de  celles-ci 


OO  .  .  .  . 


Mx _ d{V 

My _ d  il' 

r*~—dy  9 

Mz _ dn* 

y 


où  l’on  a  fait,  o' — —M{xy+yy  +  Zz’)  M 

r3  A  * 

232.  Il  nest  peut  être  pas  inutile  de  faire  remarquer  ici,  en  passant, 
que  ,  au  lieu  de  ces  équations  ,  on  aurait 


M’y 

r'3 


——O  *y,  M's, 

r 3  de 


My__  d1  z' 

r3  ~7fF 


M'z' 

r* 


si  le  centre  de  gravité  du  Soleil  était  ;  ou  absolument  immobile  dans 
1  espace  ,  ou  nullement  attiré  par  la  Terre  et  la  Lune  ;  l’origine 
des  coordonnées  x'  ,  ÿ ,  z '  étant  toujours  au  centre  de  gravité  de 
la  Terre.  Mais  cette  hypothèse  qui  se  réduit  ,  comme  on  le  voit 
à  faire  disparoître  les  termes  divisés  par  A3,  et  à  changer  M'  +  r 
en  Mf  dans  les  équations  (*)  ,  n’altère  point  la  forme  des  équa¬ 
tions  (/)  qui  déterminent  le  mouvement  rélatif  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre.  Car,  en  plaçant  d’abord  l’origine  des  coordonnées  au 
point  1\  1  ,  censé  fixe  ,  on  a  les  deux  équations 


d*  x' 

~dF 


M'x' 


Mx _ _  d*  (x'  -+-  x  ) 

-  —  —  °?  Jï 
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=  o; 


J  (x'  ■+■  xf  •+•  (y  +jr)*  .+.  (s'  -t-  -)»  J  T  r" 

qui  ,  par  l'élimination  de  ,  et  le  changement  de  x* ,  ÿ  ?  y 
en  —  x’ ,  -ÿ,  —  z'  donneraient  précisément  la  première  des  équations 

(/)  posées  dans  la  page  3. 

Dans  le  cas  où  Ton  voudrait  supposer  le  centre  de  gravité  de  la 
Terre  -,  ou  absolument  immobile  ,  ou  nullement  attiré  par  le  Soleil 
et  la  Lune  $  les  coordonnées  x’ ,  ÿ  ,  z'  du  Soleil ,  par  rapport  aux 
axes  menés  par  le  centre  de  la  Terre  ;  seraient  déterminées  par  les 
équations 


07 


d 8  x' 

M"  x ' 
r'3 

Af(x--x)_ 

A3  U  5 

M{y‘  -y)  _  _  . 

dp  ^ 

r3 

+  A3  —  °> 

d*z' 

Jf"z' 

A/(z'  — z) 

dt> 

r'3 

+  A3  — °  > 

et  les  coordonnées  x  ,  y ,  z  de  la  Lune  ,  rélativement  aux  mêmes 
axes  ,  par  les  équations 


0) 


f 

,_M"x 

A/'  (xr  —  x  ) 

1  dp  •  ri 

A3 

=  °  > 

,  M"  y 

(y — y) 

\  at » 

r3 

A3 

=  o  , 

~zi 

A/"z 

A/'(z  — z') 

dp  ^ 

r  r3 

A3 

=  °  , 

essentiellement  différentes  des  trois  équations  (/). 

Le  rapprochement  de  ces  trois  différens  systèmes  de  six  équations 
différentielles  offre  un  moyen  simple  pour  mieux  saisir  la  proposition 
LXVI  du  premier  Livre  des  Principes  ds  Newton. 

233.  Revenons  maintenant  aux  équations  (x')  :  si  l'on  y  fait 

,  _cosS  , _ sin  O  ,  s' 

u'  ’  J  u'  ‘  z  — ü'  ? 
Q'=s'‘_2i.^’_2i.cos(o_^)  +  (n-ss)^, 

R  =  X*  ( 1  ss)  ‘  •  ,7S  «n  (y  -  V1  )  —  Q)  * .  Sin  (y — v')  ; 
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et  si  Ton  prend  v'  pour  la  variable  indépendante ,  on  trouvera, 
d'après  l'analyse  exposée  dans  le  n.°  26  ,  que  ces  équations  sont 
équivalentes  aux  trois  suivantes  ,  dans  lesquelles  h !%  désigne  une 
constante  arbitraire  $ 


(%+s')(i-2fRdv')= 2  R 


rj  du’  M'  -+-  M" 
îK.Tv,+ - T+ 


M  (  u* 
mh" 


A'*(i -•-#'*)*  h'*u(i  +Q')5 


Si  Ton  observe  actuellement,  qu’en  posant  b2=^-f9  i=.  y 

£i£'  =  I,  M' H-  M"  =  ri* vn  ,  I=i(i+py,  M-i-M"=n'a\j+p)\ 
on  a  ,  77=3 w»  ’  on  en  conclura  y  clue  les  équations  entre  les 

coordonnées  polaires  peuvent  être  écrites  ainsi  $  savoir 

/  Q=s'2  —  2b\s  —  2b1  —  cos(y— -h  s*)  (—  )  j 

a  u  a  u  \  J  v  /  \  a  u  /  7 

_ Ib*  (a u)*sin(v — v ')  /£*  sin{v — t»') 

m»  *  5  Jif  *  â  y 

(  1 -4 -sl)*(rtV)3  a«(i-+-Q')1 

( 1  — —  2 =^ï  j S.COS(v - S> )  - .9 !  | — - 3 - 1 - 3 v  , 

)\  J  /  d<S  m  l  )  j(ûtV)3(i-4>ja)a  a^i+Q')5!  * 


(«’) 


dv'(i—*fR’dv')-* 


Sous  cette  forme  il  est  plus  aisé  d'estimer  l'ordre  de  petitesse  des 
facteurs  constans  qui  multiplient  les  termes  dûs  à  la  force  perturba¬ 
trice  ,  en  observant,  que  l’unité  est  le  principal  terme  de  aw  et 
ce  u  ,  et  que  les  trois  quantités  i ,  b2 ,  m ,  sont  respectivement  égales 
aux  fractions  ~  ,  ~  y  i  ,  environ. 

On  trouvera  dans  le  second  vol.  l’expression  de  p  :  pour  le  moment  il  suffit  de  savoir  que 
1+/?  =  etc. 
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234.  Lorsqu'on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ,  c’est-à- 
dire  le  carré  de  la  fraction  i  ;  et ,  outre  cela  ,  le  carré  de  b 1 ,  les 
équations  précédentes  deviennent  beaucoup  plus  simples.  Car  alors  , 
la  partie  elliptique  de  s' ,  ri  ri  ,  rit  donne 


-4-5-  =0  , 


d1  o!  u 
dv 1 


-\-riri  —  ( i  -hs'1)  2  =0  ,  ri dt  =  . 

V  '  (a ’uy  • 


et  en  nommant  $s' ,  Sari,  $rit  la  perturbation  de  ces  mêmes 
coordonnées  ,  on  peut  la  détermimer  par  ces  équations  ; 


tv  Ib 8 

*  3  > 

(aV)3.(  1  ■#•«)» 

d  v*  m*  V  y  *  (a'u  )3 


fRdV'+R.'l±f. 

d-^=\fKdV'-^\^u'y; 


Ib 1  (auPcox(t>  —  y') 

?  ï 

(  a  u  )*  (  1  -H  5*  ) 1 


235.  Au  reste  ,  si  Ton  accorde  qu’il  est  permis  de  négliger  le 
cairé  de  la  force  perturbatrice  ,  on  pourra  retenir  le  temps  pour  la 
variable  indépendante,  et  intégrer  les  équations  (x')  par  les  formules 
données  dans  le  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste  (  Voyez 
P-  254-26?.).  Pour  cela,  on  fera  d’abord  z'  =  o  dans  l’expression 
de  û'j  ce  qui  donne  û'=-Ç'p+^Q;  en  posam  pour  plus  de 
simplicité  ; 

rt  (au)2cos(r—  v') 

I  —  X  ? 

o!vf  (1  +J1)1 


Q=v,4j.-d0*^=2+(;)’(l«-)(û)- 


Imaginons  maintenant  P  et  Q  exprimés  en  fonction  des  moyens 
mouvernens  nt  et  rit  de  la  Lune  et  de  la  Terre.  Il  faudra  regarder 
a  ri  et  P  comme  quantités  indépendantes  de  ri  ,  et  faire  par  conséquent 
(^)==o:  eu  prenant  la  différentielle  partielle  de  Q  par  rapport  à  ri 
°n  aura  un  résultat  de  la  forme  Il  suit  de  là  que 
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/  dû.'  \_Ma.'(  dP  \  M  /  dQ  \ 

\  ri  dt  )  a1  \  ri dt  )  «'  \  ri dt  )  5 

t  /  dCi!  \  Mal  7 )  M  Ma.  s-\ 

-*  (dz)=—-p+vQ~^-Q- 

Mais  M=.Iri a3:  donc  en  posant 

T=P+b'Q-b>Q.  +  2f(£t)n'dt-2bf(£L)n'dt, 


on  aura 


f(^n)n'dt - 

<x n  J  \  ri  dt  J  al  ri  \dol  J  ni 

Cela  posé  ,  si  Ton  néglige  les  termes  qui  seraient  multipliés  par 
,1e  cube  de  e  ,  on  aura  ,  conformément  aux  équations  désignées  par 
(K)  et  (AT')  dans  les  pages  258  et  261  du  premier  volume  de  la 
Mécanique  Céleste  ; 

or  = - U  j  1  -H  J  e  +2£  cosnt-i-  COS  271 1  [  , 

à  OC  il  =  ^(«'M0*^il+|^+2S'C057.W|V*C052/Z'/}  , 

^  =  3e’ sinn't  +  5  e,ism2n't  j 

“  „7y=?.  •ËI2+r'1+2£' cos  n>t i £" c?* 2  »*  J 

4*  (  3Xfn'ldl'(£n)+ 'fPnldt-u'fft'dt'&)  j . 

-2b!'J^Qridt  —  2b6J'Qiridt  j 

pourvu  que  l’expression  de  U  soit  tirée  de  Féquation 

O  =  -+-£/—  J7  j  I-+-Ie'a  —  e'cos  —  e'2C0S  2  rit  j 

—fri  dtT{  2  e'  sm  rit  •+■  e'a  s/tï  irit^j. 

Si  l’on  supprime  dans  ces  formules  les  termes  multipliés  par  Z>4 , 
elles  se  réduisent  à  celles  qu’on  aurait  en  faisant  d’abord  Q  =  o; 
ce  qui  est  le  cas  des  équations  désignées  par  \jxT\  dans  le  n.°  232. 
Pour  développer  la  valeur  de  P  remarquons  ,  que  ,  en  posant 


Ib 1 


P.-- 
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_(a  itycesv  q  __(a  uYsinv 

l* - 3, 

(*  •* -ss)* 
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3  J 

(  I  -+-«)* 

r'  sin  v' 


71  71  r  COS  v  .  71  r 

on  a.  P=P. — r-  ■+■  jra«- 

7  1  a.  a  « 

Mais  en  nommant  0  l'anomalie  excentrique  ,  on  sait  que 


=  cos  6—  e  = 


I— 

a' 


^  =  l/7=7».sm0  = 

s  (  I  “ge'^COST^  —  i  fi'* COS  2 7&'$  — |e'3 COS  3zi'f, 
0  =  — g-  SiVl  7lf£  ■+•  ~  £r* Si/l  2  v!t -4- g-  6,s S/’/l  3nt  J 

partant  nous  avons 


P  =  Pt\/  i—e'1  j—  |  e'-h  (  I  +|£'a)^OS^-4-|£'cOS  2  7l'* -4- 1  e'j  COS  3  j 

-*-P*\/ 1— £fi  j  (  1  —  g^sinn'l-*-^  £r sin 2 7i7 4- 1 z* sin 3 n't  j  $ 
d’où  F  on  tire 


)  =  — -Pi’l/1— fi'1  j  (  I  ■+■  ~  e'*)  rc'*  -4-  e' sin  2  n'*  ■+•  |  z,%  sin  3  n't  | 

•+■  P2 .  l/  i  — 71  j  (  i  —  g  e'1  )  cos  n't  •+■  £'  cos  2  w  W  |  £'*  cos  3  i»V  J . 

Après  avoir  intégré  les  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
de  la  Lune  ,  on  pourra  exprimer  Pt  et  P2  en  fonction  de  nt. 

236.  Pour  avoir  la  perturbation  fa'  de  la  latitude,  on  prendra 

fa'  =  — ^.Ï7"  j  l+çe,%+2S,C0srit  +  ^£,iC0S2rit  J  , 

où  U"  doit  être  déterminé  à  l'aide  de  l’équation 

0  =  ‘ï&n*  U"  —  Pz  j  I  -H  |  e'1  « —  s' COS  Tlt  —  |  s'1  COS  2  ft'f  | 

--/rc' dt P3  j  2  e' sm n't -+■  £fl sm  2n/z  J  , 


r.  /. 
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dans  laquelle,  P6= 

S’il  était  question  de  déterminer  le  mouvement  absolu  des  trois 
corps  M ,  M' ,  M"  dans  l’espace  ,  il  faudrait  chercher  les  coordon¬ 
nées  X ,  F,  Z  au  moyen  des  équations 

d'X  _  Mx  AI ’  x ’  d*Y  __  My  M'y’  d1  Z  __  Mz  MW  _ 

dt 2  “  r3  r'3  *  r3  r'3  *  r3  r'3  ? 


ce  qui  suppose  déjà  connu  le  mouvement  relatif. 

237.  Soient  X, ,  F,  ,  Z,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  des 
deux  corps  M ,  M" ,  relativement  aux  axes  fixes  dans  l’espace.  Par 
la  propriété  de  ce  centre  ,  on  a  les  équations 

M"X+M(X+x)  , 

(M+M")Yt=  M"  Y  -+-M(Y+y)  , 

(M+M")  Z,=  M7'Z-*-M(Z-hz)  , 


lesquelles  donnent  j 


M 


Y.=Y+^.y,  z,=z+ 


Al+M" 


Al 


Mais  ,  en  nommant  X ,  Y1 ,  Z'  les  coordonnées  du  même  centre 
de  gravité  par  rapport  aux  axes  parallèles  aux  axes  fixes  qui  ont 
leur  origine  au  point  M '  ,  il  est  clair  qu’on  a 


P) 


X’  =  X-hx'-Xt=:x’ 
r=Y+/-Yt=y 
Z'  =  Z  +  z' -Zt  =  z' 


AI 

M+Al"  9 
AI 

Al+M"? 9 
M 

M+M"Z  9 


et  par  conséquent 

.  (Px_  '  __  d\/  __  .  d>y  d'Z’  _d*z'  .  d*z 

dt*  —  dt*  l'dP 9  dl*  dP  l'dP  9  dP  dP  l‘7p' 

Donc ,  en  substituant  ici  pour  ~  etc.  leurs  valeurs  ,  four¬ 

nies  par  les  équations  désignées  plus  haut  par  ( x ')  ,  et  par  celles 
désignées  par  (/)  dans  la  page  3,  il  viendra 


CHAPITRE  TROISIÈME. 


29I 


d'X'  !  M+M'  +  M''  —  : v)  ) 

~JF  ^  M  +  M"  f  r'3  \—°> 

d1  Y'  %  M- f-  M'  ■+■  M"  J  M"  ÿ  _L  M(y  — ^)  } _ _ 

■rfiT"*  M+  M"  I  r'3  A3  j— °> 

rf»  2'  .  7I/-+- M'  M"  f  AT"  z_'  ü/( a*  —  s)  (  _  ^ 

dtx  M+M"  (  r’3  A3  i 

Telles  sont  les  équations  rigoureuses  qui  renferment  les  circon¬ 
stances  du  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  autour  du  Soleil.  Il  est  facile  de  leurs  donner  une  forme  plus 
approchante  de  celle  des  équations  (a?').  Soit  pour  plus  de  simplicité  , 

M.  n  _  M'  n  M 

00  ==  M  +  ÂF'X  9  y  —  M-^M^y  9  z  ~~  M+Mt,Z  ’ 

fit  M"  in _  M"  m  M* 

x  ^ — ;i/ -h  m"  x  9  y  ^ -+•  m"  y 5  z  9 

nous  avons  ,  d’après  les  équations  précédentes  représentées  par  (Æ)  , 

3/=x'+x",  y=r-4-y', 

=x’+x'" ,  y-y  =r-*-y",  z'~z  =z'+z’"-, 

ce  qui  revient  à  dire  ,  que  x "  ,  y"  ,  z"  ;  x,n ,  y"' ,  z"  expriment  les 
coordonnées  des  corps  M"  et  M  par  rapport  à  des  axes  parallèles 
aux  axes  fixes  menés  par  leur  centre  commun  de  gravité.  Cela  est 
d’ailleurs  évident,  puisque  ,  par  la  définition  même  de  ces  coordon¬ 
nées  on  a  ,  identiquement  ; 

(C) . . .  |  M" x" -t- Mx'" — o ,  M" y" + My” = o  ,  M' " z" •+■  Mz"  =  o } . 

»,  .  ,  .  ,  M+M'-t-M"  D_(W+  M'^qW  +  M") 

Maintenant ,  si  Ion  lait ,  A= — jf^rw  ’  D~  ïï+W+JF'  ’ 


r;=  X'+T'+Z', 

r  ={x’  +x"  y+y+y  y+(p+*  y , 

A"'*=(r  +  x1"  )■ + (  f  + (z  -t-  z"  y , 

û  =-Â;-*-Sîr+A'"> 

'1  est  clair  qu’on  peut  mettre  les  équations  (V')  sous  cette  forme 
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d£l'~ 

~dF  "T"  V*r-*  JR}—~  dJC’ 

ce  qui  fait  voir,  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  X ,  Y' ,  71 
est  la  même  que  la  partie  elliptique  des  coordonnées  x' ,  y' ,  z'  :  de 
sorte  que  ,  la  différence  ,  porte  uniquement  sur  la  perturbation  de 
ces  deux  mouvemens. 

238.  Mais  il  y  a  cela  de  remarquable,  que  la  perturbation  des  coor¬ 
données  X' ,  Y' ,  71  du  centre  de  gravité  est  beaucoup  plus  petite  que 
celles  des  coordonnées  x' ,  y ,  z'  de  la  Terre.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de 
démontrer  en  développant  les  radicaux  qui  entrent  dans  les  équations 
(*')  et  [X'].  Alors,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  cube  de 
x,  y ,  z  on  trouve  aussitôt  que  les  équations  ( [x ')  se  réduisent  à  celles-ci: 


d*x' 

~dF% 

3  M  \ 


(M+  M' + M" 


3  Mx'  r  ,  .  .  N 

•-pr-( xx+yf+zz') 


-S-pslx’r'+2x(a'x+/y+Jz')-5x'(x.£+y.Ç  +  zïyi  ■ 

°=  +  (M  +  M'  +  M" )  £  +  My  (  *  - 1  )  -  ( xx'  +yy' -+- zY ) 

-\-%\ÿr'+-xy(x>x+ÿy+Jz)- 5y(r.£-t-y  }  ; 

o  =  ~  +  +  Mz  +  «-) 

—  pC  î  2'^-H2ï(x'x+y^M-z'z)  — ; 
et  que  les  équations  [X7]  se  réduisent  à  celles-ci  : 
*X'.,n/r.Af^jvr'\x'  3  r  ~3X(^X  x-i-Yy-hZ  z)) 


d‘Y’ 


Z' 


3  MM"(M+W+M") 


\-5X' 

(ix+ïï/+jr.zy 

jrv-; 

iy(X'x+Y'y+Z'z) 

j-5F' 

/  x1  r  z’  \*i 

\%x+%y+Rz) 

iZ'r'-22(X'x+Yy+Z'z\ 

j-5Z'| 

/  x1  r  z1  y 

\rx+r/+Kz) 

CHAPITRE  TROISIEME. 


Or,  en  mettant  le  terme  qui  entre  dans  la  première  des 
équations  précédentes  en  od ,  y' ,  z' ,  sous  la  forme 


M-hM"  M  x_  r'î 

M+M'-t-M"  ‘  M+M"'  x'*  7* 


=  (M+  M'  +  M"  )  2L .  J-t .  - .  4  (  a-£  Y 

v  /  r'3  r  x  \  a!  r  / 

il  est  clair  que  ce  terme  est  beaucoup  plus  grand  que  le  terme 


->(ÿ)'(î-  Î)‘.  (*) 


qui  mesure  l’ordre  de  grandeur  de  la  force  perturbatrice  dans  les 
équations  en  X\  Y\  Z'.  Et  voilà  comment  on  peut  se  former  une 
idée  claire  de  la  proposition  LXYII  du  premier  Livre  des  Principes 
de  Newton. 

239.  Pour  rendre  plus  immédiate  la  comparaison  entre  tout  ce 
qui  tient  au  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune ,  et  le  mouvement  de  la  Terre  ,  il  faut  faire  d’abord 


et  transformer  les  trois  équations  dans  celles  qui  ont  lieu 

lorsqu’on  prend  Vf  pour  la  variable  indépendante  :  ensuite  il  faut 
appliquer  à  ces  mêmes  équations  une  transformation  analogue  à 
celle  exposée  dans  le  n.°  235. 

D’après  les  équations  désignées  par  (VIII)  dans  la  page  26  011 
a  y  dans  le  cas  actuel , 


(î*+?)('  +  *fgdr) 


R'' JS'  A  \S'd£l"  (1  +’5'5Vn"  | 

JJ"  —  {  LT  dU'"*~  U*  dS’  J  y 

R”dUf  (  HT  M"  )  _  A  \d£lu  t  &  d£lu 

*  dr  a'Uu'^v'dS' 


(i  +  a 


O  La  lettre  A'  représente  le  demi-grand’axe  de  l’ellipse  relative  au  centre  de  gravité  de  la 
Lune  et  de  la  Terre  :  de  sorte  que  on  peut  faire  sans  erreur  sensible  A '  — 
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U'x  ’ 

i  -t-S'S'  ^  i*  (  t  ■+■  s*  )  ^  ai)  cos  (  v — V1  )  s  S1 1 


t/'*  '  u*  u  U' 

nu i-+-S'S'  (i — i  )l  (  r  *4-  i1  )  a  (t —  i  )  |  cosjv —  V')  +  sS'\ 


-  u '* 

-1 - 

ua 

-i - 

ut/'  ’ 

d  Rt 

SF7 

=  0  , 

dR, 

dU'~~ 

(l-4-A'A') 
t/'3/?,  5 

J/?,  A' 

JA'  5 

>  #  JA" 

A' 

is 

JA" 

(i-t-A'A')  i\cos(v  — 

>  JA,= 

1 

* 

"*"u  U'  A" 

’  Jt/'-” 

A"Z7'3  ut/'a  A" 
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où  Hn  désigne  une  constante  arbitraire,  et  R*  =  ^ •  xT^dV' ' 

Les  équations 

2  _  1  "+■  S'S ' 

A"1 
A' 

donnent 

JA" _ isin( 

d  V'  u 

De  là  ,  et  de  Fexpression  de  ,  on  tire  aisément  ; 

7'  Mf/  /  c,  .  Z7'  \  M  /  c  \  V'  \ 

(1+ss,£-vüz*\s  ■*-,ir)“iP2^('y+(l-1>7r)i 

d&'  __  1  iM"  .  sinjv —  _ 

^ A"  j  A"3  A'"3  J  ut/'  » 

dïï'  S’ dû."  B  M"  1  ilT  r„A  M  i  .t/'  ,  T7,A 

duiHm  u  ~Js’ —  ~  c,  c/;  { wnF  1  i+—cos<y  ~r)  | + wz7*  I1* (l  ~ 0 vcos  ^  h 

\srco'(v-n-*\+§fâ\s™(y-n-‘\- 


JO" 

dW 


dù" 

dS' 


BS'  U ' 


(i-f-A'A')* 

S *  dCl"  _  i-*-A'A'Jfl" AT'i 

’U'dF"^  T7x~~dS7  u  6'3A"3 


Cela  pose  ,  si  1  on  lait  - ^ - =^7  ,  on  aura 


AB  M'  -h  M" 


AM”  __i—  1 
ft'»  J'  > 


AM_  i 
H’*— A’ 


H*~-  H’x 
d'où  on  conclura  ,  qu'en  faisant 

.a  (  A'V\  [CosW-r')  +  sS'  \  _^,n/  3  \»/  I  +«  \  /  A' IT  \* 

A.=  2i7  (^r)|-LT^-"!+*Uj  » 

A=a(*-03it'ir)  - - }-K,-0  ) 
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JLr3===(i^-JS'5,)“i(I (ï  -*-6yS')  >(n-Aa)  5* 


»,  P-»-*.) 


A_\dûr  S?dflvl  J 
//'*/rf£/'  U  dS’  I  ] 


(  üf'  ■+•  il/' 


^(i-hSVS*)5 


(i-hS\S')5 


£  (i+A,)  T  |  n-(/_  i)±.££’cOs(p-r')] 


l  (l-t-S'S')» 

^  \  S' d£ 1"  (I  -t-kS’iS’)«/n"  f a.x(i  — £)  {•?cof(«' — F’)— 5  J 

TFAü'dv ü'»  rfS'i-  .  „„■* 

/4  au.(i  «♦■tS'iS’)» 


{(i+a.)t-(.+A)T|- 


Eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (£/'),  et  remarquant 
qu’on  peut,  sans  erreur  sensible,  remplacer  M'^rM"  par 
il  viendra  ; 


'  (**»  a  j.  £■  -«><*£■*-  n-*l 

i  au(i  +  iS>iS,')T 


-(i-t-A,)  [$ 


J  |  R"dA’U’_  j (i-Q(h.A,)  a-w(i-.-A2)  a-  i 


(I  -4-  S'A*)! 


1  ^ -J  (T)(y  I  +2 ft?dv\  -  (i+SS)  *  *  ^LR=  j  («-0(»-*-A.)  J1-1(1^-A,)  ■- 

C^')-<V  *  ,  ,  \'+ss)i 

+?'(i-Oir(i+wrK''-ni('+MT-(^.rj; 

f ,  IJI^IFTJF  J,  _ __  i  i+2fR"drr 
\  K - ;?* ac  ~  nat - {TS T 

Les  valeurs  elliptiques  des  coordonnées  polaires  sont  celles  qui 
satisfont  aux  équations 


k+S=“>, 


U'—(i +S S)  ~=o  ,  »'dt=Æ - 


Donc ,  en  nommant  $Sr ,  HA'  U ' ,  to'f  la  partie  qui  constitue  la  per¬ 
turbation  de  ces  mêmes  coordonnées  on  aura  ,  pour  déterminer 
cette  partie  ,  les  équations  suivantes  $ 
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*‘(l  _^_a_  (  s -S'cosjv  —  F') 


T-'i  j(I+A.)  ”  J  > 

au.{i  +  SS’)  »  J 

1^=<Æ{  ^fîdvry(  iA0j- 1  }  ; 


où  A '  XJ / ,  représente  la  partie  elliptique  de  A ’  U'. 

La  complication  de  ces  formules  tient  au  grand  degré  de  généralité 
que  nous  avons  voulu  conserver  jusqu'ici  ;  mais  en  négligeant  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  5  c'est-à-dire  les  termes  multipliés  par 
•»  et»  • et  R"dS 

1  ,  S  ,  iS  ,  -jpr  on  aura  ; 


'A.=  2ib%-~cos(y-F")  i 
A*=- 2  b'- ~ n +■ V  (  I  +  ■ *0  (tt)‘  ; 
K'=  i  b‘  ■  £$•*>(*- n .  { 1  -(. + a  j ê } .  &  5 

]£^+^^--^^+Î(I-0(I+a,)4+*'(*+a) 

I  +*i‘^co*(i,-Oîi-(i-*-A»)‘b 


240.  Lorsqu'on  veut;  conserver  le  temps  pour  la  variable  indépen¬ 
dante  ,  négliger  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ,  et  appliquer  aux 
équations  [X']  une  transformation  analogue  à  celle  dont  il  à  été  que¬ 
stion  dans  le  n.°  235,  on  fera  pour  plus  de  simplicité; 
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a/ =2(i-ty-„^cos  (*>-*>')  ■+■  (1- 1  )•(  jy  (1 +*’)  (£)*, 

ce  qui  donne,  en  supposant  Z'= 05  d  u À  U  \  i?iï=r'. 

d  ou  I  on  tire  J® =  — — -Q  ,  en  posant 

1  1 

Q'=«V  { 1  —1(1  -+-a/)“— (1  -i)(i  +a/')t  |. 

Donc  en  faisant  (^§)  =  ”7iQ/î  nous  aurons 

_  {AP+M*)(  dQ'  \  m  _  ,  (d.ACl"\_  (A r  +  Af»)  (  ^  a^,> 

\  d.n'*  /  a'  \d.n't)  >  \  da'  /  “  a'  jV  *'Q.  j* 

Mais  M'^M"  =  n,1a3  :  donc  en  faisant 


on  aura 


—  2  /* / d_iA£V'  \  ,  y  1  ,  / d.ACi"  \  .,4™, 

Avant  d  aller  plus  loin  ,  remarquons  ,  qu’en  développant  l'expression 
de  Q'  ,  et  négligeant  le  cube  de  A/ ,  A/' ,  on  a  5 

Q'=«v  { ÎA>|(I  -0  V'~!«  A/*-§(i  -OA"*  j . 


Mais  5 


*  a/ + (  i  -  0  a" = -  *  (  *  -  *  )  (  J  y  c 1 o  (  îîf  y  5 

*  A1* + (  I  -  0  A." = -  4  *  (*  - 1  )  (I  )’  (  i£  cos  (y  -  K')  y  ; 


partant 

d’où  l’on  tire 

q: =_/(j_1)i‘|^|ji_1*+|C0i(2t)_  2,,-)  j . 


Tome  / 
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Il  suit  de  là  que  si  l’on  fait  j  i  —  s‘-*-|cos  (2P  —  2v')  J 

nous  avons  ,  T1  cfe-+-|P' . 

Cela  posé  ,  si  l’on  détermine  la  fonction  U'"  par  l’équation 
O  =  -+■  U'"  -  T'  (  1  +  \  £'*  -  e  cos  n't  -  \  s'*  cos  2 «7  ) 

—  fri  dt  T‘  (2 1' s  in  n't  -+■  «*  s/re  2  «7  ) 

011  aura 


o/2,  =  —  A'  i  Z>4 .  C/7"  j  i  -t-  |  e'1  -t-  2  e'cos  rît  -4- 1  s'a  cos  2  n't  J  j 

ir  =  UJ .  iV  U"’  { I  1  e'*-H  2  fi'  cos  w'*  -*-§  e'1  cos  2  *'/  j  ; 
d/77  =  j  3  e'  sm  -+-  5  s'1  sm  2  rc'*  J 


•  2  e'  COS  -+- 1  s'1  COS  2  j 


On  voit  par  ces  formules,  que  les  perturbations  $Biy  et  exprimées 
en  fonction  du  temps  sont  de  l’ordre  de  /Z>4;  ce  qui  est  conforme 
à  la  conséquence  tirée  plus  haut  par  le  simple  développement  des 
radicaux  qui  entrent  dans  les  équations  ( x* )  et  ( X '). 

Pour  déterminer  la  perturbation  remarquons  ,  qu’en  faisant 
Z’  =  o  ,  après  la  différentiation  ,  on  a 

A  ü." _  Al"  z"  __  Mz'"  m 

dZ'  —  A'"3  : 


de  sorte  que 

Mai,  (.4-a.'F-(,*a."jI=-|a>jA."=31.i='cS(a-l.'), 


partant 
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SS' =-ib'Ua’  j  1  + 1 sn+  2  {'  cos rit+l  sn cos  2  n't  j  j 
en  déterminant  UIV  au  moyen  de  l'équation 

O=^+U"-3F'(l+ls,i-e'C0srit-ls''c0S2rit) 

—  3/i°"  ri  dt  {  2  s' s  in  rit  -h  e'*  ri  lit } . 

241-  Reprenons  maintenant  l'équation  X1  =  x'  —  x"  —  x'  —  x , 

et  remarquons  que  ,  en  nommant  $Xf  la  perturbation  de  X ' ,  et  $x' 
celle  de  x'  ,  on  doit  avoir  $X'=  dx'—x",  puisque  la  partie 
elliptique  de  X '  et  celle  de  x'  sont  égales.  Par  la  même  raison  on 
a  ,  $Y'  =  ày —y"  ,  $Z'  =  &s'  —  z”.  Il  suit  de  là  et  de  l'équation 
r’^x^+y'  +  z’* ,  que 


oV  =  4  Sx’  $r’  -4-  -  9zr  =  _x_  «•(**’ -■rj-'-*-»') 

r  r'  r’  r'  r' 

Mais  ,  comme  on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ,  on  peut 
faire  x'  =  X y'=:Y'  ,  z'  =  Z'  dans  la  première  partie  de  cette 
expression  de  àr  ,  et  alors  il  viendra 

&  =  +  -  $Rt  +  iW+jrS), 


en  supprimant  le  terme  ^  ,  qui  est  de  Tordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice.  Or  nous  avons 

n  1  ,1  ,  cos  v1  ,  sinv'  _ cosv  _ sin  »  . 

r.=ü'>  r==u”  x=— >  r=— »  *=— »  y-  ..  » 

partant  il  est  clair  que 

Sr'  =  -~ =_?-£.'+ ;  d’où  l’on  tire 

tt'a  £/**  lt' 


W=- 


iu'aC05(^  —  v') 


•(^  i 


oVn'  =  - 


cos  (y —  v>'  ) 


■isflTi 


au 


3oo 
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en  observant  que  le  produit  ^U'  se  réduit  à  $Uf  lorsqu'on 

néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice.  L'équation  ,  tang.  v'  =  p, 
donne  &/=  un(x'ty'—  y'  8x')  :  de  sorte  que  nous  avons 

W  =  un  (. x '  à  Y'  —7'  $X'  )  •+•  i  u%  (oc' y  —7'  x)  ; 


et  en  remplaçant  dans  la  première  partie  :  x'  par  X ' ,  7'  par  Yr  ; 

V  =  u"  (X'  ÏY'  -  T' (^7-7'ar). 

Mais  l’équation  tang.  V' =  y  donne  =  Ufi  (  X'  àYf  —  F'  &X'  )  5 
partant  on  a 

V=  +(*)■*>-  ; 

d’où  l’on  tire 

oV= 

au 

L’équation  s'  =  u'  2!  donne  fa'  =  u'8z'  =  u'  (SZ'-t-z")  5  et  comme  Z1  =  ~ 

SiS1  tS’5  TJ ' 

on  a  $Z’  =  jj, - j  et  par  conséquent 


en  supprimant  le  terme  ,  qui  est  de  l’ordre  du  carré  de  la  force 
perturbatrice. 

Ainsi ,  en  réunissant  les  trois  formules  que  nous  venons  de  trouver, 
il  est  démontré  qu’on  a 


»«•«■=- xyw,b'.  , 

au 


(9) 


M  b,  a'u'.,bnv-v')  sr, 

au  7 


9s'  = 


"  au  7 


,1/  +  M 


lorsqu’on  convient  de  négliger  le  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Les  équations  trouvées  dans  le  n.°  précédent  offrent  le  moyen  de 
déterminer  SA'  Uf ,  oV' ,  j  mais  la  petitesse  comparative  de  ces 
quantités  permet  de  les  négliger,  et  alors  on  tombe  sur  les  formules 
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rapportées  dans  la  page  282.  Cependant,  pour  plus  de  clarté,  il  faudra 
les  concevoir  vraies,  sous  la  condition  qu’on  supprime  dans  l'expres¬ 
sion  analytique  de  slu  tous  les  termes  multipliés  par  b*  ;  parceque 
ceux-ci  produiraient  dans  daV  ,  V  ,  àsr  des  termes  multipliés  par 
ibf>-,  c’est-à-dire  des  termes  du  même  ordre  que  ceux  qui  entrent 
dans  l’expression  des  quantités  négligées  U’ ,  §V' ,  d&. 

242.  Imaginons  maintenant ,  que  par  l’intégration  directe  des  trois 
équations  désignées  par  [&*']  dans  le  n.°  234  on  ait  obtenu 
r  r  3 

rît = v'  —  2  s' sin  cV ■+■ y  t'*  sin  2c'  v’ .+■ *  T  («>')  : 

de  sorte  que  *¥(✓)  soit  la  partie  de  n’t  due  à  la  première  puissance 
de  la  force  perturbatrice.  En  faisant,  pour  un  moment,  a=rit ; 

F(v')=  2  t  sine’  v’’—^i''sinic'v  , 

on  a  l’équation  v'=a+F(i>')-i<V(t/)  ,  qui,  d’après  la  théorème 
de  Lagrange  donne 


=  JL  d.\F(a)-J*(a)\> 

.  1  d\  i  F  (à)  -  i¥{d)  !  5 


1.2.3 
•  etc. 


dax 


donc  en  négligeant  le  carré  de  la  fraction  i,  il  est  clair  que  nous  avons 
,  ,  L  1  d.F{â)a  .  1  d*.F(d)* 

v=:a+F(a)  +  0 -as— <-03  +  etc. 

tT(a)  . 


1  <£.[F(a)*.iŸ(a)] 

1.2 


etc. 


La  première  ligne  de  cette  expression  étant  la  valeur  de  v'  qui 
aurait  lieu  dans  le  cas  du  mouvement  elliptique ,  on  doit  en  conclure 
que  la  seconde  ligne  constitue  la  perturbation  de  v’ ,  et  que  par 
conséquent  011  a  l’équation 

rf.CF(q).jy(q)] _ l  d'lFW'.i*(a)-]_ 

w  da  1.2  da2  eiC* 

Or  il  résulte  de  la  série  même  de  Lagrange  ,  que  l’équation 
p’=  a+F(v')  donne 
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fiV(y)dv'=fl ,-y (a)da  +  iV(a).F(a)  +  ±d- etc. 

Donc  l’équation  précédente  revient  à  dire,  que  —J~(la.5v'=Jï'Y  (u')fi?/; 
ou  ,  en  d’autres  termes  ,  que 

Et  comme  on  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ,  on  peut 
ici  substituer  pour  ~  la  valeur  fourni  J  par  l’équation  d  =  a  +  F(y')i 
et  alors  on  obtient 

Donc  en  faisant  ,  pour  plus  de  simplicité 

0(v,v')=(ï  —  2  e'  cos  d  d  •+■  s'1  cos  id  d  -4-  etc.  )  ■  s  in  (y —  d) 


l’expression  de  n't  sera  celle-ci  ; 

rît  =  d  —  2  e'  sw  c'  d  ■+•  j  e  *  sot  2C  v'  —  i Z>1  $  (y,  d ). 

Cela  posé,  si  Ton  représente  par  nt=v -*zf(y)  l’expression  de  la 
longitude  moyenne  de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  , 
on  aura  ,  par  l’élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  ; 

mv+mf{d)=zd  —  2  s’ sine  d sinic  d  —  ib*Q(y,d)  $ 

ou  bien  , 

d  =  mv  ■+■  mf  (v)  +  2î'  sin  cV  —  |  tn  sin  2  d  d  ■+■ 1  b%  0  (y,  d). 


Soit  y'  =  r(y)  la  valeur  de  d  en  fonction  explicite  de  v  qu’on  tirerait 
de  cette  équation,  après  y  avoir  fait  i=  o.  La  valeur  de  d  qui 
satisfait  à  la  même  équation  lorsqu’on  tient  compte  du  terme  multi¬ 
plié  par  i  peut  être  représentée  par  T(y)  +  Vd.  Donc,  en  changeant 
d  en  d  +  à'd  on  doit  avoir 


dV=  tfd(2e,cosdd—^t1cos2cd)  +  ibiQ(y,d)  +  ib'Vdd-1-^~4-  etc. 
d’où  l’on  tire  ,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  i1  j 
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3o3 


ib'6{v,v[) 
d  .  F  {v') 
dv’ 


Donc,  en  substituant  ici  pour  6  sa  valeur  posée  plus  haut,  il  viendra 
Ÿ  v'  =  V  =  z  &a .  —  5i/i  (  v  —  t>'  ) 

au  >  * 


ce  qui  rend  raison  de  la  régie  énoncée  dans  la  page  282  ,  pour 
tenir  compte  de  la  perturbation  de  la  longitude  de  la  Terre  due  à 
l’action  de  la  Lune. 

L’analyse  que  je  viens  d’exposer  fait  voir  a  priori  à  quoi  tient 
l’avantage  de  la  considération  indirecte,  du  mouvement  du  centre  de 
gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune  dans  la  recherche  des  perturba¬ 
tions  de  la  Terre  dues  à  l’action  de  la  Lune  :  c’est  un  artifice  de 
calcul  ,  par  lequel  on  évite  au  lieu  de  surmonter  l’obstacle. 
Newton  avait  senti  cette  moindre  aberration  du  mouvement 
elliptique  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité.  Mais  le  peu  de 
mots  qu’on  lit  ,  à  ce  sujet ,  dans  la  Prop.  67.  du  I.er  Livre  des 
Principes  ne  me  paroissent  pas  suffire  pour  en  demeurer  convaincu. 
Au  reste  ,  on  doit  ,  peut-être  ,  à  ce  laconisme  de  Newton  un  inté¬ 
ressant  Mémoire  d’EuLER  publié  en  1750  dans  le  I.er  vol.  des  Novi 
Com.  de  S.  Petersbourg ,  ou  (  Voyez  p.  44 1  )  >  il  trouve  ,  par 
l’intégration  directe  des  équations  différentielles  en  x’ ,  y  ,  z'  une 
expression  de  V  équivalente  à  celle-ci  ; 


sin(nt-rit)  i 


ce  qui  donne ,  <V  =  ( 1  ■+- 1  m%  )  •  sin ( nt  —  n!t)  ,  en  développant 

le  coefficient,  et  substituant  pour  /  sa  valeur  -4-  |  mlj.  Si  Euler 
avait  tenu  compte  de  la  variation  dans  l’expression  des  coordonnées 
lunaires,  il  aurait  obtenu  |raa—  au  lieu  de  |ma  ,  comme  on 
le  conclud  aisément  de  la  formule  générale  qne  j’ai  donnée  plus  haut 
(  p.  288  ).  Or  ,  ce  résultat  ne  diffère  pas  sensiblement  de  celui  qui 
est  fourni  par  la  considération  indirecte  du  mouvement  du  centre 
de  gravité  5  et  il  est  assez  singulier  de  voir  ,  après  cela  ,  qu’EuLER 
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infirmait  par  la  phrase  «  Unde  patet  considerationem  cenlri  gravitatis 
«  effectum  Lunae  nimis  parvum  exhibere  »  (Voyez  p.  4^7)  principe 
de  Newton  ,  tandis  qu’une  simple  transformation  de  son  résultat  en 
offre  une  démonstration.  (*) 

§  4- 

Développement  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques  de  la  Lune 
jusqu'aux  quantités  du  cinquième  ordre. 


243.  Pour  développer  ces  fonctions,  il  est  nécessaire,  avant  tout, 
de  nous  occuper  du  développement  de  la  fonction 
{  \/i+s; e  cos  (cv  —f  zdv)  j  "m  ; 

m  désignant  un  nombre  entier  quelconque.  D’après  la  transformation 
de  1  +s(l  déjà  donnée  dans  le  n.°  214  3  il  est  clair  que  si  Ton  fait 
pour  plus  de  simplicité 

__l /(_l_-4-_7*2— J  .  =  2 

/(i+rl)+  1  *  1  9 

^  =  2gv — 2 fOdv  j  D  =  1 — 2  x .  cos  9  -+•  x% ,  l’on  a 

j  i/r  cos (cv  —f  sr dv)  =am  { [/D-haecos  (cv—fvdv) 

Donc,  en  développant  le  second  membre  de  cette  équation  par  la  formule 
ordinaire  du  binôme,  et  écrivant  simplement  cv  au  lieu  de  cv—fxdv , 
il  viendra 


[V 


ani  D  2  -Mm+'  D 


m  (ni  -f-  1  )(m-»-a)  m  +  3 


s*-*-ecoscv ]  m  = 
ecoscy-»--  a  D 

(  m  4-  3  ) 


1  .2 


e  cos  cv> 


Z) 


e  cos  ci>-t-etc. 


1.2.3 

Or  l’on  a  ,  en  général , 

D-n=Jo+2Jlxncos<?+îAxx'T^f2rCOS  2?  -t- x3 n (n ^ -  cos  3<p-+-etc. 


.  n  n  +  i*,n.n+  1  (n-f-i)(« 

y/  =  I  t -  X  -K - 

-  1  i  -+-  I 


1.2 


)(*-+- 2) 


'x*4-etc. 


(Voyez  tome  II,  page  276  des  Exercices  de  calcul  intégral  par  M. 
Legendre  ).  Ainsi  l’on  pourra  développer  sans  difficulté  chacun  des 
termes  de  la  série  précédente. 

244*  Bornons  nous  à  calculer  ce  développement ,  en  négligeant 
les  quantités  qui  passent  le  cinquième  ordre  par  rapport  aux  puissances 
et  les  produits  des  deux  constantes  e  et  7.  Pour  cela  il  suffit  de  prendre 


D  Voyez  la  fin  du  §  4  du  S.*™*  volume. 
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3o5 


la  _1_ .  ,4\  -  m  T  m  a  3m -4- ma 


(,  1  2  1  4\  —  m  m 

1  -  à?  )  =  '-4-/ 


ir-  y- 


Cela  posé,  l’on  trouve 


[  fi  +  s;  ■+■  e  cos  cp  ]  771  = 

(m  a  6m  -4-  3?n  4\  /m  2m  ma  a  \  _ 

I-fy  -"——VA? — — y  )r  cos<t> 

m-  m  ■+•  2  4  . 

- g- —  7^  co 5  a<p 

/o _  (m  -h  i)  a  6(m -4- i) -4- 3(m  i)a 


(m  “4-  i  2(m-4-i)  -4-  (m-4-i)a  A  2  .  m-4-  i*m  3  4  .  . 

- î6 - y  jycosç-*- - ^ - Aos  a<f>] 


-  e  cos  cp  i  (  i 


m-4-2  a  \  m  - 4-2 


:7  C05(p  ! 


m  •  m  -4-  i  •  m  -4-  2  3  3 

- — - — 0 - e  cos  cp 

1*2*5 


m  •  m  -4-  1  •  h-  2  •  m  -4-  3 


K  m  -4-  3  2\  m  -4-  3  a  ^  ? 

1 - —  r  )■*■— —  y  cos  (p  ç 


i  •  2  •  3  •  4 


m  •  m  -+-  1  •  7/1  »4-a*m-4-3*m-4-4  5  5 

F'.  2  .  3  .  4  .  5 - ~e  cos  CP. 

Maintenant ,  si  1  on  substitue  a  la  place  des  puissances  de  cos  cp  leurs 
valeurs  exprimées  par  les  cosinus  des  multiples  de  l’arc,  on  obtiendra 
la  formule  suivante  : 

j  V i  -4-  y*sin\gv  —  fbdv)  ■+■  e  COs(cP  —  fedv)  j~”*  = 

!  m  2  m  •  m  i  2  m  •  m  -4-  i  -m-t-Vm  +  S  4  6m -4-  3ma 

1  —  -7  h - e  -4 - ? - e4-< - t - 7^ 

44  64  64  • 

tîi  •  m  ’+■  1  •  7/1  -4-  2  2  a 

- 16 - C  y 

1m*m-4*i  2  m-m+i-ro^a  a  W'm  +  i-m+2-m+3-ffi+i  . 

—  m  h - 7  — - - - : — e - - - —  A 

4  8  102 

—  6m(m  -+■  1)  —  3m(m  -4-1)*  4  m  •  m  -4-  1  •  m  2  •  m  3  2 


3o6 

cos  2  cv 

V 

CO  S  2 gV 

2 

'  y 

cos  3 cv 

3 

e 
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m  -  m  i  m  •  m  -+-  i  •  m  2  •  m  -+-*  3  -  2  m-w+i-m-i-a  a 

■  e  - - — - y 


4  4» 

r 

m  m  •  m  i  •  m  2  3  2m  -+-  m  2 

7  ï6  6  —  î6~.^.. 


16 


H  (  m-m+i-m+a  m-m+i-m+2 -m+3'Wi+â  %  m-m+i«m-t-2«m+3  a 

J  _  _ _ _ _ _/i  j,  - - - v 

24  384  '  96  ' 

m  +  i  a  1)  m(m-+- 1)3  a 

e  h - / — ^ - y 


|  772*7; 


a  (  m-m-*- 1  m- 

cos  2gv  •+•  cv  e  y  < - g - 


64 


1  m  •  m  -+-  1  ■  m  -+-  2  •  m  -h  3  2  i)-»- 772(772-4-  i)a  a 

co$2gt>-cpey  < - s - r: - e  "* - ^  / 


co  s  4cp 

co  s  âfgv  y4 

cos  2gv+2cv  e2ya 
cos  2gv-2cv ey*  < 

cos~ëgv*3cp  e3y2  j 
O  3  2< 

cos  2gv-ôcv  e  y  < 


8  64 

772  »  jn  h-  1  •  m  2  •  m  •+■  3 


32 

3a 


I92 

772  •  772  “H  2 

64 

772  •  771  -4—  I  • 

772  -4-2 

3a 

772  •  772  ■+-  I  - 

-772  -4-2 

32 

772  •  772  -H  I 

•  772  -+*  2  •  772  3 

I92 

772  •  772  I 

•  772  H-  2  •  772  -H  3 

>  5  CP 


1- 


192 

m  ■  m  i'm  +  2-  m  +  3'M  +  4 
J  920 


Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  pour  simplifier  l’écriture  de  cette 
formule,  nous  avons  remplacé  cv—f^dv  par  cv  et  gy—fùdv  par  gv: 
comme  ce  changement  porte  uniquement  sur  les  argumens  ,  sans  af¬ 
fecter  les  coefficiens ,  011  pourra  toujours  rétablir  les  formules  que  l’on 
aura  ainsi  formées  dans  leur  état  naturel  en  y  écrivant 

cv  —J&dv  au  lieu  de  cv  , 

gv  —  J*Qdv  .........  gv . 

Nous  ferons  souvent  usagfe  de  cette  abréviation. 

246.  En  faisant  m  =  2  dans  la  formule  précédente,  et  retenant 
seulement  le  terme  non  périodique,  c’est-à-dire  le  coefficient  de  cos  ov  , 
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on  aura  la  quantité  désignée  par  Z  dans  le  n.°  ai3;  de  sorte  que, 
en  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième,  l’on  à 

Z  —  i  —  |/  —  -e2/- 


d’où  l’oiï  conclut 

I 


X  ~  1 


2 

Û  -, 

1 

M  3 


3  2  1  va  3  4  _  i  v4  . 

e  ^  *  8e  8^  1 


^ 3  (  i  h-  ya). 3  ==  i  h-  e‘ 

^  3  (  i  -+-  y2)  3  =  q  =  i 
Réduisons  l’expression  de 

-/r  j/7T 

définie  dans  le  n.°  216,  à 


J 


4  1  2  2 

--je-  y 

1  +  /  +  I 

■  e  co  5  ct>  ! 


V3 

coo 

^  eO* 


I22 

le  y. 


cos  ov 
cos  cv  e 


{  1  ca  ■+■  5  /  e4  ■ 

j  1  ea  e4  —  |  e2  / 


ây4”ieV 


1  „.a 


cos  2ge  y2  |  -  1  —  le’  H- 

COS  4gv  y*  |  —  JL . 


En  différentiant  cette  expression,  et  se  rappelant  que  cv  et  gv  tien¬ 
nent  respectivement  la  place  de  cv—Jwdv  etgv—Jôdv>  il  viendra 


e  ]  1  •+■  e 


(luj  _ 

(k>  ~~ 

A  1  2  2 

|  e  7 


1  («-*£*) 


"■■'’ï'i-H''* |r‘  !  (s- 

246.  Maintenant,  si  l’on  développe  les  puissances  négatives  de  u 
à  l’aide  de  la  formule  générale  rapportée  plus  haut,  l’on  obtiendra  sans 
difficulté  les  résultats  suivans  : 
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ut 


COS  op 

e 

cos  ct> 


j-I 


1  -  b' 


1  3 
v 
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Nous  avons  rejeté  de  cette  dernière  fonction  tous  les  termes  d’un 
ordre  supérieur  au  second;  et  dans  le  développement  des  fonctions 

ÿ  ’  ÿ  on  a  négligé  tous  les  termes  d’un  ordre  supérieur  au 
quatrième. 

Cela  suffit  à  cause  des  facteurs  qui  multiplient  ces  mêmes  fonc¬ 
tions  dans  les  équations  différentielles. 

§  5. 

Sur  l’expression  du  tems ,  en  fonction  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 

qui  constitue  la  première  approximation  relativement  à  cette  troisième 
coordonnée  de  son  orbite. 

247.  D’après  la  conclusion  établie  dans  le  n.°  216  et  de  nouveau 
rappelée  dans  le  n.°  221,  il  semble  que,  sur  ce  point,  il  n’y  a  pas 
lieu  à  un  choix  différent ,  et  qu’il  convient  de  s’en  tenir  à  l’expression 
de  nt  fournie  par  l’équation 

[nt]  =  p  -h  fedo  h-  (^)/g  -  I^p. 

Mais,  en  développant  la  valeur  de  i  —  1  et  exécutant  ensuite  l’in¬ 
tégration  indiquée,  l’on  voit  naître  le  terme  ayant  pour  argument 
2  (gv—Jôdv)—  2 (cp  —J'fsdv)  avec  un  coefficient  dont  l’ordre  est  abaissé 
de  deux  unités  ,  en  vertu  du  diviseur  2^—2 c  —  ~  adjwfo 

n  V,  dv  dv 

qu  il  a  acquis  par  cette  opération. 


001  °m  si  a 

cos  OP 
cos  CP 
COS  2CP 
COS  2 gv 
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Cependant  on  sait,  par  l’analyse  exposée  depuis  le  n.°  loo  jusqu’au 
n.°  119,  que  l’addition  de  la  perturbation  §nt  fait  disparaître  dans 
la  somme  [nt]  -4-  Int  la  partie  du  même  coefficient  qui  est  d’un  ordre 
inférieur  au  quatrième.  Ainsi,  d’après  cette  considération,  il  est  naturel 

d 'exclure  de  l’intégrale  /'(f  “  ')*  le  terme  affecté  de  1,argument 

2(gv  —J^do)  —  2 (cp  —  f&dv) ,  et  d’en  réserver  le  rétablissement  au 
moment  où  l’on  pourra  le  réunir  à  celui  qui  se  trouvera  dans  1  ex¬ 
pression  de  Int.  En  effet  ce  moyen  fort  simple  facilite  une  partie 
des  premiers  développemens  des  fonctions  de  la  forme  perturbatrice , 
en  épargnant  la  peine  de  calculer  plusieurs  termes  qui  seraient  ensuite 
détruits  par  les  développemens  ultérieurs. 

A  la  rigueur  on  devrait  employer  un  artifice  semblable  à  1  égard 
du  terme  affecté  de  l’argument  2 (gv —J'ôdv)  - — cv  -t-J'urdv  ,  lequel  a, 
dans  l’intégrale  —  \ un  coefficient  du  troisième  ordre,  et 

reparaît  dans  Int  avec  un  coefficient  du  même  ordre  (Voyez  plus 
bas  n.°  248).  Mais,  comme  ici,  il  s'opère  une  simple  modification  dans 
le  coefficient  numérique  de  ey\  sans  altération  relativement  à  l’ordre 
du  terme  principal,  il  devient  beaucoup  moins  avantageux  d’exclure 
ce  terme  de  la  valeur  de  [nt].  Néanmoins ,  s’il  était  question  d’une 
définition  précise ,  il  faudrait  dire  que  le  caractère  d’une  véritable  pre¬ 
mière  approximation  est  celui ,  d’être  composée  uniquement  de  termes 
relatifs  à  des  argumens  qui  reparaissent  avec  des  coefficiens  d’un  ordre 
plus  élevé  dans  les  approximations  successives.  C’est  ce  qui  a  lieu  à 

l’égard  des  fonctions  st  et  %  qui  constituent,  respectivement,  la 

première  approximation  des  deux  coordonnées  s  ,  u. 

248.  Maintenant,  si  l’on  fait  m  =  2  dans  la  formule  générale 
trouvée  dans  le  n.°  244,  et  si  l’on  multiplie  le  résultat  par 

*  =  1  __  |e2  iy2  -h  |e4  —  |y4,  l’on  aura,  en  négligeant  les  quan¬ 
tités  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième , 
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Donc,  en  intégrant  et  écrivant  pour  plus  de  simplicité  dans  les  dé¬ 
nominateurs  des  coefficiens 

c  au  lieu  de  c  —  d'f^ÈL , 
dv 

d-fbdv 

s . 
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Cela  posé,  voici  comment  on  peut  démontrer  assez  facilement,  par 
la  considération  directe  des  équations  différentielles  du  second  ordre, 
que  la  perturbation  $nt  détruit  précisément  le  terme 

q  3  2  sin(2gv  —  2CV) 

4  6  y  2g  —  2C 

que  l’on  voit  dans  cette  formule. 

249.  Comme  il  est  question  d’un  argument  indépendant  de  l’angle 
1?  — p'  set  d’un  coefficient  du  quatrième  ordre  indépendant  de  l’excen¬ 
tricité  du  Soleil  ,  011  reconnaîtra  avec  une  légère  réflexion  qu’il  suffit 
à  notre  objet: 

i.°  de  conserver  les  termes  suivans  dans  les  équations  différen¬ 
tielles  (I)",  (IJ)"  posées  dans  le  n.°  224;  savoir 


-  ~  ('  1 M*)  —  P)  y  singe  , 

~  <^~(I  -  I^)S“  =  ^4  •*  ~  9(?)S:r“  ecosce-. 


2.0  qu’il  suffit  de  réduire  à 
n.°  2i5,  et  celle  de  d-§nt  à 


2dll 


la  valeur  de  Y  donnée  dans  le 


j  *  X  j  2^U  . 

ci  •  onc  =  — •  —sr~  av - » 

A  ut 

3.°  qu’il  suffit  de  faire  dans  ces  équations 

_  q  {a'u'Ÿ  3  q  3  r  -1  er  2 

K  =  =  U— y  =  â' V  ■=  --6-eco5CP  eaco52cp; 

P  P'r  XR  r  -  ( 1  3 . 9u\  _  I  .  i-_  ï.  -LSu  • 

/f4  -*-  §  Su  =  —  |  e  coi  cp  —  |  e  y2cos(2gv  —  cp)  ; 


-  9  Q)  =  3  $4  •  y  stn  gp  —  §  (%s  f  ; 

X 

—  —  I  -H  2ec05cp; 
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Il  suit  de  là  que  l’on  a 

"  d~dP  ~  0  *  §^)Si  =  (I^1  _  p)rsinëv 

—  3/x3e y sin(gv —  <*)-*-  ^ pe*y  sin(gv  —  2cp)  ; 

-  d-dP  ~(I  -  \p) =  -  (1^  -  <?') e  cos  cv 

—  |e7aC05(2^P  —  CP)  -H  3^5*7  SÙîgP  —  |  ($5)a  ; 
J-Saiî  =  (—  i  -+-  2e  coscv)  —  <&>. 

'  “y 

Mais  on  sait  que  dans  ces  équations  les  quantités  P  et  Q1  doivent 
rendre  nul  le  coefficient  de  ysingv  et  celui  de  ecoscv  ;  partant  Ton  a 

-  P  =  o  ;  IS  H-  Q’ =  o  ; 
d’où  l’on  tire  (Voyez  n.°  216  ) 

p  -/(*  —  i/ 1  ■+■  P)c7p  =  y* {/ 1  ±  g*  clv  =  p(i  |  //,a  -4-  etc.)  ; 
v  —f(  1  —  |/i  -+-Q>)ch  =  y* /T^- 1  c?t>  =  K1  ~  f  /**  ■+■  etc.)  ; 
et  par  conséquent 

s  =  1  |m2  »  c  =  1  -  f  / 

pour  la  première  valeur  de  g  et  c. 

Actuellement,  si  l’on  intègre  l’équation  différentielle  en  Ss,  il  viendra 

£  _  3g*  e  y  sin(gv  —  cp)  1 5  g*  e *  y  sin{gv  —  acp) 

5  (g-c)a-i->*  T’  ’ 

Mais  nous  venons  de  voir  que  l’on  a  g  —  1  ■+■  |  /x3 ,  c  =  1  —  | /x3  : 
donc,  en  substituant  ces  valeurs  et  développant  ensuite  les  coefficiens, 
l’on  aura,  en  retenant  seulement  le  premier  terme  de  chacun  d’eux, 

Ss  =  |ea7$m(2o>  —  gv)  -*  3 jj?  e  y  sin(gv  —  cp)„ 

Il  suit  de  là  que  l’équation  différentielle  en  Su  donne 

-  d-^L  -  (  1  -  |  /X2)  Su  =  If  eYcos(2gv  -  2 cv)  -  ^  /x2e  y*  cos(2gv  -  cv)  > 


et  que  par  conséquent  Y  on  a 

Su  =  15  »  »  ~  2CTI) 

16  '  (ag  —  ae)’  —  1  h-  ip* 


212  2 


C<«(2gP  —  CP) 
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OU  bien  ,  en  développant  les  diviseurs  et  retenant  seulement  le  pre- 
mier  terme  ,  * 

$u =' - 1  ef  cos  (  2gv  -  cv)  -  e  V  COS  (  2gv  _  2C„). 

En  multipliant  celte  expression  par  A=i  -ecoscv ,  on  obtient 

~  =  g  ei  COS  (  2  go -cv)-  i  ey  COS  (  2  gv  -icv). 

Ainsi  nous  avons 

—  =  -4  el  COS  (2£V-Cp)  -  ç  eycw  (  2£V  -  2CP)  • 
d'où.  on  tire  ,  en  intégrant  $ 

Snt=  iey's- Z CZÏ  _ »  -*v) 

4  /  2if  -  C  4e/  - - 


2£- 


Donc  dans  la  somme  on  a 

(-  î4k^e=»^_{) 

Il  est  donc  démontré  ,  l.°  que  dans  la  valeur  totale  de  nt  le  coef¬ 
ficient  de  ^argument  2 gv-2cv  doit  être  d’un  ordre  supérieur  au 
second-,  2°  que  dans  la  même  valeur  totale  le  coefficient  de  l’argu¬ 
ment  2 gv-cv  acquiert  un  signe  contraire  à  celui  qu’il  a  dans”  la 
valeur  partielle 

25o.  En  retenant  dans  ~  les  termes  du  sixième  ordre  h  l’égard 

de  l'argument  2gp— -2 cv  seulement,  on  aurait  trouvé  dans 
le  terme 

*  '  *  ^  J  2g — 2  C 

mais  les  approximations  ultérieures  démontrent  que  l'expression  de 
tint  détruit  les  trois  termes  de  ce  coefficient  j  de  sorte  que  ,  en  der¬ 
nière  analyse  ,  le  terme  principal  est  de  la  forme 

A  e 2  ÿsin  (  2 gv —  2 cv)  ; 

B  désignant  un  coefficient  numérique  absolu.  En  attendant  la  dé¬ 
monstration  complète  de  ce  résultat ,  rien  n’empècbe  d’en  profiter 
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Telle  est  la  formule  propré  à  fournir  la  fonction  de  p  qUj  a  ^ 
désignée  par  /'(p)  dans  le  n.°  220.  Ainsi  nous  pourrons  maintenant 
développer  ultérieurement  la  formule  générale  rapportée  dans  le  n.°  219. 


§  6. 

Développement  préliminaire  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
de  L'orbite  du  Soleil. 

25 1.  L expression  de  a!u  donnée  dans  le  n.°  55  devient,  en  y 
faisant  /  =  o  , 

““  =  7Z.lv  I  1  6' cos(cV  —  y!)  | . 

Cela  posé  ,  si  1  on  néglige  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  cin¬ 
quième  ,  il  est  facile  d’obtenir  les  résultats  suivans ,  où  l’on  a  écrit 


pour  plus  de  simplicité  cV 

au  lieu  de  cV  —  k  : 
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202.  Pour  éliminer  de  ces  équations  la  longitude  v  du  Soleil,  il 
faudra  recourir  à  la  formule  générale  donnée  pour  cet  objet  dans 
le  n.°  219.  Mais,  afin  de  rendre  cette  élimination  plus  expéditive,  et 
offrir  en  même  tems  un  résultat  propre  à  des  recherches  ultérieures 
dans  cette  théorie ,  il  convient  d’exécuter  le  développement  indiqué 
dans  le  n.°  220,  en  prenant,  conformément  à  l’expression  de  (nt) 
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D’après  cette  valeur,  on  pourra  former  l’expression  de 
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en  retenant  tous  les  termes  jusqu’au  cinquième  ordre  inclusivement. 

Nous  supprimons  ici  les  détails  de  ce  calcul  assez  pénible  :  il  suffit 
d’en  rapporter  le  résultat  final ,  en  assurant  qu’il  a  été  vérifié  avec 
assez  de  soin  pour  qu’il  nous  soit  permis  d’en  garantir  l’exactitude. 
En  faisant  pour  plus  de  simplicité  E  =  1  — m  ,  et  écrivant,  dans 
les  argumens  , 
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204.  Les  formules  données  dans  le  numéro  précédent  sont  particulière¬ 
ment  utiles  pour  développer  les  termes  qui  résultent  de  la  substitution 
de  mv  -+•  m  Int  à  la  place  de  mp ,  lorsqu'il  s’agit  de  former  les 
fonctions  qui  ont  été  définies  dans  les  n.os  220  et  221.  Il  est  clair  en 
effet  que  par  ce  changement  on  obtient,  en  développant  les  sinus 
et  les  cosinus ,  des  expressions  de  cette  forme 

S  £(oV)3  (2P  —  2*/) J  =  U-  m  Int  -h.  U'-  rn(lnt)3  ; 

n  [(«V/  ^  (  p  -  e'  )]  =  ü"  m  Suc  *  U’"-  ; 

n[(aV)4^(3p-3,')]  =  CT-rnW; 

abstraction  faite  des  termes  multipliés  par  les  autres  puissances  de  Sut 
qui  entrent  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations. 

Mais  la  valeur  de  §nt  étant  exprimée  par  des  sinus ,  et  celle 

de  (§nt)2  par  des  cosinus ,  si  l’on  observe  que  l’on  a,  en  général, 

B  sinqX,  2  p  =  AB  J  (/>*?)-  (p  -  q)\  ’ 

B  cas  qX*  A  %  P  =  AB\  2  (f  -  ç)  -  £  (/>  -  9)  j  . 

on  formera  aisément  les  produits  indiqués  dans  les  trois  formules  pré¬ 
cédentes  en  préparant  les  facteurs  désignés  par  U,  U\  U ",  U"\  U,fr. 
Or  il  est  facile  de  trouver,  à  l’aide  des  développemens  consignés  dans 
le  numéro  précédent,  que  l’on  a 
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Développement  des  fonctions  des  coordonnées  elliptiques 
du  Soleil  et  de  la  Lune. 


2  55.  Les  différens  termes  qui  composent  les  fonctions  désignées  par 
R  ,  A  ,  ...  R  (Voyez  n.  222)  peuvent  être  développés  à  Laide  des 
résultats  rapportés  dans  les  deux  paragraphes  4.ièm*  et  6.ièrac  de  ce  chapitre. 
Il  est  indispensable  de  former  ces  développemens  pour  obtenir  la  partie 
de  chaque  coefficient  des  inégalités  lunaires  qui  dépend  de  la  première 
puissance  delà  force  perturbatrice.  Mais,  outre  cela,  il  est  nécessaire 
de  les  avoir  préparés  pour  procéder  à  la  recherche  successive  des 
termes  qui  naissent  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de  la  force 
perturbatrice.  C’est  ce  qui  devient  évident  par  la  simple  inspection  des 
valeurs  des  fonctions  SR' ,  SR" ,  .  .  .  0 Rv ,  en  observant  qu’elles 
renferment  comme  facteurs  les  termes  qui  se  trouvent,  respectivement, 
dans  l’expression  analytique  de  R  ,  R' ,  .  .  .  Rr. 

Nous  allons  donner  ces  développemens  tels  que  nous  les  avons 
obtenus:  c’est-à-dire,  en  négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur 
au  cinquième  à  l’égard  de  la  principale  de  ces  fonctions  représentée 
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par  R  ,  et  en  bornant  l’ approximation  aux  quantités  du  quairièm^ 
ordre  relativement  aux  trois  fonctions 

q  ( x'u )*  3_  (aV)3  3  3  (aJu'ÿ 

’  2V'~’  2W‘  2"‘V  * 

11  est  vrai  que  nous  pourrions  simplifier  ces  développemens  en  sup¬ 
primant  plusieurs  termes  qui  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible  dans 
le  résultat  final  des  intégrations.  Mais  ce  travail  pénible  ayant  été 
exécuté  avec  toute  la  rigueur  nécessaire,  nous  croyons  utile  d’en  pu¬ 
blier  ici  au  moins  le  résultat.  Cela  aura  d’ailleurs  l’avantage  de  mettre 
le  Lecteur  en  état  de  saisir  d’un  coup  d’oeil,  qu’eu  général  les  termes 
dus  à  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  sont  fort  petits 
parmi  ceux  d’un  ordre  un  peu  élevé  ,  et  qu’ils  n’acquièrent  pas  des 
coefïiciens  numériques  capables  de  les  faire  augmenter  aussi  sensible¬ 
ment  qu’on  aura  lieu  de  le  remarquer  à  l’égard  des  termes  du  même 
ordre  provenant  des  puissances  supérieures  de  la  force  perturbatrice. 
Cela  posé,  voici  les  résultats  trouvés,  écrits  avec  les  abréviations  qui 
ont  été  déclarées  au  commencement  du  n.°  2$2  : 
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257.  On  peut  actuellement  entreprendre  l’intégration  des  équations 
différentielles  en  procédant  par  une  suite  d’approximations  successives. 
C’est  ici  que  commence  la  partie  la  plus  utile  de  notre  théorie.  Ce  qui 
précède  n’est  en  quelque  sorte  que  la  matière  première  d’un  travail 
qui  reste  à  faire  entièrement.  Le  raisonnement  seul ,  sans  être  accom¬ 
pagné  de  l’exécution  ,  ne  donnerait  que  des  idées  fort  imparfaites  sur 
la  distance  réelle  qu’il  y  a  entre  les  équations  différentielles  et  le 
résultat  explicite  qu’elles  peuvent  fournir  avec  un  degré  d’approxima¬ 
tion  indéfini.  Mais ,  même  en  demeurant  loin  de  l’état  idéal  de  la  per¬ 
fection  ,  il  est  nécessaire  de  s’engager  dans  des  calculs  d’une  longueur 
effrayante ,  si  l’on  veut  atteindre  la  limite  des  quantités  sensibles  à 
l’observation.  Et  après  avoir  atteint  ce  but,  on  remarque  que  la  sim¬ 
plicité  des  résultats  définitifs  forme  un  contraste  frappant  avec  la 
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complication  des  calculs  intermédiaires  qu’il  a  fallu  exécuter  pour  les 
obtenir.  Il  est  vrai  que,  par  fois,  cette  complication  tient  à  l’imper¬ 
fection  de  la  méthode  que  l’on  a  suivie.  Mais  ,  sans  contester 
l'existence  future  d'une  méthode  beaucoup  plus  expéditive  ,  nous 
nous  bornerons  à  présenter  celle  que  nous  avons  jugée  la  plus 
sûre  dans  l'état  actuel  de  l’analyse ,  pour  conserver  à  la  solution  du 
problème  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Nous  avons  aussi  satisfait  à  la  condition  principale  que  l’on  est 
en  droit  d'exiger  dans  toute  méthode  d'approximation  $  savoir  ,  de 
n'être  jamais  absolument  bornée  et  de  préparer  les  moyens  propres 
à  franchir  le  pas  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on  s’est  arrêté. 
L’examen  de  nos  résultats  intermédiaire*  fera  voir  que,  sous  ce  dernier 
rapport  ,  ils  ont  une  utilité  assez  importante  pour  justifier  le  parti 
que  nous  avons  pris  de  les  publier  avec  un  détail,  qui,  au  premier 
coup  d'oeil  ,  pourrait  paraître  fastidieux. 

L  action  du  Soleil,  celle  des  Planètes,  et  la  figure  elliptique  de  la 
Terre  et  de  la  Lune  sont  les  seules  forces  productrices  des  inégalités 
observées  jusqu  ici  dans  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la 
Lune.  Nos  équations  différentielles  renferment  toutes  les  fonctions 
qu’il  faut  développer  pour  tirer  de  ces  différentes  sources  les  pertur¬ 
bations  sensibles,  et  la  véritable  explication  de  celles  qui  demeurent 
insensibles  par  la  nature  des  coefficiens  qui  les  multiplient.  Mais  il 
faut  convenir  que  l'exacte  analyse  de  toutes  les  conséquences  qui  y 
sont  implicitement  renfermées  est  sujette  à  des  difficultés  d’un  genre 
singulier ,  auquel  on  n'est  pas  habitué  dans  le  cours  ordinaire  des 
autres  applications  de  l'analyse  mathématique  aux  questions  de  haute 
géométrie  et  de  mécanique.  D'après  cette  réflexion,  il  n’est  pas  sur¬ 
prenant,  si  plusieurs  vérités  que  l’on  pouvait  dériver  de  ces  équations 
différentielles  ont  échappé  aux  premières  recherches  des  plus  grands 
géomètres.  On  doit  même  applaudir  aux  vains  efforts  qu’ils  ont  fait , 
en  considérant  que  ces  travaux  ont  préparé  et  hâté  des  découvertes 
utiles.  Heureusement  les  pas  rétrogrades  ont  été  évités.  Un  seul 
moment  on  douta,  si  l'attraction  Newtonienne  pouvait,  seule,  expliquer 
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le  mouvement  du  périgée  :  mais  cette  innovation  dangereuse  fut 
dissipée ,  dés  sa  naissance ,  par  celui-même  qui  l’avait  proposée.  Et 
Clairaut  en  fortifiant  ainsi  la  loi  de  Newton  a  montré  le  premier  la 
nécessité  d’analyser  avec  soin  les  termes  provenans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice.  L’accélération  observée  dans  le  moyen  mouve¬ 
ment  de  la  Lune  a  égaré  plus  long-tems  les  géomètres  ;  mais  enfin 
elle  fut  expliquée  à  laide  du  principe  de  la  gravitation  universelle. 

Nous  ne  connaissons  pas  d’autres  causes  capables  d’influer  d’une 
manière  sensible  sur  le  mouvement  de  la  Lune.  Et  c’est  uniquement 
pour  offrir  un  exemple  de  la  généralité  de  nos  formules  qu’il  a  été 
question  dans  le  n.°  228  de  l’effet  indirect  produit  par  la  résistance 
d  une  matière  éthérée.  Le  calcul  de  l’effet  direct  exigerait  à  la  vérité 
de  reprendre,  sous  ce  point  de  vue ,  la  considération  des  équations 
différentielles  primitives  du  second  ordre.  Mais  nous  jugeons  inutile 
une  telle  extension,  puisque  rien  n'établit  jusqu'à  présent  la  possibilité 
d’une  matière  éthérée  susceptible  d’altérer  le  mouvement  du  globe 
de  la  Lune.  En  conséquence  nous  bornerons  ici  l’exposition  purement 
théorique  de  tout  ce  qui  concerne  la  formation  des  équations  diffé¬ 
rentielles,  et  nous  dirigerons  dans  le  Volume  suivant  toutes  nos  re¬ 
cherches  vers  leur  intégration,  de  manière  à  pouvoir  obtenir  les  trois 
coordonnées  exactes  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre,  inclusi¬ 
vement. 

Dans  le  troisième  Volume  nous  pousserons  plus  loin  le  dévelop¬ 
pement  des  coefîiciens  ,  qui,  eu  égard  à  la  lenteur  de  la  convergence 
des  séries  par  lesquelles  ils  sont  exprimés  ,  exigent  la  considération 
des  quantités  d  un  ordre  supérieur  au  cinquième. 

Maintenant ,  nous  supposerons  connue  l’expression  analytique  des 
inégalités  Lunaires  dues  à  l’action  du  Soleil;  et  en  partant  de  cette 
donnée  fondamentale,  nous  exposerons  dans  le  Chapitre  suivant  les 
différentes  recherches  qui  s’y  rattachent.  De  cette  manière,  ce  Volume 
renfermera  tous  les  principaux  résultats  de  la  Théorie  de  la  Lune  ,  * 
et  on  n’aura  besoin  de  recourir  aux  deux  autres  que  pour  y  étudier 
1  effrayant  enchaînement  qui  existe  entre  les  équations  différentielles 
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et  les  résultats  explicites  que  nous  en  avons  tiré.  On  demeurera 
ainsi  convaincu  qu'il  n'y  a  presque  point  de  comparaison  entre  la 
difficulté  et  la  longueur  du  calcul  qu'exige  le  développement  des 
inégalités  Lunaires  dues  à  l'action  du  Soleil  ,  et  tout  ce  qui  tient 
au  développement  des  autres  causes  perturbatrices  D’après  cette 
réflexion,  nous  avons  regardé  le  Chapitre  suivant  comme  un  simple 
complément  de  la  Théorie  de  la  Lune,  et  nous  l'avons  en  quelque 
sorte  isolé  par  son  titre  des  autres  Chapitres  ,  afin  de  mieux  faire 
sentir  qu’il  tient  à  cette  Théorie  sans  en  constituer  la  partie  domi¬ 
nante.  C’est  ainsi  que  le  point  conjugué  d'une  courbe  lui  appartient 
intimement,  sans  être  une  partie  essentielle  dans  la  direction  de  son 
cours.  Le  Titre  des  paragraphes  donne  une  idée  des  sujets  que 
nous  avons  traité  dans  le  Chapitre  Complémentaire,  et  chacun  d’eux 
est  précédé  d’une  courte  introduction  ,  propre  à  fixer  le  but  vers 
lequel  sont  dirigés  les  calculs  qu'il  renferme. 
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RECHERCHES  DIVERSES 

QUI  SUPPOSENT  DÉJÀ  CONNUE  ^EXPRESSION  ANALYTIQUE  DES  INÉGALITÉS  LUNAIRES 
DUES  A  L’ACTION  DU  SOLEIL. 


S  I. 

Des  inégalités  dues  à  la  figure  elliptique  de  la  Terre. 

i*  Ï^our  former  les  équations  ,  desquelles  dépend  le  dévelop¬ 
pement  de  ces  inégalités  il  n’est  point  nécessaire  de  changer  la 
forme  des  trois  équations  différentielles  (HI) ,  (I)"  f  (l£)"  posées 
dans  les  pages  265  ,  276,  277  :  il  suffit  d’introduire’  dans  l’expres¬ 
sion  des  fonctions  désignées  par  f  Rt  ,  ^  ^  R$  les  termes  ? 

que  cette  nouvelle  cause  perturbatrice  leurs  ajoute,  respectivement.’ 

Les  trois  résultats  trouvés  dans  la  page  36  nous  fournissent  im¬ 
médiatement  ces  termes  :  il  faut  d’abord  y  faire  =  o  ,  pour 
n’avoir  à  considérer  que  1  effet  dû  à  la  figure  elliptique  de  la  Terre  j 
et  ensuite  ,  en  ayant  sous  les  yeux  l’analyse  exposée  dans  les  pages 

264-267  ,  011  voit  aussitôt  ,  que  après  avoir  fait ,  pour  plus  de 

simplicité  ;  longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au 

point  mobile  de  l  équinoxe  du  printemps  $ 

-MD'»*-  )'«<-»)(;)•(;)  • 

on  a  ; 
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R.= 

R>= 

n3= 

R.=- 

i?5= 


— aU  5  j  sin  1  a .  s .  cosfv  •+•  sin'  a .  sin  îfv  J  ; 

(>  -*-«)s 

2-3sin'*)-^’-, 

(«+«)* 

— a - |  sin  2a.  f  —j—  )  sin Jv+sin'a.cos  2 ,Jv  J  ; 

§«*»*“)-■  (4— 6 «»*»)**}  j 

(  I  -»-  ss) 1 

- ( a “  ’  -  j  5/7»  2».  (4 — $*)$ .sinfv  —  —  sin'a.cosï/v  !  . 

(1+55)*  X  7 


Cela  posé  ,  on  doit  imaginer  ces  termes  ajoutés  aux  valeurs  cor¬ 
respondantes  de  Rl  ,  .  .  /?5  données  dans  les  pages  265»,  266  et 

reprendre  sous  ce  nouveau  point  de  vue  la  considération  des  équa¬ 
tions  différentielles  pour  analyser  les  termes  auxquels  ils  donnent 
naissance  dans  l’expression  des  coordonnées  Lunaires.  On  ne  doit 
pas  perdre  de  vue  dans  cette  recherche  ,  que  ,  arithmétiquement 
parlant  ,  le  facteur  /x"  est  au-dessous  de  la  cinquième  puissance  du 
rapport  m  des  moyens  mouvemens  du  Soleil  et  de  la  Lune  $  et 
qu’en  conséquence  on  ne  doit  rien  attendre  de  considérable  ,  en 
général  ,  d’une  aussi  petite  force  perturbatrice  5  mais  seulement 
quelques  termes  capables  de  devenir  sensibles  en  vertu  des  facteurs 
qu’ils  acquièrent  par  l’intégration.  Les  développemens  doivent  être 
dirigés  d’après  cette  idée ,  et  d’après  le  principe ,  qui ,  indépendam¬ 
ment  de  l’intégration,  détermine  les  facteurs  qui  sont  inhérens  à  la 
forme  même  des  argumens.  Alors  ,  on  donne  aussitôt  l’exclusion  à 
une  foule  d’argumens  dont  l’existence  incontestable  est,  en  quelque 
sorte,  détruite  par  l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  multiplient. 
Et  par  un  effet  contraire  on  voit  l’origine  des  inégalités  sensibles 
dans  l’espèce  de  transformation,  que  l’intégration  imprime  à  certains 
termes  de  la  force  perturbatrice  ,  qui,  par  leur  petitesse  cachent  à 
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une  analyse  moins  scrutatrice  les  graves  conséquences  de  leur 
existence  dans  les  équations  différentielles. 

2.  Rémarquons  avant  tout,  que  la  fonction  [xR^.s  introduit  dans  le 
second  membre  de  l’équation  (/)"  le  terme  f/a(2  —  3smaw)  7  singv.  et 
que,  par  conséquent,  il  faut  ajouter  la  quantité  (2  —  3 szVw)  à 
l’expression  de  P.  De  sorte  que  ,  d’après  la  formule  posée  dans  la 
page  36  du  second  volume ,  on  a  g=[*%  (1  — |  sin'to'j,  pour  la  partie 
principale  que  la  figure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  au  coefficient 
du  mouvement  du  noeud  de  l’orbite  de  la  Lune.  La  même  cause 
augmente  d’une  égale  quantité  le  mouvement  du  périgée  :  car  ,  en 
considérant  la  fonction  [i 1 R^  ,  et  faisant  dans  son  expression 

aw=i-Hecoscy  ,  on  voit  naître  le  terme  —  2  (  i  —  | sin* e coscv 

dans  le  second  membre  de  l’équation  différentielle  (//)"  •  ce  qui 
ajoute  à  la  valeur  de  Q'  le  terme  Qr  =  —  2f/*(i  —  $  et  par 

conséquent  la  quantité  — |  sin  à  la  valeur  de  c  (Voyez 

pour  plus  de  clarté  les  pages  69  et  73  du  second  volume  ).  Tel 
est  le  principal  effet  des  deux  fonctions  ,  R^  :  en  partant  de  ce 
point  nous  les  regarderons  comme  nulles.  Et  pour  simplifier  davan¬ 
tage  cette  recherche  nous  aurons  d’abord  égard  seulement  aux  termes 
multipliés  par«7i2*>;  c’est-à-dire  qu’en  posant,  pour  plus  desimpli- 

cité,  A'=^sin  2«,  la  question  sera  réduite  à  discuter  les  termes  que 
la  figure  elliptique  de  la  Terre  ajoute  à  l’action  du  Soleil  lorsqu’on 
introduit  dans  les  équations  différentielles  les  trois  fonctions 


n  _ A' q  .s  .au.cosf* 

*  '  "  r^~~  $ 

{i+ssÿ 


s  j  >  A'  q .  (  1  —  ss)  a  u .  sin 


Elles  sont  la  source  des  inégalités  Lunaires  formées  par  des 
naisons  de  l’angle  simple  fv  avec  les  argumens  dûs  à  la 
sphérique  de  la  Terre  et  à  l’action  du  Soleil. 


combi- 

figure 
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Je  préviens  le  Lecteur,  une  fois  pour  toutes,  que  dans  cette  discus¬ 
sion  ,  j'estimerai  l'ordre  de  grandeur  des  coefficiens  ,  comme  si  l'on 
avait  A'-=.\  $  quoique  dans  le  fait  la  valeur  de  A'  soit  à-peu-près  de 
l'ordre  de  m\  Par  cette  convention  on  rend  plus  simple  la  désigna¬ 
tion  de  l'ordre  des  quantités  multipliées  par  A\ 

3.  Cela  posé,  il  est  d'abord  évident  que  A'sinfv ,  est  le  principal  terme 
de  sR3$  et  que  les  fonctions  —  R^,  —  2 (ç^m*màs'^J'Rldv  donneraient 

des  termes  d’un  ordre  supérieur  à  celui-ci.  Donc,  en  prenant  seule¬ 
ment  la  partie  principale  dans  cette  première  approximation,  on  aur* 

-^-('+11*')  «s=A'p.'sinfv, 

d  où  Ton  tire  en  intégrant,  et  observant  qu’on  peut  (dans  les  coef¬ 
ficiens  )  faire  f=- 1  ,  sans  erreur  sensible  5 

&  =  —  ^A’sinjv. 

En  multipliant  ce  terme  par  3st— 3y  singv }  on  a 

3s^s=z^A’  ycosgv  —  fs?  •+■  A'  y  co  s  gv-*rfv. 

Mais  ,  le  principal  terme  de  l'expression  précédente  de  Rt  est 

A'sl  cosfv  =  j-  y  singv  —fv  -t-^y  singv  -hfv. 

Donc,  en  omettant  l'argument  gv-4-/y,  dont  le  coefficient  demeure 
du  troisième  ordre  dans  la  valeur  de  l'intégrale  —-nCÿRxdv3  on  aura 

Æ,=  y?  singv-fv  $ 

-fR,  dv = 7aL7)  y  cosgv-fv = |  •  cos  gv  —Jv  ; 

ce  qui  revient  à  prendre  g=n-|m\ 
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— Jïi — (I"~2  —  3$,te— a/«? fü^dv^z  A' y  cos gv —Jv 

■+•  -^'y  cosgv+fv. 

Intégrant  cette  équation,  et  faisant  dans  cette  première  approximation  5 


(.g-f)'-'+  ;  (§■+/)*- 3 


on  obtient 


5  w  _  —  -  Y  C05  ^  -t- i  «y  C05  gp . 


Maintenant,  si  l’on  pose  l’équation,  +  ^ >,  il  est  clair 

qu’on  a  j 


d-ànt _  /  2  2  \  _  o 

"Ma- 3  Jvcosg-y— >—$4'icosgv+f\>. 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  5 

—  *  A'y  .sîngv+Ji,. 

On  voit  par  là,  que  le  terme  de  l’ordre  _  i ,  qui  confit,,»  1 
terme  du  coefficient  de  l’argument  gu  ->  se  réduit  à  zéfo^TIs 
quantités  qui  suivent  immédiatement  cet  ordre  étant  celles  de  l’ordre 
zéro,  on  ne  saurait  regarder  comme  résultat  de  la  première  approxi¬ 
mation  le  terme  donné  par  l’équation  $nt=-\j1.singv^fv,  puisqu’il 

est  du  premier  ordre.  De  là  nous  concluons,  que  les  résultats  qui 
constituent  la  véritable  première  approximation  ,  sont , 

*s=-\jsmfv-  tu=-^COSgV-fv+d£cosgv+fv.  int=^ym\o)singv-fv. 

4.  Cherchons  maintenant  les  termes  qui  appartiennent  à  l’approxi 
mation  suivante.  Pour  cela ,  il  faut  combiner  les  termes  dûs  à  l’acüon 
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du  Soleil  avec  ceux  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre.  En  effet  ; 
si  l’on  réduit  l'équation  différentielle  en  5s  (Voyez  p.  276)  à 

“  ^  “ (,+|^)5s=  |  (to  cos  zEv — ^  sin  a  ÆV  )  ; 

elle  donnera  ^s  =—'^-.siniEv—fv,  en  y  faisant  =  —  ^A’sinfv 
dans  le  second  membre  et  intégrant  à  la  manière  ordinaire. 

Ce  terme  n'est  pas  le  seul  ,  du  premier  ordre  ,  qui  fait  partie  de 
l’expression  de  5s  :  car  il  donne  lui  même  : 

5s  cos  iEv  —  sin  iEv=.  ’^A-sinfv. 

Ainsi  ,  en  considérant  ce  seul  argument  on  a  Téquation 
— (1  -A’ (rn-+- 1 m3 ^ sinfo  , 

laquelle  étant  intégrée  donne 

Ss=—J'Q+^mymfv. 

En  réunissant  les  parties  de  5s  trouvées  jusqu’ici  nous  avons 

fa  =  —  sinfv  —  —^siniEv—fv . 

Et  il  est  aisé  de  voir ,  que  cette  expression  est  exacte  jusqu'aux 
quantités  du  premier  ordre  inclusivement. 

Voici ,  par  anticipation  ,  deux  autres  termes  de  5s  ,  dont  nous 
allons  avoir  besoin  :  on  les  obtient  ,  en  prenant 

s  /?3  =  À  e cos  co . sinfo  =  ~  [sin  co+fo  —  sin  co  —fo)  , 

2 

Jlt5s =— 6  e  cas  coX  —  $  A’  sinfo  =  2  A’  e  (sin  cv  +fo  —  sinco  —fo) , 

et  considérant  ces  deux  seuls  argumens  dans  l’équation  différentielle 
en  5s.  Alors  on  a  l’équation 
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-  — (* )^=  \m% A' e\sincv+jv— sincv—Jv\  ; 

qui  donne  en  l’intégrant  $ 

A'm'e\^sincv+fv+^sincv--f\>\. 

5.  Cherchons  actuellement  les  termes  du  second  ordre  qui  doivent 
entrer  dans  l’expression  de  àu. 

En  multipliant  par  3s,  =  3  7  singv  les  quatre  termes  précédens  qui 
font  partie  de  l’expression  de  ôs ,  .on  a  ; 

3st$s  =  —  gA'  my  j  cosgv-fv--cosgv-hJi>  | 

3  t 

-g  A'm1  j  cosiEv—gv—fv—cos  zEv+gv—fv  j 
~*~A  m  ey  j  j  cosgv— cv-+-fv-\-^cosgv— cv+fv — ^cosgv-hcv—^/v J. 
En  prenant 

os  3  A sinjv-)r  g  my .sin^Ev  gv+3m1ey .singv — cv — m*ey ,  singv +cv 

et  faisant  le  carré  ,  on  obtient 

i  ($sy  =  ’-lA'my\cosiEv-gv-fv-cos2Ev-gv-*-fv\ 

+  A'tn'ey  |  3cosgv— cv-hfv— 3cosgv— cv— /v-hcosgv-*-cv—Jv\. 

Il  suit  de  là  ,  que  nous  avons 

«  •  •  •  3Slts+ £(*)■= 

A  4-g-  m^y  j  COS gV  -\-fv  —  COS gv—Jv  | 

-hJ'm'e-t }  -ïC0SSv— cv+fv-" cosgv cosgv— cv-fv  | 

+$À'my  j  cos ïEv+gv—fv+cos 2Ev—gv+/o—2,cos  2 Ev-gv-fi  I 

Tome  /.  b  J  f- 

47 


370  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

En  réduisant  l’expression  de  i?5,  posée  dans  le  n.°  2  9  à 

ii5=  4  4’  s .  (az*)1  sinjv , 

et  prenant  (aw)l=  1  •+■  2 ecos cv ,  ss=ysmgvy  il  viendra 

(2)  . . .  /?5=  zA'ey  {  cosgv+cv—fv  —  cosgv— cv+fv-i-cosgv--cv-ifi> }. 
La  fonction  Rt  =  A'  .s  .zucosfo  ,  donne  de  la  même  manière  5 

i?,=  ^-\singv- fv+singv-t-fv\ 

singv  +  cv— fv-k-singv  —  cv— Jv-’rsingv —  cv-*-Jv J . 
Maintenant,  si  l’on  fait  le  produit  de  R,  par  — ~  =  e  si n  cv  ,  on  a; 

(3)  - R, =  =  ^  j  cos  gv -cv-fv — cos  go  ■+•  cv—fv+cos  gv—cv+fv  j . 

En  intégrant  l’expression  précédente  de  R ,  ,  et  remarquant  qu’on 
doit  ici  prendre  (g— /*)  ==3^;(I  ?  on  aura 

(4 ) ...-fR,dv=  —  (j-m  +\.m  '}cosgv—fv 

— C0SgV>  — yy-f-COSgV--  Cy-h/^j' 

En  multipliant  cette  fonction  par 

—  \^iecoscv-=  2  ecoscv  - (voyez  ?■  245  du  y0i.  2) 

on  aura 

(?)•••  T~1 e cos cvJ'r^ dv  =  jf  et  \cosgv+cv—fo+cosgv^.cv—fv-\ 
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6.  Pour  avoir  la  totalité  des  termes  du  second  ordre  multipliés 
par  A'  ,  il  faut  aussi  considérer  ceux  qui  naissent  des  termes  dûs  à 
l'action  du  Soleil.  A  cet  effet  ,  il  est  nécessaire  d'avoir  une  valeur 
provisoire  de  ou  ,  laquelle  est  fournie  par  l'équation 

-  ~£7" —  ( 1  —  §*»*)  du=  |  A'my  {  cos2Ev+gv—fv+.cosiEv  —  gv+fv} 

dont  le  second  membre  est  formé  par  deux  termes  appartenans  à 
la  fonction  désignée  plus  haut  ,  par  (i). 

En  intégrant  cette  équation  on  obtient 

=  j  cos  iEv-*- gv  —fv -h oo s  zEv—gv+fv  j . 

Cela  posé  ;  en  multipliant  cette  expression  par  —GsinzEv,  on  aura 

— 6 .  sm  iEv.ïu=  «?=— A’-j.sin  ïEv-gv  -fv+A'm  y  — |  =  o)  singv  -fv. 
d  où  l’on  tire  ,  en  intégrant 

(4)' - -fi m'.d,=-f.m-\C0S2Ev_gv_fv 

En  prenant;  SR,ir+ï$u  =  6ecos*>Y.Su  (Voyez  p.  274,  277;  et  35o) 

Su—  if \C0S  gv  ■*-/*  — COSgV—/v  |  ; 

on  aura 

g 

(6)...î/r-t-^«=  4y\cosgv—cv+fv—cosgv—cv-fv— cosgv + cv  ->  j . 

La  réunion  des  ternies  compris  dans  la  fonction 

(1)  +  ^-|(a)  +  (3)+2.(4)  +  (5)  +  2.(4)'  +  (6)| 

fournira  cette  équation  différentielle  en  Su  ;  savoir 


co s gv  — Jv  ^'v(— j  — |  m)  ■+•  cosgv+fo 

-4-cosgv  +  cv— fv  A* cy  |  ^  -+-  cosgv  —  cv+fv  A'ey(  ~  ^ 

cos  zEv —gv  —jv  A'y(--  \  m'j  4-  cos  lEv+gv—fv  A'y  (g™) 
-hC0S2Ev—gV-h/v  Ay( 

Telle  est  la  valeur  de  ou  ,  exacte  jusqu'aux  quantités  du  second 
ordre,  inclusivement.  De  là,  et  de  l'équation  (4)  on  conclut,  que, 
en  considérant  le  seul  argument  gv—fo  ,  on  a; 

~dU~=^'—  2  oU’\-ttcJ^Ri  dv=A’y  j  (|  — |  =  o^4-^  —  i  =  o^  m  J  cosgv—ft- 
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Ainsi  ,  il  est  nécessaire  de  passer  à  l’approximation  suivante  ,  pour 
avoir  dans  tint  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument  go— fo. 
Cette  approximation  devant  fournir  tous  les  termes  du  premier  ordre 
de  ànt  qui  sont  multipliés  par  A' ,  il  faut  avoir  en  du  et  m'/Ri  do  : 
i.°  tous  les  termes  du  second  ordre  qui  perdent  un  ordre  par  l’in¬ 
tégration  $  2*°  tous  les  termes  du  troisième  ordre  ,  qui ,  par  la  même 
opération,  en  perdent  dèux.  C’est  vers  ce  but  que  nous  allons  diriger 
nos  calculs. 

7.  Commençons  par  chercher  tous  les  termes  du  second  ordre,  qui 
doivent  entrer  dans  l’expression  de  h.  Réduisons  la  fonction  sR?t , 
posée  dans  le  n.°  2  à  ; 

s/?3=  A’ q  ^1  —  |  .55^.  zu.sinfo. 

En  y  faisant  5  <7  =  1  3  51  =  £.—  ^cos  2go  ; 

=  1  *+■  -+- î- 71 e  cos  co  —  ~  7*  cos  2 go  , 

q  .311  =  1-4-2  ea-+-^7l-He cos co  —  « 71  cos  2 go  , 
il  suffit ,  pour  l’objet;  actuel  ,  de  prendre 

q  a  u  .  sinjo  =  (  1  -+-  2  e%  -4- 1 71  )  sinfo  -4-  -  7*  sin  2go  —fv  • 

7  7  7 

— *7  •  2  '  sinfo = — j  7’  «>»/v  —  g-  7*  sw  2g-v  -/>  ; 

et  par  conséquent 

5/?3  =  ^  ^  1  2  e*  —  ^ 71  ^sinjv  —  | ^ 71 5m  2gv  — ; fo, 

La  valeur  de  Rt  trouvée  dans  le  n.°  5  peut  être  réduite  à 

R‘=  TT  ! sin  sv  —fi  -+- sin  gv+fi  S  • 
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Donc,  en  multipliant  cette  valeur  par  (-^  =  ycosgv ,  on  a 

=—\A'i sin  2sv  —fi- 

Maintenant  ,  si  Ton  fait  le  produit  du  terme 

/*  2  _ i  g 

JR,dv=z  g.A'y.m  .cosgv—fv  par  —  2 P singvzs  —  2  m'ysingv  , 
on  aura 

2  Pi  sin  gv.J"ül  dv=.  — A'  71 .  {  sin  fv  •+•  sin  2  gv  —fv  j . 

Donc  ,  en  réunissant  ces  termes  ,  il  viendra  j 

[1]  .  .  s i?3  —  R'--*-  2  P singv .J^Rxdv=  A' ( n- 2 e‘— | y*^sin/v 

—  2  A'  71  sin  2  gv  — fv. 

8.  Il  faut  maintenant  chercher  les  termes  produits  par  l'effet  de 
la  réaction.  Et  pour  cela  ,  nous  devons  ,  avant  tout ,  calculer  le 
second  terme  du  coefficient  de  l'argument  2 Ev—fv  ,  n'ayant  donné 
que  le  premier  dans  le  n.°  4-  En  faisant  : 

/?,=  ^sin2Ev  \  R3=^cos2Ev-, 

ts=-4\\  +  \m)sinfv  ;  — A' +  \  m^cosfv 

on  obtient  ; 

—R'% V=  jf(k+ïëm)sin2£v~fi’ 

R 3  os  =  A' (^■jr^rn^ siniEv  — fv. 


Donc  ,  en  considérant  ce  seul  argument ,  on  a  l'équation 

*+"|'7ll)°s==  ^ 1  m^siniEv— fv  , 
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qui  étant  intégrée  donne  ,  après  avoir  développé  le 

(  /n  -4-  m*  ) sin  lEv—fv. 
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coefficient  ; 


3 

9.  Le  produit  des  deux  fonctions  /?3  =  —  3  m2-*-^cos  iEvy 
ds  =  —A'  (^+^m^sinfv~^m{i+m)sin2.Ev-fv 

donne 

[2]...i2jfo=  A \Qâm+-^m'}sinfv+-(Tî-*-^m')sin2Ev—fv-\isin2Ev+fv\i 
et  celui  de 

Æ,  =  |wî2£Vpar  -^=  A' {lA+\my os A' ro— i m‘)cos 2 Ev -Jv , 
donne 

V  , 

[3]...—/?,  -j—z=zA  \  ïEv  —fv +\^sinïEv 

En  multipliant 

-f  R, delcos  2EV  par  +  a h  =  -A’m'sin  2Ev-fV)  on  obtient; 

[4] - -  2  +  / R>=f  A'm'sinfv. 

Maintenant ,  si  Ton  prend 

K  —  £  =  ^  c  ■+■  \  £,‘  —  ^  e  cos  cv  ■+■  y  e*  cos  îcp  + 1 7*  cos  2 gv  —  6 .  §11  ; 

ir  ic<>s§’u-H/v>-.ccsg-u— /o}  ; 
ds  =  —  ^A'sinfv  • 


on  aura 
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—  6.sl.èu=  A'f  j  2  .sinjv-î-sinigv— J  $ 

ds  e2 cos  2cv  + 1  f  cos  2 gv)  =  A'  ( ^  sin  2 gv  —fv -+-|e* sw  2cw  — 5 

et  par  conséquent 

[5]  .  .  .  .  (*,-•)(,,+*)  = 

j  (  2  7*  —  2  |  )  «n/fr ■+■ 1 7*  sin  2gv  —fv ■+■ 1  e' sin  2 cv  — fv  j . 

En  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

[0+M+C3]+[4]+t5]} 

on  aura 

d'  .ls  /  ,3  A, 

-^--(I+2W)05  = 

sinfv  A  m'+(w+è=l)"t3-1-(îg-^+ï=T)"l,-|«’*'*J 

|-t-(2-|=I)w‘/+(2_2=0^mV  | 

sin  2  gv—fv  Af  |-  s .+. 1 =_  *  J  m> 
sin  2cv—fv  Ae(^  \nï^ 

simEv—fv  A’\  (î+ï  =  »)»*+(â+â=j)»,}: 

En  intégrant  cette  équation,  et  rejetant  toutes  les  quantités  qui 
passent  le  second  ordre  ,  il  viendra 


6s  =  sinfv  A'{—  üm*+£'*_|7*+0e>^ 

sin  2gv  —fv  A’i  ) 
sin  2  cv  —fv  A't  ^  ) 
siniEv  —fv  A'(-jm—\m'y 
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Cette  valeur  de  $s  est  exacte  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre 
inclusivement ,  en  se  rappellant ,  que  nous  avons  ,  plus  haut ,  fait 
la  convention,  d’estimer  l’ordre  de  ces  coefficiens,  en  supposant  A  =  1. 
10.  Cherchons  maintenant  les  deux  termes,  de  la  forme 


A  B'i  .cosgv—fv  ■+•  A  B' e^.cosicv—gv—fv , 


qui  entrent  dans  l’expression  de  Su  $  de  manière  que ,  le  coefficient  B 
soit  exact  jusqu’aux  quantités  du  second  ordre  ,  et  le  coefficient  B( 
jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  zéro  ,  inclusivement. 


Réduisons  la  fonction  — q  (V*r> à 

1  ^  (  3  ■+*  |  3  ■  e'  —  1 7^  s,  os  -+- 1  (&)’-+-  y  .  7*  cos  2 go .  st 


ce  qui  est  facile  ,  d’après  la  valeur  de  d T  donnée  dans  la  page  275 
et  en  observant  qu’il  suffit  de  faire  —  =  1  -f- 1  rrT  5  <7  =  n- e* 7* 
(Voyez  p.  278).  Cela  posé  ,  il  est  d’abord  clair  qu’on  a*, 


Y'i'cos  2gv.SlSs  =  lAŸcosgv—fv  , 

s,Ss=  ^(-5—  s'»-ïî'»‘-+4  ‘‘“S f^cosgv-fv-^'e'icosw-gv-Jv 


et  par  conséquent 

—  de'icosicv—gv—Jv 

m'+ 1  «'*  —  e‘  —  l  f  )  7  cos  gv  —fv. 


Pour  avoir  les  termes  donnés  par  le  carré  de  às ,  remarquons  ,  que , 
en  vertu  de  1  action  du  Soleil  et  de  la  figure  elliptique  de  la  Terre ,  on  a 

Ss  =  -j\lsinfv+-\msin  2£o lEv _gv. 

& 
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et  que  de  là  on  tire 

•I  (is)‘ COS  gV  —A’ +ie'’1  C°s  2CV-gV  —fv  |  . 

De  sorte  que  ,  nous  avons 

m'+\é' -e*-  iy’) y COSgV-fv 
—  A 1  «7  •  cos  2  cv-gv-fv. 

La  fonction  donne  le  terme 

R>  =  A' q .  s .  {zu)' sinjv  =  2  A'  y  cos  gv —fv. 

Reprenons  maintenant  la  fonction  Rt  =  A-^s'.au  'c0*£ ,  et  remarquons,  que 

(*  -*-ssÿ 

la  substitution  de  s,  -+-  5s  au  lieu  de  s  ,  donne 

5 . cosfv  =  \i sin gv  —fv  +  singv -*rfv  ■+•  ^ e# 7 sin  2 cv  —gv  —fv. 


Mais 


(i+ssÿ 


•\-1r2e'-*-ecoscv-¥fcos2gVi  partant 


R.=  —  \  /)  7 sin gv  —fv sin  icv—gv  —fv ; 

A'  ( --he*  —  -  y*\ 

-/*.*>=  4  ' .■fcosgV-'ft+à-- lr:-Efrr/1'- 

Notre  expression  analytique  de  g  (Voyez  p.  36  du  second  Vol.)  donne 


et  il  est  clair  qu'il  suffît  ici  de  prendre  2 c—g—  1  =  _ Donc  on  a? 
-  m'jRfv  —  s'*-t-0  .e*-t-0.  y*)  y  cosgv—Jv 

—  A' ^e'^cos  2cv  — gv—fv. 
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En  multipliant  cette  expression  par  27(1—  -  2  (1 -t-e'-t-i  /1)  , 

on  aura 

-  2  q  (  I  -  !  v*)  m'fl R,  dv=cosgv-fv  A’-t  (i +1 ^  ,»*_  2 .  t‘+  §e‘+i  /) 
+  C0S2CV—gV—fv 

La  réunion  des  trois  fonctions  que  nous  venons  de  développer,  donne 
—  2^(1 

('3"h8,7l’+'ï92,7i  ""T  “H3e“h247  pcosgv—Jv~ ^ Ae  y  cos  2C\>-gv—fv. 

11.  Pour  calculer  les  termes,  qui,  par  l’effet  de  la  réaction  sont 
donnés  par  la  fonction  dR  ,  la  valeur  de  du  trouvée  dans  la  page 
^72  ne  suffit  pas:  il  est  nécessaire  d’avoir  les  coefficiens  des  deux 
argumens  2  Ev  —  gv+Jv  ,  2  Ev-*-gv—Jv  exacts,  jusqu’aux  quantités 
du  troisième  ordre  inclusivement.  A  cet  effet ,  nous  prendrons  d’abord 

os==  ^(4m  +  4w,)««2^-/y  (Voyez  p.  375)5  et  en  multi¬ 
pliant  par  3s,  =  3v  singv  5 

3  5,  fa  =  m*  ^  Y  COS  2-£V  -+-gv  — fv. 

Ensuite  ,  nous  prendrons 

fa  =  —  A  ^  |  ■+• m  ^  5m  fv  4-  (  § ™  h-  ^  J»*  )  7  sm  2  Fv  —  gv, 

pour  en  tirer  ,  (fa)1  =  A  ^  ^  m  4-  g7>  /«*  ^  7  cos  2ZV  —  +/v>. 

Il  suit  de  là  ,  que 

3  5,  fa  -h  |  (fa)1  =  j'  m  -t-  ~  y  cos  2jEV  4-gv  — fv 
4-  m  H-  rri  )  y  cos  2 E\>  —gv  +fv. 
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En  prenant  o«  =  —  y  ycosgv—yy  ,  Ton  obtient  5 

^=-6s//n^.o^=  Afy  j  sin zEv+gv-fv+sin  2Ei>-gv+fv  J  . 

==“"2c052^*^=  \A’l  \cOS2Ev+gV—J +  — J  J 

“ S  •  dv  =  |  cosîEv+gv— fv+cosiEv  —  gv+fv  | . 

Maintenant  ,  si  1  on  fait  le  produit  des  deux  fonctions 

-/**-  T^COS  "lEv  Jr—A'  m  .yC0SgV—jfy‘ 

=  — 3m*cos  iEv— ^jycosgv— fv  , 

on  aura 


2  (*i£-*-tu)fR.dv=-lA'i \cosiEv+gV-fv+cosiEv-gv+.fv^ 

Cela  posé  il  est  facile  de  former  cette  équation  différentielle  en  Su  ■ 
savoir  ? 


d'.îu  /  3  a\ . 

;*«= 

c0S2Ev+gv-fv  ^'7{|«  +  (|+|  +  i-|=s_i^TO»J 
ccs,E,-s^f,  ^,|}»+i(“*}+, . 
laquelle  étant  intégrée  donne 


3u  =  A‘  (i'"+H  ' m')?cos  2Ev+ëv  -fv+À'(lm+m  »ï)icos  ïEv-gv+fv, 

lorsqu’on  néglige  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  troisième. 

12.  D’après  cette  expression  de  Su,  il  est  clair  qu’on  a; 


W-_  6 


sut 


2  Ev-Su=  A'\Q-l  =  °)nl  +  (l-M=^)m'\ysingi>-rA’- 
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La  partie  de  cette  fonction  qui  serait  donnée  par  le  carré  de  àu  se 
réduit  à  zéro.  En  effet  ;  l’équation 

du  =  nï  cos  zEv cos  gv —fv  , 

donne 

($&)*  =  —  j  C0S2Ev+gV— fv  +  COSïEv  —  gv+fv  J  5 

et  par  conséquent 

(SS  \ 

2  “  2  =  0  )  Si  ngV 

On  verra  plus  bas  (N.°  16)  que  le  terme  donné  par  la  fonction 
3  m  dut.  cos  2E0  se  réduit  aussi  à  zéro.  Ainsi  la  réaction  donne  le 
seul  terme 

—  2  mf$R' dv  =  a  .  ^  =  ^A'nï-icosgv-fv. 

En  le  réunissant  aux  deux  autres  posés  à  la  fin  du  n.°  10  on  aura 
l’équation 


d'.lu  /  3  ,  \  . 

~dV*  \  1  -~2m  )ou  = 

J,  (1,1  .  S69  ,  t'»  ,  t  ,  5  *1  „  125  , 

A  y-t-g-e-t-giv  \ycosgv—fv-^4'e'ycos2cv--gi>--fvi 

de  laquelle  on  tire  ,  en  intégrant  ; 

J  1  1  /569  1  6C5\  1  »  5  ,  i 

i  3  8  m  (i92“H2*”192/m“h  2  3e  2 \  1 cos gv —jft> 

.125  A>  » 

■+■  A  e  y  cos  2CV—  go—  fv. 


En  réunissant  les  termes  des  deux  fonctions  — mxJ*Ridv  du 
développés  jusqu’ici  ?  nous  aurons  ; 
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—  m'fRld\>=  E'‘-hO.  e‘ -h  0.  y1)  7  cos  gv_yï< 

-4-  A  ^  e1 7  COS  2cv — gv —fv A'  mycos  lEv—gv—fo 
-+ j  COSgV  +  CV  — -fv  —  COSgV  —  CV—fv+COSgV—  CV+fv  J 

+±p  j  ^  2Ev+g»-fs>+cos  2Ev- gv+f»  J  ; 

iu=  -H7  )ycosgv-Jv 

-¥-A'(  |-h|  m^~/cosgv-¥-Jî> — y c/j cos gv -+- cv  —  A’ 

iq  inc:  - 

A' . .  e  j  cos  gv  —  cv -ï-fv .  A'  e%  7  cos  2Ci> — gv 

|cos  2Ev— gv— fv  w)  COS  ‘iEv  gv  —fo 

+{\+mm)C0S2E'>-gv+fs? 

Cela  posé  ,  si  Y  on  forme  la  fonction  —2  àu-Y  11Ï Jl\xdv ,  et  que  Ton 
ait  seulement  égard  à  l’argument  gv—Jv>  on  aura 

(  (l-i=«MM=°H 

-  2  Su-i-mjR,dv=  A'  L-  m‘  |  y  cosgv—fv. 

Cependant  ,  011  ne  saurait  considérer  ce  coefficient  comme  exact 
relativement  à  la  fonction  •  Cette  dernière  renferme  d’autres  ter¬ 
mes  multipliés  par  ey  et  7*  qui  détruisent  la  partie  ^(|e*7-4-pV3)- 
Nous  allons  démontrer  cette  destruction  ,  et  former  en  meme  temps 
une  valeur  de  fot  quon  puisse  considérer  comme  mathématiquement 
exacte  jusqu’aux  quantités  du  premier  ordre  inclusivement. 


-+-  A’  m  7 
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i3.  Nous  avons  (  Voyez  p.  3o8  ) 

$nji  —  ^7*  —  \ë-ecoscv+lë  C0S2CP-4-|y  cos2gv\. 

D’après  la  valeur  de  du  posée  dans  la  page  372  ,  on  obtient; 

—  ecoscv.du  =  A'ë y  j^cosgv  —fo—^cosicv—gv—jv  | 

-+-|^'ey  \co$gv+cv~fv+cosgv—cv--f\>-- co*gv—a>-+-^J  ; 

\ëcOS2CV.du~  ^A'ëycos2cv—gv—fv, 

\y'cos2gv.du  =  ±A'y3cosgv—fv, 

~(b’-+4e‘)aM=  A'(viJrî)'tC0Ssv~fv  ; 

5a 


[  1 

1 

665  >  1 

f%  / 

1  1 

1  \  »} 

)  3 

“8  w“Ï92m’+"2 

s  -by 

6+6 

-3  =  °)e 

H 

J_  JL 

12  ^  24 

5 

24 - 

b)v 

I 

à'  J  —  -  \W  V  U  /  I 

L^-L  +  i--5-  M.  hcosgv-J» 

\Ï2  +  24  24  - 12)7  J 

-H  -g-  7  COS  gi>  -+-fv  ■+•  y/  (  JJ  ÎS-*""^?  =  ^)e‘ïcO^  2Cl>  —  gv— ; ;/£> 

+^'c7j|coï^-w->-icoîgv+w->-t-(^-^=?|)cof^_C(,+:/î,J 

A’ ni  y  p  n 

- COS  2hv—gv  —JV' 


Maintenant,  si  Ton  fait  la  somme  —  2  —  -f- ni  fRi dv  —  —  Y,  on  aura 
—  Y~  À  {§.  ireV  0.m  +  ™  «**■+•  0 .  «'* + 0 .  e* + y  7*  )  7  co*  gv  —fv 

-\A'-lcosgv^-A'Ç~-^  =  %y-tcos  2CV-SV-fV 

-*-Aey  j \cosg»+cv—fv  —  \cosg»—cv—fs>-  ~ cos gV  —  CV  +fv  J 
•^rA’  (‘J  —  g-=o^myC05  lEv — gV— ; fv. 
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En  multipliant  cette  fonction  par  (Voyez  p.  3 1 3  ) 

/  *\  3  ,  1  , 

—  ( i  —  yj  =  —  zecoscv+^ë'  cosicv-hj y  cos  2gv 

on  a  les  termes 

(*  -t)  Y=  -^e'-icosgv-fv+ïçe'icosgv-fv 

4-^'(ÿ—  e‘y  cos  icv  —  gv  —fv -\A-Î  cos  go  —fo- 

lesquels  étant  réunis  avec  la  valeur  précédente  de  —  Y  donnent ,  en 
conservant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens  gv — Jv  ^ 
gv  -h>  ;  2  cv  —gv  —Jv  • 

d .tint  _ 

dv 

A'  j  o.w°+o.wt+j/»*+o.£'i+o.e‘  +  ^- 1  =  0^7*  J  7 cosgv—fo 

—  ^A  y  cos  gv + A'  j  ~  —  I  — |Z  =  0  J  e'ycos  2cv—gv—ji>  5 

et  par  conséquent  ; 

A'.  —  .m 1  . 

Snt^-^L—.ysingo-fo- 


Et  comme  il  suffit  ici  de  prendre  £  —  i  =  |-/rca;  g  + 1=2  il  est 
clair  qu’on  a  -y 

ànt  =  y  A’ .  7  singv  — >fi>  —  | .  7  5/» gv  -4- fv. 


Telle  est  la  valeur  mathématiquement  exacte  de  ànt  ,  lorsqu'on 
convient  de  négliger  toutes  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au 
premier.  Il  est  remarquable  que  ces  deux  termes,  chacun  du  même 
ordre  ,  aient  deux  coefficiens  aussi  différens  dans  leur  grandeur 
absolue.  Sans  cette  circonstance,  qui  tient  uniquement  aux  coefficiens 
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numériques  |  et  il  n’y  aurait  aucun  motif  pour  regarder  l’inéga¬ 
lité  ayant  pour  argument  gv—fv  comme  moins  importante  que 
l’inégalité  dont  l’argument  est  gv+fv. 

i4-  Pour  nous  assurer  que  le  second  terme,  de  la  forme  — Km3v 

g—i  ’ 

qui  affecte  l’argument  gy—Jv  dans  l’expression  de  $nt  n’est  pas  fort 
considérable  ,  nous  allons  entreprendre  les  développemens  qui  con¬ 
duisent  à  la  connoissance  effective  de  ce  second  terme. 

Cherchons  d’abord  les  seuls  termes  du  troisième  ordre  ,  qui  se 
trouvent  multipliés  par  ml  dans  l’expression  de  às.  Pour  cela ,  il  est 
permis  de  réduire  l’expression  de  sfl3,  posée  dans  le  n.°  2,  à  celle-ci: 

slï3—  A  au  .  sinjv  =  A' ut  ^  1  ^  sinfv. 

Donc,  en  prenant  ^  =  m'cosiEv  (ce  qui  suffit  pour  l’objet  actuel) 
°n  aura  5 

(a)  ...  .  sli>  =  A  sinfv -±m'  siniEv-fv. 

Pour  abréger  l’exposition  de  ce  calcul  ,  nous  admettrons  ,  que  ,  par 
une  operation  préparatoire,  uniquement  relative  à  l’argument  lEv—fv, 
on  a  trouvé 


=  -  A'  (  -  m  -f- 1  m2- h  ^  m*  )  sin  2  Ev  —jv. 

T\>  '  •  9  3 

P  après  cela,  si  l’on  prend  Rt=^sin  ïEv  ; 

~lHr  =  A(l  +  \m+  ÿ rn') cosfo ■+■ d (îm— cosiEv—fv, 

°n  obtiendra  ,  en  faisant  le  produit  ; 

(J) - =  A’(ïï'n-k  m'~  m  m%)  sinfv  ■+■  d  m  sin^Ev  —f» 

+  A  (Î+I",+ï4''!  2Ev  ->+^+^m)sm2£'„+>. 
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En  multipliant  m^cos  zEv  par 

lf£+9s  =  A'  {—  m'+(j-\=*o)m'\sin2Ev-Jv 

on  aura 

(c)  ...  .  -2  (d-j£+Ss)J' R.d»=  | m'+ 1 nL'  ) sinfv. 


Les  valeurs  de  i?a  —  |  ,  R3 ,  dues  à  l’action  du  Soleil  peuvent  être 
réduites  ,  dans  le  cas  actuel ,  à  celles-ci  ; 

Rx  - 1  =  -  6  ni' .  cos  2 Ev,  R3  = -  3  m*  -  ™  mW  |  cor  2  Ev  :  (*) 

de  sorte  que  ,  on  a  ; 

R,  -t-  R3  —  |  =  —  (3 .  mW  ^  m1  ^  cos  ov  -+-  (  |  —  6 .  mx  ^  cos  iEv. 

Donc  ,  en  multipliant  cette  fonction  par 

$s  =  —  A  ( \m*m\rtl  ■+■  y  m*  )  sinfv  —  A'  (  ~  m +\mWfâ  ni  ^  sin  2 Ev—fv 
il  viendra 


(fi 

•  •  •  •  {R,+R>-\y*= 

sin fv 

A’\ 

3  ,  /,  ,  3  35  \  ,  t  /203 

r6"1+(î+i6=Iê)m+(¥- 

sin  lEv—fv 

A’( 

13  S  ,  \ 

2  -+- 16  m  8  ni  j 

sin  2  Ev-*rfs 

A\- 

i-à») 

sin  4  Ev  — fv 

w- 

(*)  Pour  connoître  l’origine  des  termes  — 3  m » 
229  ,  a3a  du  second  yolume. 


33 _ 185  \ 

16  le  ; 


consultez  les  paS*' 
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Cela  posé ,  si  Ton  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  les 
fonctions  (a)  ,  ( b )  ,  (c)  ,  ( d )  on  formera  l'équation 

-??-(* +f-r)fc- 

j  (I+i=t)/»*+(^+n=l)"l,-*-(T-|-ï=f)W,i 

«&+>  ^'!(5-!=o)™‘+(Â-Â=°)m!i 

®  iEv—fv  A'  |  =  ; 


s  in 


laquelle  étant  intégrée  donne  ,  en  développant  les  diviseurs  ; 

*  =  smf»  A  (-3— g-/»- ) 

sin  zEv  —Jv 

i5.  Considérons  de  nouveau  l'équation  différentielle  en  àz/ ,  et 
cherchons  le  terme  multiplié  par  m*y  qui  appartient  au  coefficient  de 
l'argument  gv—fv»  Pour  cela  ,  il  est  nécessaire  d'avoir  les  termes 
correspondans  des  coefficiens  des  deux  argumens  2.£V-4-gy— fo  , 
ïEv  —  gv+fo  appartenans  à  àu  et  mànt.  Voici  ce  calcul  préliminaire. 

L'expression  de  $s  donne 

3s,fa  =  COS  2/îV-t-gV  — ’fv  rn-*~8mi'+'6ïm  )• 

Le  carré  des  deux  termes 

ôs ss  sinfo  A'  (—  |  —  ^  nï^+sin  2E0  —g?  7  ^ 771  —  lï|  ^*) 

donne 

(âi)‘=  coszEv—gv+fv  A’i (  ç  /»  •+•  m'+  —  m,’ ) . 
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Ainsi  nous  avons,  après  avoir  multiplié  par  ~  = 

(«')  •  •  •  •  -7(z)33r=  (i+}»»,)(3*I«*+}i«i)*j» 

A’ m  -f- 1  m‘+  ||  m'^ycos  lEv  +  gv—fv 
+  cos  2Ev-gv+fv. 

L'expression  de  Rt  posée  dans  le  n.°  2  donne  ; 

Rt  =  A'  .às  .cosfv=  ^A'  mysiniEv—gv+fv. 

En  réduisant  l'expression  de  &Æ'(  Voyez  p.  273)  à 
=  —  6sin  zEv.àu—  3  mànt.cos  2 Ev  ; 

et  prenant  ; 

aw=— , 

on  trouvera,  que  la  réunion  de  ces  deux  parties  de  là  fonction  Rt , 
donne  ; 

^i=  ^'(1  —  ^ myj'isin2Ev+gv~ \fi>  +  A' (^1 ni^  y sin  2 Ev—gv+fv. 
En  intégrant  cette  expression  et  développant  les  diviseurs  on  aura; 

(b')  ....  —J" /?, dv=  A’(^—  m^ycoszEv+gv—Jv 

■+•■ A'  (1 +  W  TO  )  V  cos  iEv — gv ■+■/’• 

En  ajoutant  à  cette  intégrale  les  termes 

Vj.»»  )fCosgv-, fv+(^+-\m\cos2Ev 
et  faisant  ensuite  le  produit  par 
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A’  ( —  3  —  g  ^ )  7  COS gv  —Jv — ^3 .  m'-*-  ?.  COS  2 Ev 


on  obtiendra  $ 

CO  . . .  -  2  (  ^èr + fR>  £fc=  ^  (- 1  ™  )  V  co*  *Ev+gv  -Jv 

-K^(—  4—32 111  )  ItcosïEv—  gy+Jv. 

On  calcule  de  la  même  manière  les  deux  termes  donnés  par  la  fon¬ 
ction  Rs.  En  effet  ;  la  valeur  de  Rs  du  n.°  2  ,  donne 

J?5=  4 A'$ssinjv*=  —  -^A! mycos  2 Ev—gv+Jv. 

En  réduisant  la  valeur  de  SRy  posée  dans  la  page  273  à 

àRy=  —  |co5  2jEv.$u+3mànt.sin2Ev 

on  aura  ,  par  la  réunion  de  ces  deux  parties  , 

X^---Ri=4'(l-^m)icosiEs>+gv-Ji>+Al(\+^m)-icos*Ev-gs>+Jv. 

Donc  en  faisant  la  somme  des  termes  compris  dans  la  fonction 
w*  j  (a')  +  2 ,  (è')  +  (c')  +  (flf)  I  ,  on  aura  $ 


co$*Ev+gv-Jv  A'y 


COSïJEv  — gV+Jv  Ay 


d*  .foi  /  3  ,  \  * 

— )iu  = 

9  3 _  >  \  >  I 

4+4 - 8  )m  I 

32  64  )m  ) 

/369  177  67  289  __  9585\  ,  [ 
\  512  16  32  32  ~  *512  )  m  J 


Fm  +  (l+1- 

/33  65  67 

\64  8  32 
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Si  Ton  remarque  maintenant,  que  les  facteurs  propres  à  l'intégration 
de  cette  équation  ,  sont 

|0^+£-0‘-ï 

on  trouvera  5 

*“=  cosiEv+gv  —fvA'  7(gm-h^  m'-  ^  m3) 

cosîEv-gv+fvA’  7(j'»+^'»'+Sm’)- 

Pour  avoir  les  termes  correspondans  qui  entrent  dans  la  fonction 
(dw)*  on  prendra 

$u=  A  (—■  |  —  |  m^ycosgv— +  m'^cos  2Ev  ■ 

ce  qui  donne  ,  en  faisant  le  carré  ; 

($w)*  =  —  4'(^+^m^ycos2Ev+g\>—jv—A'Ç~+^m^ycos2Ev—gv+fv- 
Il  suit  de  là  que  (  en  excluant  les  termes  multipliés  par  m3  ) 


A = 2  8u  —  3  (fo)*  =  A 7 


(t  +  (7  m‘  )c0S2Ev+gv  —fv  ) 
(t+ Ig'  m'  )cosiEv-gv+fv  | 


En  prenant  —  m'^Jildv=^A'-/cosgv—Jv-*-^in.'cos2Ev,  et  faisant 
le  carré  on  obtient  j 

Rtdv^  =  rrC  7  j  C0S2Ev+gV—fv  +  C0S2Ei>—gV+f\>  J. 

D  après  cette  équation  et  celle  désignée  ,  plus  haut ,  par  (b*)  il  est 
clair  qu'on  a  -, 
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=  coszEv+gv-fv  A',  (-  i  ) 

cosiEv—gv+fv  A’-j  (—  i  ). 

En  faisant  le  produit  des  deux  fonctions 

A=  2  Su  ^-lA'tcosgv-fv+îrn'cosiEv 

B=  m'J'R,dv=-\A'icosgv-fv-\rri  cosiEv 

on  aura  ; 

—ABt=  ^A'm'i  { cos  lEv+gv—fv+cos  zEv—gv+Jv  j. 

Donc 

i^L—B—A  —  AB=  cosîEv+gv—fv  A’-j(—  j«- g»»*) 
cos  iEv — gv-H/ô  A'-j ^ — ç ni  —  §gm*)’ 

d'où  l’on  tire  en  intégrant 

Snt  —  sin  lEv-k-gv  —fv  A'-j  (—  5  m  —  ^  /»’) 

sinihv—gv+fv  ■<*  7  ^  g  m  î92  m  )■ 

16  Revenons  maintenant  à  1  équation  différentielle  en  Su  et  oc¬ 
cupons  nous  spécialement  du  terme  de  la  forme  Km>-jCosgv-Jv. 

L’expression  de  5s  donne  =  Et  en 

faisant  le  carré  des  deux  termes 

Ss=-A’(\m+\ m')sin  iEv ->  +  ( | '» +n **')?«"  *£vSv 
on  obtient;  (5s)‘  =  -^A’ m'-jcosgv -fv.  Il  suit  de  là  que, 

-7  (i)5r=(  i+|m‘)(3s,5s -t- j  (5s)  )=-^2S6-'- 19Î +Î6=  Têsjvcosgo-/’- 
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Parmi  les  termes  renfermés  dans  la  valeur  de  SR  posée  dans  la 
page  27.3  nous  retiendrons  ceux-ci  ; 


0  A  _  6  sin  2  AV.  Su+iS.sinzE* 3  mSnt .  cos  2  AV-t- 1 2 .  mSnt .  Su .  cos  2  AV. 
L  expression  de  ou  trouvée  dans  le  n.°  précédent ,  donne 


—  Gsm 2 Ev . ou  =  singv—Jv .  A' y 


/3  3  \  /7  47  0  \  , 

(  -i-  31283  __  19465  \  , 

\  192  1536  512  )  m 


l^u  multipliant  par  1  ^.sin  iEv  les  deux  termes  de  (Su)1  posés  plus 
liaut,  il  est  évident,  que  le  coefficient  de  Gosgv—fv,  qui  en  résulte 
est  égal  à  zéro. 

Pour  former  la  valeur  du  produit  1  2  .mSnt.Sucos  îEv  qui  convient 
à  l’objet  actuel  ,  il  suffit  de  prendre 

2C0S  iEv.ou=  j  cos  aEv-hgv—fv+cos  lEv—gv+fv  j  , 

mSnt = —  ^  m1  sin  2  Ev  •+■  ™  A  tn  7  sin  gv  —fv  ; 


et  de  là  on  conclut 


1 2 .  mont .  Su .  cos  2 Ev  =  38  .  A'  m3  y  singv 

En  multipliant  par  — 3  mcos  2 AV  les  deux  termes  de  Snt  trouvés  à 
la  fin  du  n.°  précédent ,  on  obtient  ; 


— 3 mdtit .cos 2Ev  =  A 


On  voit  par  là  ,  que  le  terme  multiplié  par  m  7  est  nul  dans  ce 
produit,  ainsi  que  nous  Pavons  annoncé  dans  la  page  38 1. 

Les  quatre  parties  de  SR  donnent  ,  d’après  cela  $ 
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iR'=  J  j  0 .  m  -t-  ~  m’H-  (  il»  s*  -  = iïï  )  m’ J  ■/  sin  gv  —fv. 

Réduisons  la  valeur  de  B ,  posée  dans  le  n.°  2  ,  à 
Bt  =  /?~.singv—Jv-)rA,.àu.üs.cosfv. 

Actuellement,  si  l’on  fait  ici;  &s=|j»7srô lEv  —  gv,  àfc  =  m'cosiEv , 
on  aura 

R.=  4 \\-Wim'\lsingv—fv- 


Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent  de  àR  ,  il  viendra  , 
pour  la  valeur  complète  de  Bt  ; 

R,=  A'\\  +  u  «*-  ^  J 1  singv -fv. 

bu  intégrant  ce  terme  ,  et  remarquant  ,  que  1  expression  analytique 
,1e  g  trouvée  dans  la  page  i83  du  second  volume  ,  donne  5 

(§■—')  =  T^t(i  -*-8 


on  aura 


B—mfR,dv-  J\ÿ+lm+ Jycosgv  -fv. 


3 

En  multipliant  Bt  =  ^sin  iEv  par 


d.iu  //«y  (  •  „  \ 

^7  —  “T”  }  Sin  + gv  —Ji>  +•  sin  2Ev  —  gv  j  , 

on  obtient  ,  —  R,~= |  A  m  y  cos  gv  -fv  : 

Et  en  multipliant  — f Rfv=\cosiEv  par 


Tome  I. 


5o 
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d* .  $u  ^  _  3 


=  —  sf  m  y  J  cos  zEv-hgv—Jv  +  cos  iEv —gv^-fv  9 


—  2  (‘^+du')J'Eldv=  —  ?è.J'm-/cosgv-fv. 

Enfin  la  fonction  àRy  donne  le  terme 
9  9 

SR'  =  —  ^  cos  iEv X  àu  =  —  -^Âm^cosgv—fv. 

Cela  posé  ?  la  réunion  de  ces  différentes  parties  donnera  l’équation 

- J, ? (’-2m  )*“  = 

/iL’mj.®»,'. ./  6739  9  9  ,  3  6595  413S\  3) 

A  )3'4"8  '*‘292,n','V  768  16  Î6  8  1Ï76  23UÏ  ) m  J  ICOSgv  — fi, 

de  laquelle  on  tire,  en  multipliant  par  j  (g-— i)*_  i  +| m‘  J  =— i  — 

ai  (  1  i_  665  ,  /  4435  3  4867\  s)  - 

A  i  3  8  ^  Ï92 m  \  2304 "^"Ï6  =  2304 /  m  \lC0SgV-fv. 

En  faisant  le  carré  de 

OU  =  m'cos2Ev+l%ï\  cos  iEv-k-gv—Jv  +  cos  lEv — gv -+-fv  J 
on  obtient  le  terme  ,  (3u)*==  cos gv—fv  ;  partant  on  a  ; 

En  multipliant  m'J /?,  cfc  =  —  |  jw*  cos  iEv  par 


2da—  -i^JL  COSlEv+gV  — fv  +  COS  ïEv—gV+fv  J  , 
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on  a  le  terme  AB  —  —  m* ycos gv  —Jv.  Donc  en  réunissant  les 
termes  précédens  on  aura 

—  K==  —  (A  —  B-t-AB*)  = 

_  (  0  19  »  /  3  5731  6595  9  \  3  i 

cosgv—fv  ^7j0 .m  -t-O./ra-H-j-TO  +  ^îê-t-nsâ- ÏÏ52 - Î6/m  (  > 

d’où  l’on  tire  en  intégrant  ; 

Ai  -rm—jâ  m  ) 

Snt=  — — — - -  v singv—fv  ; 

ou  bien,  en  faisant  (g  —  i)  = 

5nt=  ^'jy-t-(^-|  =  y)'«S7S'"g‘’->- 

Tel  est  le  résultat  (  annoncé  dans  la  page  189  )  qu’il  s’agissait  de 
trouver-  On  voit  par  cette  analyse  qu’il  exige  ,  comme  auxiliaires  , 
la  considération  des  termes  affectés  des  argumens  2 ZsV-Hgv — fv  , 
2Lv  gv-H/è  ÿ  et  que  les  coefficiens  qui  les  multiplient,  dans  du  et 
dnt y  sont  précisément  ceux  employés  par  anticipation  dans  la  page  i56. 

17.  L’expression  précédente  de  dnt  devient  en  y  remplaçant  A'  par 
sa  valeur  (Voyez  p.  363,  365),  et  faisant  —  =1  ,  a  =  mx  • 

(  T )’  (■ KV  -  * )  (  ¥ “ £  m  )  sin  °  cos “ 

5nt  - — — * - •  7  Sl"  8V  —/*• 

Ainsi  ,  il  n’est  pas  vrai  ,  que  le  second  terme  du  facteur 
soit  nid  y  comme  on  serait  tenté  de  le  croire  ,  d’après  la  conclusion 
que  Laplace  tire  de  son  analyse  exposée  dans  le  Vol.  de  la  Con* 
des  Teins  pour  l’année  1824  (Voyez  p.  3o4  ).  Il  est  vrai  que, 
depuis,  il  a  Lui-même  changé  d’avis  sur  ce  point:  car,  conformément 
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au  résultat  qu'il  a  publié  dans  le  Livre  XVI  de  sa  Mécanique 
Céleste  (Voyez  p.  400  du  5.lème  Volume),  on  devrait  avoir  , 

au  lieu  de  y  —  |/7Z  =  y“+"(|"+"i^:“"  ^  )  m  ,  comme  nous  venons 
de  le  trouver.  De  sorte  que  ,  Laplace ,  ne  trouve  pas  ,  par  son 
analyse,  les  deux  parties  =  — |  5  dont  le  calcul  est  assez 

compliqué  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir. 

Pour  confirmer,  à  l'aide  des  calculs  précédens  ,  ce  que  j’ai  déjà 
dit  sur  ce  point  dans  les  pages  157  et  188  remarquons  d’abord  que, 
d  après  nos  dénominations  la  lettre  k'  de  Laplace  (  Voyez  p.  397 

du  6.,,  ne  Vol.  de  la  Mécanique  Céleste  )  est  égale  à  —  yp--  Ainsi  , 
la  valeur  de  R  qu'il  pose  dans  la  page  3g5  revient  à  celle-ci  • 

7?  =  -fr‘  !  1  —  3s*-h3 (ï -s')cos( . 
et  comme  =  ?  [\  est  cjair  qU’on  a  . 

(Zz)  ....  Zi  =  —  I  2  S1  +  3  COS  (2V —  2V>')  J  cosgv— fv. 

Maintenant,  si  l’on  change  dans  cette  expression;  u  en  et 

s  en  ,  on  aura,  après  avoir  fait  2^  —  21/  =  2t>  —  2mv=:  ïEv  ; 

R-bïR=  y^w(i-h3co5  2^)-h~  +  ; 

où  les  deux  premiers  termes  répondent  à  la  quantité  que  Laplace 
représente  par  d.r'Q'.  Or  nous  avons 

T°"=  — (~3~8  m)tC0S$>-f> . .  Voyez  p.  38a  )  > 

\nïZu.1COS*Ev=  \m'A’(\+\  =  \}1COSgV--fs,.  .  .  .  (  Voye.  p.  390  )  î 

1  m^ycosgv— fv  ....  (  Voyez  p.  3?8  > 
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Donc  ,  il  est  manifeste,  que  la  réunion  de  ces  parties  donne 
tion  identique 


397 

l’équa- 


R+9R=  m'A'  {(-î- 


1 

6 


°)' 


icosgv- fv=o, 


immédiatement  employée  par  Laplace  pour  former  sa  valeur  de 
2^./’(^).  Mais  cela  ne  prouve  pas  qu'on  doive  avoir  aussi  l’équa¬ 
tion  J' d' Rz=.  05  cl  R  indiquant  la  différentielle  de  la  fonction  R  prise 

par  rapport  aux  coordonnées  de  la  Lune  seulement.  Car  l’équation 
précédente  désignée  par  (Z)  fait  voir,  que  dR  étant  la  différentielle 
complète  de  R  ,  on  a  5 

d'R=  dR+  ”<r-!>1,'>  . 

2  u  ? 

et  par  conséquent 

fd'R=  R+l  m'fdd  . 


Or  ,  il  faut  bien  remarquer  ,  que  pour  tirer  de  là  le  terme  en 
question  on  doit  changer ,  à  la  fois  ;  u  en  , -hJu;  s  en  s,  +  Ss  ; 
et  d  en  mv-hmSnl.  Le  changement  de  u'  en  mv  +  mSnt  ne  donnerait 
que  des  termes  multipliés  par  m 4  dans  l’expression  de  R  +  àR-  et 
voilà  pourquoi  nous  ne  l’avons  point  considéré  en  formant  l’expres¬ 
sion  précédente  de  =  o.  Mais  il  devient  indispensable,  lorsqu’on 

veut  obtenir  la  valeur  de  l’intégrale 

Ç d  R  —  ^  nCj'mdv  j  —  2  +  3  (dw)*  J  s  in  2  Ev 

.-^-sin2jEv  —  -m  j  mdv.  2  mont. cos  2  Ev  , 

en  tenant  compte  de  la  totalité  des  termes  qui  demeurent  multipliés 

par  Àf  rrù 7  cos gv  —fv  ,  après  l’intégration.  Alors  cette  valeur  de  fd  R 
donne,  comme  dans  la  page  1 56  ;  ^ 
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fdR-\m'Afmdv\(\-\+\-\=oy+(^-^+l±-^=l^m'\ysing*-fi 


c’est-à-  dire  ; 

18.  Le  Mémoire  sur  les  inégalités  Lunaires  dues  à  l’aplatissement 
de  la  Terre  ,  que  Laplace  a  publié  dans  le  Vol.  de  la  Con.e  des 
Tems  pour  Vannée  1823  (Voyez  pages  219-225  )  ayant  un  rapport 
plus  direct  avec  la  méthode  exposée  dans  ce  paragraphe  ,  je  vais 
entrer,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails.  On  verra,  par  des  rappro- 
chemens  convenables  ,  quelles  sont  les  inexactitudes  échappées  à 
Laplace ,  et  on  jugera  par-là  combien  elles  sont  difficiles  à  découvrir 
dans  une  théorie  aussi  compliquée  dans  ses  effets  qu’elle  est  simple 
dans  sa  cause. 

Nous  supposons  que  Ton  a  sous  les  yeux  le  Mémoire  qu’on  vient 
de  citer,  ainsi  que  la  théorie  de  la  Lune  de  Laplace.  En  admettant 
exact  ,  pour  un  moment  ,  le  rapprochement  des  deux  argumens 

—  par  lequel  Laplace  parvient  à  trouver,  d’un  coup,  le 

coefficient  de  ce  dernier  dans  l’expression  de  la  tangente  de  la  lati¬ 
tude  de  la  Lune  ,  il  ne  suffit  pas  ,  de  changer  g  en  f  dans  le  coef¬ 
ficient  du  terme  multiplié  par  ysingv  —  0 ,  que  l’on  voit  dans  l’équation 
(L")  de  la  page  222  du  Tome  3.  de  la  Mécanique  Céleste:  il  faut, 
en  outre  ,  modifier ,  conformément  à  ce  changement ,  la  valeur  du 
coefficient  B^0) ,  donnée  par  l’équation  qui  se  trouve  au  commence¬ 
ment  de  la  page  225.  En  effet  5  réduisons  cette  équation  à  celle-ci  j 


o  =  |  1  —  (2  —  2  m  —  g)'  f  B;o)  —  |  ni 1  j  1  +£  —  2  Bjo)  J  • 

ce  qui  est  suffisant  pour  la  discussion  du  terme  multiplié  par  ni- 
En  y  faisant  —  | /rc’(i  — \  ni  :  et  2—  2  m — g=  1  — •  hm  — > 


on  aura 
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B}°)=  0/  '"‘i  '^  =  lw(1+îm)- 

8 ( 1  ïm) 

Mais  en  faisant  g=f=  i  ;  la  même  équation  donnerait 

8(I— 8W) 

Donc  ces  deux  valeurs  de  B ,(<>)  ne  sauraient  coïncider  jusqu'aux 
quantités  du  second  ordre  inclusivement  ;  ce  qui  empêche  que  le 
coefficient  de  Hsinfv  soit  égal  à  g1  —  1  ,  au-de-là  des  quantités  du 
troisième  ordre;  et  que  l'on  puisse  en  conséquence  regarder  comme 
exact  jusqu'aux  quantités  du  second  ordre  inclusivement  le  coeffi¬ 
cient  H ,  que  Lciplace  (  suivant  nos  dénominations  )  détermine  par 
cette  équation  (  Voyez  p .  224  de  la  Conf  des  Tems  pour  1823  ) 


//=- 


J'  TTL  ^  1-4-  2 .  e*—  ~  Y*  ) 


En  développant  la  fraction  (g1 — 1)  ,  à  l’aide  de  notre  expression 
analytique  de  g%—  1  ,  posée  dans  la  page  194  du  troisième  Vol., 
on  obtient 

(s,,-ô  =  3V-(,+§TO+Wm’_2-e‘_§£'‘+b*+^g  "*J); 

partant  on  a  ; 

H=  \m  —  ^/n’W+o.e’-i-ov*)  > 

tandis  que  notre  analyse  a  donné  (  Voyez  p.  376  )  ; 

H—  A'{~  \m— “/re'-W-t-o.e’-l/)- 


O  On  aura  besoin  de  ce  terme  ci-après. 
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Ainsi  ,  la  formule  de  Laplace  est  inexacte  à  l'égard  des  coefficiens 
numériques  qui  multiplient  ni  et  7*.  Relativement  au  coefficient 
de  ni*  ,  nous  avons  déjà  indiqué  plus  haut  la  cause  radicale  de 
cette  discordance  ;  mais  afin  d’en  accroître  le  degré  d’évidence  , 
nous  allons  montrer  qu’en  introduisant  dans  la  formule  de  Laplace 
la  valeur  convenable  de  B}o)  l’on  tombe  sur  notre  résultat.  En  effet  ; 
nommons  Z?/‘0)  ce  que  devient  Z?,(o)  par  le  changement  de  g  en  y==  1  : 
en  comparant  les  deux  valeurs  de  Z?,(0)  données  plus  haut  ,  il  est 
clair  qu’on  a;  2?/Co)  =  Donc  il  faudra,  au  lieu  de  g1— 1  , 

employer  g * — 1 — |/7îaX^/^>:=gl — 1 — Or,  il  est  évident  que 
cela  revient  à  multiplier  par 


/  27 .  m*  \  /  9  *  \  9  , 

V-ÏÏS^-r))  =  \ 1  64 m 

le  coefficient  H  de  Laplace  ;  et  alors  le  coefficient  de  m%  devient 

1G7  2  9  11  .  ,  j  ,  . 

—  —  3  Xg|  =  — g- j  ce  qui  s  accorde  avec  notre  résultat. 

Pour  rendre  raison  de  la  discordance  à  legard  du  coefficient  nu¬ 
mérique  de  7*  ,  il  faut ,  avant  tout ,  observer  :  que  ,  dans  le  rappro¬ 
chement  des  deux  argumens  go —  6 ,  fo  ,  Laplace  n’a  pas  remarqué, 
que  le  produit  que  nous  désignons  par 

n  3  (ccV)5 

B%.ysingo=  * 7.^  .  y  smgo  + etc. 

(Voyez  pages  266  et  276)  donne  naissance  au  terme 
1 7*  cos  2 go  X  y  singo  =  - 1 7 3  sin  go 


(Voyez  p.  302  )  ,  en  vertu  d’une  combinaison  qui  donnerait,  aU 
lieu  de  l’argument  go  ,  l’argument  2go—Jo  ,  lorsqu’on  remplace  s 
par  Hsinfo.  Ainsi  ,  pour  rendre  ce  rapprochement  exact,  il  est  né¬ 
cessaire  d  exclure  ce  terme,  en  prenant  g*—  1  au  lieu  de  g*-"  Jm 
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•1 

Cette  correction  peut  se  faire  aisément,  en  multipliant  la  valeur  de  H 
de  Laplace  par 

(■-iSK,)  -  O-*)'- 


ce  qui  la  change  en  celle-ci  : 

rr  A'm'(  i-M.e*-y‘) 

H~ - * 

Mais  cela  ne  suffit  pas  :  dans  le  calcul  que  Laplace  expose  dans  la 
page  224  (  Conf  des  Teins  pour  1823)  il  lui  est  échappé  le 
terme  —  A'Ÿ.sinfv  donné  par  le  produit  des  deux  fonctions 

J' RtdvY>i  P y  singv 

(Voyez  p.  374):  de  sorte  que  on  doit  changer  la  valeur  précédente 
de  j H  en  celle-ci  ; 

s1—  I 

Alors  tout  étant  corrigé  Ton  obtient  dans  la  valeur  développée  de  H 
notre  terme  y*. 

19.  Dans  cette  discussion  ,  les  quantités  prises  en  considération 
dans  l'expression  de  g1  —  1  n'ont  jamais  dépassé  le  quatrième  ordre, 
et  jusque  là  ,  ce  que  nous  avons  avancé  à  l’égard  des  termes  du 
second  ordre  du  coefficient  H  nous  paraît  démontré  d’une  manière 
incontestable.  Mais,  afin  de  prévenir  les  objections  nous  allons  faire 
une  réflexion  sur  la  correction  dont  Laplace  parle  dans  la  page  224. 

En  diminuant  ,  comme  il  le  prescrit ,  g*  —  1  de  la  quantité  dit 
cinquième  ordre 

-(g*— Ote—  Od  —  Sm)  n  (05 

a(i  —  m)  •D‘ 

on  aurait  (  abstraction  faite  des  termes  multipliés  par  e1  ou  par  /  ) 
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77= 


A*  mx 


3  3 

Or  en  prenant  g  — \  z=- ni  ,  B,(ay=^m  ,  on  a 

(g—i){i—3m)  «  (o) _ 9_  3 


i  )(i  —6m)  p  (o)  __  9  * 

m)  64^  > 


lorsqu'on  rejette  toute  quantité  d*un  ordre  supérieur  au  troisième. 
Donc  en  remplaçant  le  facteur  (g*  —  1)""  par  son  développement 
donné  plus  haut  y  il  viendra 


1G7  a  6577 
96  171  1152 


•)(■-* 


ou  bien 


167  ,  /  6577 

96  W  V  1152 


3  6685  \  3  ) 

32  =  ÏÎ52;m  j- 


Nous  avons  trouvé  dans  la  page  38 7  que  le  coefficient  numérique 
de  —  A' m?  doit  être  égal  à  Sans  doute  la  différence  des  deux 

1  6685  1615  ,  1,  .  _ 

nomores  >  *288  n  est  d  aucuue  importance  dans  la  comparaison 

de  la  Théorie  avec  l'observation  j  mais  elle  décèle  le  vice  de  la 

considération  par  laquelle  Laplace  a  obtenu  la  correction  qui  doit 

être  appliquée  à  g*  —  1. 

20.  Ces  inexactitudes  ont  eu  de  l’influence  sur  l'expression  du 
coefficient  qui  affecte  l’argument  gv—fv  dans  la  valeur  de  üu  -y  mais 
il  11e  sera  pas  inutile  de  mettre  en  évidence  en  quoi  consiste  1* 
discordance. 

Laplace  trouve  (page  222  ) 


ou  = 


|-  2/(g-f-/)+^, 

!  (#*-/*)( 


mi\^hcos{gv^/9—e). 
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Comme  l’on  a  ,  -  S»  » +2  .e‘+ f  /  et  par 

_  n  t  3  t 

conséquent  ~  =  1  ,c  2  ?  5  nous  en  concluons  que 

Zt4  Ai 

à'=  a,(«  — e‘ — 7')  ;  ÛA‘=  f  («  -f/). 

Donc  l’expression  précédente  de  fa*  (  en  y  faisant  y=  1  )  peut  être 
mise  sous  cette  forme  $ 


4  *  et  par 


-1* 


icos(gv-fv-s). 


Suivant  nos  dénominations;  2-i  .^-=rrt  A ,  et  ain  tient  la  place 
de  Su.  Il  suffit  pour  l’objet  actuel  de  prendre  ; 


~=  l  ,  g-4-l  =  a-4-|m‘; 


ce  qui  donne 


2  at‘ 

~g—l 

1, 

0  » 

*— î«*  2| 

(‘-f™*) 

<  I 

15 

9  > m'  A'\ 

mlX  J  l 

(t+3.e*+|v*) 

i  2 

”  4 

m+S  i  | 

.y  C6SgV~jfr. 


En  substituant  pour  (g*  —  i)~*  sa  valeur  développée  on  trouvera  que 
£ette  formule  de  Laplace  revient  à  dire ,  que 


Notre  formule  ,  posée  dans  la  page  382  ,  donne  pour  le  terme 
correspondant  ; 
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1  1 

3'  8 


663  »  1  »  1  „  F  5  ,\  ^ 

nL-Wim~3e  +2*  -24V  )ï  COSgV-fr. 


Ainsi  il  est  évident  que  la  discordance  tombe  sur  les  coefficiens 
de  ni  et  7*:  ce  qui  devait  être  d’après  les  remarques  faites  précédemment. 

Mais  relativement  au  coefficient  numérique  de  nC ,  il  est  arrivé  , 
que  Laplace  a  commis  une  autre  inexactitude  qui  a  détruit  ,  dans 
l’expression  de  $nt  ,  l’effet  de  l’erreur  que  nous  signalons  ici.  Voici 
comment. 

Il  doit  être  clair  maintenant ,  que  le  terme 


^Q^icosigv-fv-e), 

par  lequel  on  voit  exprimée  dans  la  page  221  (  Con.e  des  Tems  pour 
i8i3")  la  valeur  de  l’intégrale  revient  à  dire  (suivant 

nos  dénominations  )  que  Laplace  a  fait 

A' m'  (1  -t-  2  .e'-t-l/) 

- 7(^771 - ycosgv-fv. 

Donc  en  substituant  pour  (g — i)-'  sa  valeur  développée  ,  on  a 

nïJ'Rdv=  A  (—  3  -ï77»  — m'-t-e” -4-o. ea  — ^v”) 7 cosgv—fv. 

Mais  nous  avons  trouvé  (  Voyez  p.  38î  ) 

m'J'\ [R  +  $R)dv=  A'(—  \m— ^m'+P+o.e+o.f^icosgv— Jv, 

où  le  nombre  £=*£+£  (Voyez  p.  378  et  38i  ).  Ainsi,  il  est 
manifeste  ,  que  Laplace  n’a  pas  eu  égard  au  terme 

mS ^ -dv—  YQ^'rn  'ïC0s8v—Jv  ? 


produit  par  la  reaction.  Et  voilà  pourquoi  la  fonction  —2  hi  +  m'fRdv 
de  Laplace  donne  le  terme 
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W  647  191  19  \  , 

A  (  96 -'96=T//n  -v cosgv-fi>, 

précisément  égal  à  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  la  page  382  • 
Où  le  nombre  ™  résulte  de  la  différence  + 

Ainsi  la  justesse  des  résultats  n'est  pas  toujours  une  preuve  de  la 
justesse  des  raisonnemens  parlesquels  on  les  a  trouvés. 

C’est  une  chose  digne  de  remarque  ,  que  Laplace  ait  ici  oublié 
cette  partie  de  reflet  dû  à  la  réaction  $  et  qu'il  ait  par  là  commis 
une  erreur  analogue  à  celle  qui  lui  faisait  trouver,  avant  1802,  un 

coefficient  fautif  (f  ■  au  lieu  de  dans  son  premier 

Mémoire  sur  cette  même  inégalité,  publié  dans  le  Vol  de  la  Con.'  des 
Tems  pour  l’an  X  de  l’Ére  de  la  République  Française  (Voyez  la  p. 
36 a  de  ce  Volume  et  les  pages  5o5  ,  5o6  du  Volume  suivant  5  où 
Laplace  corrige  son  premier  résultat). 

Calcul  du  coefficient  de  V inégalité  Lunaire  ,  ayant  pour  argument 

EV’+rc'niV'+rJv—gv  —  CV. 

21.  Parmi  les  inégalités  qu’on  peut  tirer  des  trois  fonctions  if,  , 
SR‘  >  ^  y  posées  dans  le  n.  2  ,  celle-ci  mérite  une  considération 
particulière,  eu  égard  à  la  petitesse  des  quantités  ( 2  —  g)*— .  i 

(2-c)‘-i-| m' ,  E  +  cm+f-g-c  ,  qui,  par  la  substitution  des 
valeurs  analytiques  de  g  et  c  montent  au  troisième  ordre.  De  sorte 
que  cette  inégalité  acquerra  ,  par  la  double  intégration  ,  un  diviseur 
de  l’ordre  de  m6  dans  l’expression  de  ont.  Mais  cela  ne  suffit  pas 
pour  juger  de  sa  grandeur:  car,  la  composition  même  de  l’argument 
démontre  ,  que  son  coefficient  doit  être  de  la  forme,  H  , 

77i6  ’ 

H  désignant  un  coefficient  censé  numérique.  Et  comme  on 

J'ee’yb'rn*  r 

-O  ,07b;  on  ne  peut  rien  statuer  de  certain  sans  avoir  une 
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connoissance  au  moins  approchée  du  nombre  représenté  par  la  lettre 
H‘,  quoiqu'on  puisse,  par  induction,  regarder  comme  très  probable, 
que  ce  nombre  ne  saurait  être  assez  grand  pour  rendre  sensible  son 
produit  par  o",07 6.  Néanmoins  ,  pour  dissiper  les  doutes  sur  ce 
point ,  je  vais  exposer  ici  le  calcul  qui  fournit  ,  dans  ùnt  ,  les 
termes  ,  de  la  forme 


du  coefficient  de  cette  inégalité.  Il  faut  ,  pour  cela  ,  avoir  dans  àu 
les  deux  premiers  termes  du  coefficient  de  l’inégalité  ayant  pour 
argument  gv-+-cy  — fv  ;  et  jusqu’ici ,  nous  n’avons  déterminé  que 
le  premier  (Voyez  p.  372).  Mais  il  est  facile  de  trouver  le  second: 
en  voici  le  calcul. 

22.  Dans  la  page  368  ,  il  faut  d’abord  changer  ft^às  en 
R>is=— 6ecoscvy.A' A' (i+^m'jesincv  —fv  -, 
ce  qui  fournit  l’équation 

—  À’  m'+^m'^eûncv—fv  j 

de  laquelle  on  tire,  às  =  ^‘  nr^  esincv  — et  par  conséquent: 

35,  3s=— A  ^  ~  ni'-*- 1  m1^  ry  cosgy-4-cv  — fv. 

Pour  avoir  le  terme  correspondant  renfermé  dans  (3s)*  on  fera 
(  Voyez  p.  204  et  2o5  du  second  vol.  ) 

3s  =  —  |  m^sinfv  —  ^niA'siniEv—fv 

— n  (m1—  |  singv  -t-  cv  ~  3  m' e  7  sin  iEv  —gv  —  cv  ; 

et  de  là  on  tirera  j 


H  -+-  2  — p- —  ( 
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(&)■=  cosgv  +  cv-J t-  —  ï-*-|=|)/n’j. 

Ainsi  il  est  démontré  qu'on  a  j 

—  q  )  àT=  3s t  $S -H  | (&)*=  |  —  — I  =  °)  mS  |  ^7  COS  «V-H CW  — fv. 

Dans  la  page  3^o  on  prendra 

1 0'  <7  /  3  j  225  $  \ 

—  _j^ecoscw=  2ecoscw  ^2m"+"“ï6/7î  /’ 

ce  qui  donnera  j 

7^/ c cos cvJ'R, dv  =  ^  ji  4“(|’,‘t=t)  m  1  e? cosgv-hcw— y*  j 
et  dans  la  page  37 1  ,  on  fera 

0 ^  -+-2  ^w==  GecoscwX^' ( — 3 — ~ïf)llcosgv  "fo— — ^  ^ i-H  |  ^cycosgw-hcw  —js>. 

Ensuite  on  prendra 

6sin  lEv-ï-i  i.esin  iE\> — cw)  (1  — eco$cv)du=  1 5.esîn  iEv _ cv.àu, 

ce  qui  donnera 

W=  \  5.esiniEv— cvX^-p' cos  îEv+gv—fv—— %  messin  gv+cv—fv, 

f*  15 

—  / vR  .dv^z  —  ^A’ mey  .cosgv-\-cv—fv. 

Enfin  ,  on  prendra 

5A>;  =  Q.ecosaÆV  —  cw.5n=:  ^^'mcycosgw-Hcw— yî^. 

La  réunion  de  ces  parties  fournit  Inéquation  (Voyez  aussi  la  page  3~2) 
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COSgV  +  CV-fV  ■ 

qui  étant  multipliée  par 

|  (f. )•_  ,  -.J-f, =  j  (,  _«V)-  =±(,  *«„), 

donne 

iu=  cosgv+cv-fv  A'ei  {— ï  +  T  =  t)  "l|- 

23.  Cela  posé,  revenons  à  notre  objet.  En  faisant  dans  la  fonction 
sRz  =  A* .  aw  sinfv  $ 


au=  cos  Ev  +  c'mv  —  «+•  cos  Ev-^r  c'mv —  cv  ce'b*(^ Ym) 

(  Voyez  p.  482  du  second  Vol.  )  ,  on  aura 

s£s=  sin  Ev  •+•  c'mv  ^rfv  A’tV(^  — 

•H sin Ev ■+• c'mv —  cv  A' es! b*  — ^  m}. 

La  fonction  R1~\-Ri  renferme  les  deux  termes 

Rx  ■+•  R3  =  cos  Ev  ■+•  c'mv  e'E  ~  -+-  m  ^ 

■+ ’CosEv+c'mv-cv  ee'b*  m) 

(Voyez  p.  5oq  et  5n  du  second  vol.)  lesquels  étant  multipliés 
par  às=  sinfv  A' (•—  |  —  ï  ?  donnent 

(Rt  +  R,)às=  sin Ev  +  c'mv  +fv  A's'b 1  (|  - ^  m ) 
-hsinEv+c'mv+fv  —  cv  A'et'b' /n). 
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Rt=  sinEv+c'mv  W(^—X^m^4rsinEv+dmv—cv 
€t  multipliant  par  —  ^-==  cosfv  on  aura 

-^^7=  sinEv  +  cmv+fv  A't'b'( 

-+•  sin  Ev  -4-  c'mv  4 ~fv  —  cv  A' et  b1  ^ ^  —  ~  m  ^  . 
La  réunion  de  ces  parties  fournit  cette  équation  différentielle 
æ  .is  /  3  A  s 

- 57—(ï4-2^)05  = 

$inEv-+-c'mv-\-Jv  A'i'b* 


(/*  .  9 

1 

15> 

1  1  j 

<4î  783 

87 

525\  3  i 

I  \8~*"  8  ”*~8  = 

8> 

)m  — 1 

(ïë-^eT 

+64  = 

n)m  1 

t/5  35 

5 

25> 

k  1  ,  i 

<975  45 

105 

255\  a  ) 

\  \  4”*”l6  16 

*/ 

^  64  8  64  ~ 

■3î)m  } 

laquelle  étant  intégrée  ,  donne 
ds  =  sin  Ev-*r  cmv  -+- fi> 

sin  Ev  - t-dmv  ^rfv— cv 


'■'"({"■-S-1) 

(2  — c)*— I— |m‘ 

y-/../15  .  SÎS  ,\ 

^  (ïë^-ëf  m  ) 


Il  suit  de  là  que 

3$,  cos  Ev -*r  d mv -\-fv — gv 

J!  ^  L»/^  »,  76a  J  \ 

J7  t  y  ^  e£yb  (jrni-*- -fü  ni) 

cos  Ev+cmv+fv—gv  —  cv  _ ^ 16  61  / 

(2— c)*— I— |m* 

Maintenant ,  si  l’on  prend  (  Voyez  p.  507  du  second  vol.  ) 
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às 


=  sinfv  Â,(^—^—^msj->rsmEv-*-c,mv--gv 

-*rsinEv+-cmv—gv—cv  C£7&*(—|  —  ~ 


on  en  tirera 


(&)*  =  cosEv+c'mv+fv  —  gv  As'yb1  j—  w‘+  (y  — |  =  9^  mJ  j 

cos  Ev-*rdmv-*-fv — gy— o>  Aet'ib*^-—  : 

partant  il  est  clair  qu'on  a  j 

CO - -7(:-)m=3*,*+!  (te)‘= 

cos  Ev  -+-  c'mv  -h/£>  —  gv  Ae'yb*  ^ ^  m'-\r  ^  m3  ^ 


cos  Ev-\-c'mv-\-fv—gv—cv  Ae^bx  j—  |--h 


75  ,  765  , 

Ïùm+Mni  | 
(2—  c)*—  I—  ~mx 1 


En  prenant 

Elz=A(j[st-4-$s^aucosJv=  sin  gv  — 

-+-  A  et  yb1  | m  in  Ev  ■+•  c mv+fv — gv — cVj 

et  faisant  dans  cette  expression 

aw=  cos Ev  +  c'mv  eb% — y  m)  4-  cosEv+c'mv—w  çzb'  — 
on  aura 

R,  =  sin  Ev +c'mç  +/v  -  gv  A't'^b' 

•+■  sinEv+ dmv  -k-fv  —  gv  —  cv  A'ee'yb'  |  |  m  j . 

Maintenant  si  l'on  fait 
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SR'=Su\—^tb'smEv+crm’—^tb‘smEv-c'nu>+-‘^et'b'sinEv-hc'mv-cv 

on  trouvera,  à  l’aide  des  valeurs  de  Su  posées  dans  les  pa°es  372 
38o  ,  408  5 

15 

—  -jïi:'b'sin£v+c'mv.$u==  sinEv  -*rc’mv  +/i>—gv  4'eyb*  + 

sinEv+c'mv+fv-gv-cv  Aec'yb' (1  _  ; 

—  ^ th'sinEv — c'mv.  Su  —  sin Ev -+- c'mv  +fv  —  gv  ; 

^etb'cinEv+c'mv-cv.faxsz  smEv-i-cmv  -gv — cv  Jteêyb*^-- 

et  par  conséquent 


SR'=  sin  Ev  -t-  c'mv  +/î> — gv  At'yb‘( 

Mt&+cW+>- gv  — cv  A'ee'yb'(—  §  -g  ni  ). 

En  réunissant  cette  valeur  de  SE  avec  la  précédente  de  R,,  on  aura 
pour  la  valeur  complète  de  Rt  * 


/?.=  sin  Ev  •+•  c'mv  -irfv — gv  A'^V\  (^=o)+(|f+If =£)„,} 

éWw+> -gv-cv  Aei-jb' {-  (|+ £ = ^)  -  (f  -+-  |f =§f)  J 

d'où  Ton  tire 


(2)  •  -  * .  —J'r^vzs.  côs Ev+c'mv+fv— gv  J'eyb1^  ^  mÿ 

cosEv+c'aw+Jv—  gv— cv  det-jb'^-- ^  — m  ^ 

2 — g  —  c  "  * 

^0lt  >  Rs=  \A'qs. (a«)’ sinjv  —  iA' y(au)‘cos  gv—fv.  En  y  faisant 
(aü)*=  2  cos  Ei’  -4- c' mis  t'b%  (%  —  -,r  m 'l  .  on  aura 
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R3  =  cos  Ev  +  c'mv+fv—gv  A'i'yb^(^  —  ^  m^. 

Maintenant  ,  si  Ton  fait 

oRr=  $u  j  —  |  e  b 1  cos  Ev  -+■  c'mv — ~  e'  b%  co s  Ev  —  c'mv  J 
on  en  tirera 

SRr=  cos  Ev  -+-  c'mv  -\-fv  gv  A'^b'  j  m  J . 

Donc  on  a  ,  pour  la  valeur  complète  de  Rs  j 

(3 cosEv+c'mv+fv—gv  ^'£'7*‘!(|+|=t)-(t+K=^)"»  J- 
En  multipliant 

R.^-fyVunEv-dm»  par  sintEv-gv+f» , 

on  aura 

(4)  . —Rt^  =  cosEv+c'mv+fv—gv  A's'yb* m ) . 

En  multipliant  -h du  = —  ^  A' my  cos  2Ev— gv-*-fv  par 

—  2  J* Rtdv=  2  cos  Ev— c'mv  e'b1^——^  , 

il  viendra 

(5) ...  —  z(i^+iti)J'R,dv=  cosEv+c’mv+fv—gv  A'^b'^m)- 

La  réunion  des  termes  compris  dans  les  équations  désignées  par 
(0  ,  (2)  .  .  (5)  fournit  cette  équation  différentielle 
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'  æ .  lu  /  3  m  \  . 

77 - {1-2m  )°“  = 

cos  Ev^rdmv^rfv —  gv  A’t-ib*  I  16  4 

5  J  .  /15  .339 

P\4  "*~64~ 

175  , 

t-  Tn  -+* 

— - - 

(a-c)*- 

qui  étant  intégrée  donne 


9  ^ 

13 

43  \ 

Ï6+ 

4 

=  ïï)m 

339 

“*“64 

— 

189  63 

16  "^*64 

21 

64  ’ 

135\  : 

“w)W 

75 

Ï6  m 

“+ 

765  3 

êT™ 

15 

T1*" 

,  95  3 

ff6TO 

(*-<0 

4- 

l-im» 

2  — 

g-c 

cos  Ev  -H  c'mv  -h/v  — go 


(2-s)‘- «-»-§* 


175  ___ »  i  765  3  15  j  95  3. 

| _ !Ü _ 64  ^  -4  m  *+"  ïê  m  | 

(a— -c)1— !— |ml  2— g-  — C  I 

Il  suit  de  là  que 


cos  Ev  -+■  c'mv  -ï-fv—gv 


OU  .  - 

—  —  ecoscv)  = 


(2_g-)‘_,+_w* 

!  75  765  15  ,  ,  95 


005  £ v+c'mv  +fv—gv — cy  jfet'yb* 


,5  Î6™+64™  T^  +  S1»1 

U  ;  3  ;+ 

(*  — c) —  1  —  2  m  2— g— C 

1  43  a  135  3 

32  m  128  771 


ï*our  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  carré  de  ~  on  fera  le  carré 
second  membre  de  l’équation 
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—  =  cosgv—fv  — £OSgV+CV—fv  4'ey 

-+-cos  Ev+dmv  ib f)  cosEv+dmv—cv  ee'E^  : 
ce  qui  donnera 

(  T.)  =  cos  Ev  •*■  Cmv+f»  -  gv  A’i-jV  (-  ^  ) 

+cos£v+ c'mv  +fv  —gv—cv  A'et-jb' (—  |_1=_£^. 


ÎS1  nous  avons 


a=  “k-3(^-:)'= 


143  , _  135  j  ) 

•**  »  8  32  1U  I 

4  (*-*)■- 1 -h  Jm-j 

!1S  , 95  j 

(I +|=s)+i^ri 

Z!w>  .  "65  ,  Y  /  135  , 

__  8  m"h32"m  ïë  œ  —  6Ï  m  I 


En  faisant  le  carré  de 


(a  — c)* — i — Im»  ( a  —  g- )»  —  «  _f. Ë.  A 


■  m'fR,  dv=c  |  A’  7  cos  gv  —fv —lee’b'cosEv 


-hcmv—cv  , 


^(y*Æ^)=  cosEy+dniv+fv—gv  —  cv  A’ei'tb'  . 
on  a  j 

—  m'J \  dv  — |  m*  ^  y)?j  *  — 

(  15  ,  95  3  ) 

ccsEv+dmv+Jv—gv—cvJe^b'ls  Tm^Mni  (. 

(î  ) 
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Pour  avoir  les  termes  renfermés  dans  le  produit  AB  ,  on  fera 

A  |  A'  y  cos  g»  —fv  4- 1  i'Vcos  ÆV  4-  c’mv  4-  ~  et' b' cos  Es>  4-  cW  —  < 

B-—^A*ycosgv—fv  +  çe£,b*cosEv-lrc'rm>--çv  ; 
et  de  là  oa  tirera 

AB—  cos  Ev  4-  d mv  —  gv  A'eyb*^— 

4-  cos  j BV  4-  cW  4-y^  —  gv  —  ci>  A'es'yb 1  (—  |  _  JL  =  _ 

Ainsi  nous  avons 


Y=A-B+AB= 

cosEv+c'mv+Jv-gv  A's'yb'  |  (|-|  =  ^)+ 


cos  Ev-t-c'niv+fv—gv—cv  A'e^yV 


75  765  3 

ïm+32m 


« 

*  135  , 

Tm 

32  m 

(?-«') 

• — 14-|/»* 

..  4S 

».  285  , 

771  “+-ÿf  «ft 

4  / 

a  — g  —  c 

43  -  135  , 

16  eT  m 

(a-^c)*^.^ 


2  /A* 


d’oû  Ton  tire 


-  =  —  Y+iecos  cvY.Y= 


COs £v+ç'mv+ifv*~gv-*çv  deiyV 
et  en  intégrant 


t 

Ï2Q  ,  405  3  » 

l  (  55 -U  5 

25  \  .  16  m  ~  64  m  ) 

\  V  12“*T2“ 

G/4"  si 

J 

1  $5  »  285  , 

75  ,  765  ,  / 

!  T  m+  32  m  l 

(  2S~C 

(2— c)“— I— |0l*  | 

4i6 
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$nt  = 

129 


2  5.m4 


H- 


*  405  7 

15  m  “  "64  ™ 


sinEv+cmv+Jv—gv — a>  <j 


*>(*  c)  (a_-g— c)  !(2-g)l-i-*-|m4 


45'  6  285  , 

TfnmhWm 


75  d  765  3 

_  m-h  ^  m3 


(2—  g  —  c)2  (a-s-c)j(2-c)»-i  - 
Maintenant ,  pour  réduire  ce  coefficient  en  nombres  on  y  fera 
2 — g —  c=  o,oo443 n3  $  (2 — g y — i-t-|  m'=.  o,ooo3 665  5 

(2  — c)1 — 1 — |  ml=  o,oo8583i6. 

Log.  (2— g  — c)  =  2,3534854  ;  Log.  (2  -g— c)  =  4,7069708  5 

—  1 

Log.|(2-g-c)j  (2_g)>_n-|TO‘j  J  =  5,7894114; 

Log.j(2-g'-C)((2-c)*-i-|w*|[=  4,4i9838i  ; 
ce  qui  donnera 


2.5.  /n* 


6(a— £  —  c) 


- o, 02944  ; 


i2v>  6  quo  , 
lêm~  64  ™ 


(2-g-c)  j(2-gy-H-2^‘| 


3 — —  =  0,8899  — o,o5xo5  =  0*8389  j 


45  6  ,  285  , 

^  ra  -h  m 

— - - rr— =  —  o,o5o2  —  o,oo5q  =  —  o,o56i  ; 

(2— ^  — c)»  ?  ^  ? 

75  6  ,  765  7 

-g  -32  w 


3 - =  0,0432-1-0,0082=  0,o5l4- 

(2— ^  — e)  |(2— c)*— ï— 2 

De  là  on  tire  la  conséquence  que  l’inégalité  ayant  pour  argument 
Ev  -+- c'mv -+-Jv  —£v  —  cv  est  tout-à-fait  insensible. 


fc*|  os 
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Passons  maintenant  à  la  discussion  des  inégalités  dépendantes  de 
l’angle  ifo  ;  ce  qui  nous  fournira  le  premier  terme  du  coefficient 
de  l’inégalité  ayant  pour  argument  2gv  —  2fv,  et  complétera  ,  sous 
ce  rapport,  le  second  ternie  de  l’inégalité  dont  l’argument  est  gv ~-jv. 

24.  En  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument  2/p 
et  faisant,  pour  plus  d’uniformité,  A"  =  t^sini w  ;  les  formules  posées 
dans  la  page  364  se  réduisent  à  celles-ci  : 

7)  A"  q.  ai  1  sin  •xfv  p  4"  q  .  au  cos  2.fv 

-  5  y  **3 - 5 5 

(l+SS)*  (IH -SS)* 

„  (a“)‘ cos  îA’ 

R==— - S - • 

(  I  -4-  «)* 

Maintenant  si  l’on  fait  dans  ces  expressions,  s  =  =  y  sin  gv  ; 

aw=.wi=  1  -t-ecoscp  —  co$  2gv  ,  on  aura  d’abord; 

i?,  =  A  sin  2/p  2~.e sin cp  —  2/p  —  7* sin  2gv  —  2/p  ; 

—Çlli  dv  =  y  cox  2/^-4- y.  e  cos  cp — 2/p 

w,  a/l  -»  ,  1  -*  .  191  o\ 

-^'7(3.77*  -4-g.TTÎ  +192^  )cOS2g-p-2>. 


abstraction  faite  des  autres  termes. 

En  réduisant  la  valeur  de  JR5  au  terme  JR3=  A" cos  ifv  ,  et  consi¬ 
dérant  seulement  l’argument  2 /p  dans  la  valeur  de  R,  ,  il  viendra  ; 

m'  [s,  R, — R,)  =  m'  4"  y.singv—ifv: 

^1  où  Ion  conclut ,  que  l’expression  de  vs  renferme  le  terme 


Tome  /. 


53 


théorie  du  mouvement  de  la  lune 
Donc  ,  en  introduisant  ce  terme  dans  réquation  différentielle  en  5s 
posée  au  commencement  de  la  page  368  on  aura  l’équation 

— - (1+2  m  )às~  —  Ym  7 sm  iE v+gv  —  zfv 

qui  donne  5s  =  ^-^  .y  siri2Ev-*-gv— 2fv.  Maintenant^  par  l’introduction 

de  ce  terme  et  du  précédent  dans  le  second  membre  de  l’équation 
différentielle  en  5s  on  forme  l’équation 

é 


de  laquelle  on  tire 


(S '-3)‘-'-ï'»‘ 


.  y  singv  —2 fs>-=z—A" 


l  +  T  )ï«ngv  — 2>. 


Ce  terme  de  5s  ,  et  le  précédent ,  donnent 

3s,  os  =  J  y1  COS  ïfv  +  A'  ^tj  +  ^^7*C0S  2gv-2fi>  -  -  CO  S  lEv-*r  2  gV—  ifî' 

En  faisant  le  carré  du  binôme 


o5  =  — y  y  singv  —  ‘ifv  ray  .sin  lEv—gv 


on  aura  le  terme 


(5sy=z—  A  cosiEv  —  2gv  •+•  2/t>.  Donc 


-  y  -/•  cos  +  4"  +  COS  2gv -  2> 

—  7-  |  cos  2Ev-h  2 gV  —2 fo^COS  2 Ev  —  2gV  2/y  J  . 
Actuellement  ,  on  prendra 
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du  n  _  ri  . 

—  -^7-^1,=  tiy.e sincv  =  Y*e s*ncv — 2/v»  • 

Rî  —  —  \A"cos2fv—^A"ecoscv  —  ifv  • 

et  d’après  cela  on  formera  cette  équation  différentielle  • 

dï.lu  /  3  a  \  « 

—d^-y- 2m)Su= 

O  {C0S2>  ^"{(1-|=-|)'»‘-5-v‘Kcoiw-2/î.^"e(j+I_|=o)m*| 

^V|(i-|=-i)  +  (^_i  =  _yTOj 

+cos2Ev+2gV-zfi,  A"f  (—  »  m')-hcos2Ev—2gv-+-2f\>  m ) 

qui  étant  intégrée  ,  donne 

*M=  c<w^  ^"(-t-t)’4'CW2sv-2> 

nr~  |«W2.£V-t-2gV  —  2ji>+COS  a£V— 2gV-H  ïfv\. 

^e  là  et  de  l’expression  précédente  de  —J' R  ch  on  tire  ; 


(  )  Les  deux  termes  affectés  des  argumens  a fv  ,  cv  -ifv  se  trouvent  aussi  dans  1  équation 
différentielle  en  lu  donnée  par  Lagrange  dans  son  Mémoire  sur  l’équation  séculaire  de  la 
Lune  (Voyez  p.  33  ,  34,  35  du  Tome  VII  des  Prix  de  l’Académie  des  Sciences  de  Paris). 
L  trouvait,  comme  nous,  que  le  premier  terme  du  coefficient  de  l’argument  cv—yfo  est 

nul  ,  mais  il  négligeait  le  terme  —  -■  ,  qui  fait  partie  du  coefficient  de  l’argument 


Au  reste ,  il  faut  remarquer  que  dans  le  cas  de  l’homogénéité  de  la  Terre ,  on  a  ¥  =r  —  Ji 
ce  qui  change  noire  quantité  -m^=_  (£)*{*,,_*  J  ^  en 

rend  égale  h  celle  que  Lagrange  désigne  par  C=X  (£)'  j  ,  _ , J  . 

(  Voyez  p.  3o  et  4<  )•  25  W  j  ’  (l  +***  J"»* 
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i^  =  -  2  Su  +  m'f  Rxdv  = 

CCS  ïfi  4'  (\m'+\f}+C0S2g9-2fv  J’f  { (4  — ^  =  °)  -t-  (4— ^  =  °)  m  I 

-f- |  COS  lEv  •+-  2gV  —  2/v>  -+-  COS  2Ev-2gV-\-2fv  j  ,* 

dnt  =  sin  2  fv  A"  ^  y  4*  ^  ^ 

-+-  j  sin  2  Ev  4-  2gv  —  ifs  +  sin  2  Ev  —  2gv  +  ifv\- 

20.  Cherchons  maintenant  le  terme  de  la  forme  A"  m' y' cos  2gv  —  2 /î», 
qui  entre  dans  l'expression  de  ?  en  imitant  le  procédé  exposé 

depuis  le  n.°  8  jusqu'au  n.°  17  de  ce  paragraphe. 

En  faisant 

H,=  \siniEv  ;  Ss  =-J"(l  +  %y/singv—2fv, 

Jt,=  \c0s2Ev ;  *-£■=- A"  cos  gv-ifv  , 

on  obtient  l’équation  différentielle 

-“£-(«  +|m*)o'S=  R,is-R.d-£=-JZ£(i  +\m)vin*EV^gv->f'’ 
qui  donne  ; 

A"(y-*'ïï  m*)  y  sin  2Ev+gv  —  ifv  -, 

et  par  conséquent 

3s,  OS  =  -A"  +  ~  m'  )  •/  cos  lEv  +  igv-  ifv. 

Le  carré  du  binôme 

9s  =  -A"(±+!£)isingv-2fv+(jm+$:im'ysiniEv-gv, 


donne 
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(«0*  =  *  !  -  .T  -  (  à + B = I  )  ™*  I  7*  cos  -  2gt,  +  2>. 

Donc  on  a,  —  <7^  j-^ô7,s3  3s,to-t-|(#î)*= 

-  •  1  (  W+ÜÎ  m')cos  2-ÊV'H  2sv  -  m*)cor*£V-2gt>+  2>  } . 

En  prenant  $u=  ^-y'co's  2gv—ifv  ,  on  trouve 

=z—6siri2Ev.$u=:—  ^sin2Ev-*-2gv  —  2fv-)rsin2Ev--2gv+‘2jv\  ; 
diT  =  — ^C0S2Ev.du=— |-^/y  jcOS2/ÏV4-2gV  —  2/y-t-C0S2ÊV--2gV-t-2/v>|  j 
“ ÜR'  -dv  =  — jcOS2/fr+2gO  — 2/£>  4- COS  2 ÆV—2gV 4- 2/£>j  • 
En  faisant  le  produit  des  deux  fonctions 

—J* Rtdv=  |cos2ZsV  —  ^-7*. m  .cos  2gv  —  2fv  5 
-hdu  =  —  3  m'  cos  2  Ev  -+■  ^-  7*  cos  2^0  —  2  fv  , 

il  viendra 

—  2(j^-hiujjR,dv=  cos  ïEv -+•  2gv  -  î/ô  ’^V^i 
-*-cosiEv  —  2gv+-ifv  A"f(i 
La  réunion  de  ces  parties  donne 

coi  iEv ■+■  2go  s/î> 

co,»E*-w+& -*"»*{-&+(  =  &)«•!; 

d’où  l’on  tire  en  intégrant 
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i  m  i 

f  5 

1 

7  \  .  1 

H ÎG 

U92  +  12  “ 

Gï)">  ! 

(  m  .  i 

f'  17 

1 

5  \  .  i 

1  — 

i,384“ 

”12 

m)m  \ 

4  22 


Il  suffit  ici  de  prendre 
SR=-6simEv.tu=  A’f 

en  observant  que  les  termes  donnés  par  (toi)'  et  mûrit  se  détruisent. 
Donc  nous  avons  • 

=  i^  =  ^f.C0S2gv-2fv. 

26.  Le  produit  des  deux  fonctions 

R3=-3m'-ir\cos 2 Ev,  &=-j7Sw^-2/p+A7^+^a# lEv+gv— ?A 

jO  •  %\\  .  y  ■>"  V  a  Ü  10'3  -r  ^  IjL  \ 

donne 

o'i  =  A",  J  35  OT  -4-  (  I  -t-  ^ = m  )  m%  J  sin  gv  -  i/v. 

Et  le  produit  de  /?,  =  |  siniEv  par 

mv  (  I  “S  )  C(W  2  Ev+gv- 2 fv 

donne 

j\  d  .is  _  m  /  3  3  m  \  - 

-  -R.  — =  ^'«7(32-128  J «»gv.  -  2>. 

En  multipliant  R,dv—^cosiEv  par 

-j^4-05=  y  .m  y$w2ÆV-4-gv  —  zfv 


on  obtient 
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"“2  (ïïiT  +  *sX/*- RÂv  =  $A"m%y.singv  —  2fv. 

Donc ,  en  réunissant  ces  parties  ,  il  viendra 
d'.tis  /  3 

rs= 

/>  jti  C  i  3  3  /  3  3  149  9/  \  i 

singv—  2/v  A  -, 

d'où  Ton  tire 

MaiS  !  =-s(I+Sm+l"1')  i  partant 

fa —  A"-v  \  - _ m  (  97  _L_  3  .  421  409  \  1)  .  ~ 

A  7  t  3  "8  \  Ï92  256  "**  708  =  384  /  m  j  SingV-zfs>-7 

3^  $s  =  A'Yj  \  +  ^m+^m'\sin2g\>--ïfv. 

Le  carré  du  binôme 


=  |  mysin  2Ev~gv  +  't-Aptsin2Ev-\-gv--2fi>  7 


donne 


(3)  .  .  .  .  (às)%  =  ~  A"  m% y  cos  2gv  —  2/* 
Ainsi  il  est  clair  qu'on  a 

~<f(z)  àT—  3,.fc+|(fc)*= 

COS  2gV  -  2>  A"f  il  +  £  1»  ■ H-  (  £  +  g-g)  »■  J  . 
La  fonction  R, 5  posée  dans  la  page  417  donne 
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(4) . Æ5=  —  — ^)(i— ^*).(aM)‘C052/v 

=  —  A"  ^ |  -h  ~  7* cos  2gv^  (a w)1  cos  2 fv 
=  —  ^(l ■+■  ^7* cos 2gv^(i  —  |y*cos  2gv^cos  2/t* 

=  —  Av  ^  H-  ^  y*  cos  2gv)  cos  2/y 

=  — 71  COS  2gV  —  2>. 

Cela  posé  ,  si  l’on  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  la 
fonction  (3)-+-/rc*  j  2  .  (1) -H  2  .  (2)  ■+•  (4)  j  on  formera  cette  équation 
différentielle 


laquelle  étant  intégrée  donne 


*  ~  Aft  »/*  m  / 1375  1  1567  \  aj 

iu=  C0S2gV-lfV  A'-i  (g-t-ïë  +  l  7B8+4  =  7ë8)m  ! 


Il  suit  de  là  que  nous  avons 


=  —  2 .  $u  •+•  nï 


•f R.dv= 


/'■*  jff  )  (  o  /  la67  191  9  _ 3  /  /  \  i  | 

cosigv-ifv  A V  jo.m  H-o.w-(w-î55-gî=ra)m  j 


et  par  conséquent 


v  .  377 /yl/n‘.jw2^~î>_  377  y. 

oni=-m - h=S - =~Wi-A  -ismigv-ifv. 


27.  En  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  obtenus  dans  les  pages  383, 
384 ,  391  et  395  on  en  conclura  que  la  figure  elliptique  de  la 
Terre  introduit  dans  l’expression  de  tint  les  termes  suivans  j 
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Sut  =  ’A'-j  j  +  m ) singv  —fv—\ singv +fv  J 

+  A'n  j  C)  \singv—cv  —fv  +  ^singv+cv  -t-fv singv -cv+fv\ 

—  A’mi  [  (| -t- sin 2 Ev+gv  —fv + (|  -+-  }jj| m 'jsiniEv—gv  +fv J 
4-  ^  j  ry-  sin  îfv-Wll  Slîl  2gv  -  2/y  } 

4---^  -  |ttft2£V4-2gV— ’  2/^4- sin  2 ÆV— 2gV4-2/î>  J  , 

4-  etc. 

lesquels  étant  réduits  en  nombres  donnent 

=  6", 65  i/« gv  — ^  —  o",34  sin gv  4 fv  4-  o",o  1 9  sin gv  —  cv  —fv 

4™  o%oi  2singv-\-cv-+f>  —  d'jio'j  singv  -cv+fv-  o\  009  sin  2  Ev+gv-fv 

—  °  >oogsm2Ev—gv+fv-\-o",oo5'].sin2/v—o"yo3ç)5sin2gv—  2/v 

4-  etc. 


Peut  juger  Par  là  le  peu  de  fondement  que  Ton  a,  d’estimer  la 
grandeur  des  inégalités  Lunaires  par  la  simple  connoissance  de 
l’ordre  analytique  du  coefficient  littéral.  C’est  le  coefficient  numérique 
T  aol  rend  sensible  la  prémière  de  ces  inégalités  :  mais  ce  nombre 
n’est  pas  un  de  ceux  qu’on  puisse  deviner  par  un  simple  aperçu  , 
comme  on  peut  deviner  l’existence  et  la  forme  de  l’argument 
Toute  fois  cela  suppose  un  grand  développement  dans  les  idées 
théoriques  ,  puisque  Mayer  ,  qui  avait  établi  par  les  observations 
1  existence  de  l’équation  6” ,65  .singv— fv  ,  n’en  4  pas  pénétré  la 
véritable  origine. 


(  )  M.  Damoiseau  trouve  A’ey  ,  au  lieu  de  ,  pour  le  coefficient  de  l’argument  gv  —  Cv  —fv 

(Voyez  p.  5g 2  du  Vol.  où  sa  Théorie  de  la  Lune  est  imprimée  \  Mais  ce  coefficient 
de  M.  Damoiseau  me  paraît  fautif  :  car  il  obtient  dans  l’expression  de  5a  le  terme 
2  ^  cos Sv  cv  —Jl>  f  tandis  que  j’ai  démontré  (Voyez  p.  37a)  que  ce  terme  devient 
nul  pai  la  destruction  mutuelle  des  parties  qui  concourent  à  sa  formation.  D’ailleurs 
tenir  compte  de  ce  terme  et  négliger  celui  affecté  de  l’argument  p>-cv+fv  donM 
ficient  est  six  fois  plus  grand?  .  J  dont  le  coef- 
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Calcul  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour  argument 
2Ev  ■+■  ic'mv  —  2/ï\ 

28.  D’après  l’analyse  exposée  dans  le  7.*“*  paragraphe  du 
Chapitre  il  est  aisé  de  démontrer,  que  la  valeur  de  a u=  ut  +  àu, 
et  celle  de  s*  =  ,  renferment  chacune  un  terme  affecté  de 

l’argument  2Ev-h2c'mv  ,  tel  que 

$u=  cos  2Ev-h2cmv  > 

s*  =  cos  2Ev-*-2c'mv  • 

En  effet 5  l’expression  de  às  posée  dans  les  pages  204-207  du  second 
volume  donne 


2 st$s=  cos  2ZÏV-+- 2c'mv 

9  .98  t  ,\ 

82 m  i  ~*“256m  y  /  ’ 

(às) 1  =  îsinzEv—gv 

»( 

X  singv+zcmv 

-+-  2  s  in  2  Ev+cmv  —go 

£'v(- 

■  X  singv+c’mv  ,  £'y(  |  m) 

—  cos  2  Ev  ■+•  2  dmv 

27  81  27  \  ,  , 

64  256  266  )m  7  > 

partant  ,  on  a  j 

25,fo-+-(fo)*=  cos2Ev+2c'mv  s'1  J 

i  9  .  /  93  ,  27  15  \  ,  »  1 

(  32my -4-^256-4-256  — 32  jr/i  7  J  j 

3Slfc+|(î,)-= 

cosiEv+ïc'mv  £'‘(^™v‘+^|w'v‘)  • 

Il  suffit  ici  de  prendre 

=  ^2Coscmv  z  | 

-+•  2  COS  2c* mv  z'1  ^  J  ^ 

=  cos  2Ev-*r  2c’mv  C\ 

9  27  9)  , 

8  8  4  i  m  * 
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2 ""  2  Ev 

COS 


Produits  partiels  de  — (2^— 

Multiplicateur  Produit 

2Ëv  (-3)  .....  .  \s‘"s2Ev+2c’mv  £’‘(  jm'} 

lEv  +  c'mv  I)  •  V  •  ■  •  |”"2^+2cW  l  m*). 

Produits  Partiels  de  <*£(a'w')5^(  2t> --  a«/) J. 


Multiplicateur 


Produit 


—  2eos-iEv 

sin 


—  2  C0*—  ( 


*  (  w) . r“2^4-2CW  £'*(-|m>) 

£V  +  cW)  *'(-£) . {£2£Vh-2CW  £'*(  |TO>). 

Produits  partiels  de  —  2  (  -4- )yX 


Multiplicateur 


Produit 


2Ev  (“I) . j  cosiEv+zc’mv 

ïEv + c'mv  £'(  . j  cos  2E0  +  2c'mv  £“^ 


2  cos  2  Ev 
2  COS  2  Ev-\-C 
11  suit  de  là 


«B  sm2£V  +  2cW  £'*(  |_î =|tu‘)  ; 
—f$R'dv  =  cos  îEv-\-ic'mv  £'*^  ; 

37?r=  cos2Ev  +  2c'mo  e'‘  j 
“  2  R.do  =  cos  iEv-*-2C'rm>  £'*(_|w* 

La  réunion  de'  ces  parties  donne  cette  équation  ; 
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d1 .  hi  /  3  a  \  * 

-—-(•-‘I™  )°“  = 

cosiEv+ic’mv  +  ; 

de  laquelle  on  tire 

£w=  cos  2Ev-b2c'mv  : 

et  de  plus  on  voit  que,  ce  coefficient  est  exact  jusqu'aux  quantités 
du  sixième  ordre  inclusivement. 

Cela  posé  ,  en  prenant 

—9'au  5  =  |s’  =  cos  2E0  -H  ic'  mv  e*(—  r=/rcV)  > 

(  I  ■+•  SS )*  v  lü  / 

l'expression  précédente  de  R ,  donnera  ce  terme  ; 


•ft,  =  m 1  ) £  * 2/$V -+■  ic'mv  —  2/0  5 


^"(  TT;'"  )<'' 

2.E  •+■  2C'/tt - 2/ 


.  COS  2  £V  H-  2C  ni  V  —  2/y. 


Relativement  à  cet  argument ,  le  principal  terme  de  l'expression  de 
est  celui  qui  a  pour  diviseur  la  petite  fraction  2E-\-2c'm — 2/: 
en  conséquence,  il  suffit  de  prendre  du=  2  m'J' Rt  dv.  Par  la  même 

raison  ,  on  peut  réduire  la  valeur  de  d-^  à  —2  üu  +  rrCj' Rxdv  \  et 
alors  on  a 


d.lnt 

d  v 


jii  3  h  1  /  27  4  a  \ 

=-3  *■/>>. 

J  1  -+■  ac'rn  —  2/ 


COS  2ZÎV  -t-  2 cW  —  2 fo  j 


d  où  1  on  tire  ,  en  intégrant  ; 
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JH  3  ii  1  /  27  4s  \ 

A  m  t  y 

■ Sln  2Ev+ 2C  mv  -  2>- 

En  réduisant  ce  coefficient  en  nombres  011  le  trouverait  de  quarante 
secondes.  Mais  une  circonstance,  dont  nous  n'avons  pas  encore  parlé, 
le  rend  insensible.  Voici  en  quoi  elle  consiste.  Pour  plus  de  sim¬ 
plicité  ,  représentons  ce  terme  par  dnt=G.smPvj  et  remarquons, 
que ,  en  réduisant  l'expression  de  SR'  ,  due  à  l'action  du  Soleil 
(Voyez  p.  273  et  33 1)  au  seul  terme  8R  =  — 3  mànt  .cos  2E0  ,  011 
aurait  par  la  substitution  de  ce  terme  de  dnt  ; 

àR' = — ^mG^sin (2 Ev 4- |3i>)  —  sin (2 Ev  —  py)  j  : 

d’où  l'on  tire,  en  prenant  —  ■  =  \  ; 

— Ç à  R*  do— — \mG  j  cos  (2£V-*-pv)  —  cos  (2  Ev  — p&>)  J. 

Donc  ,  en  considérant  seulement  les  termes  affectés  des  argumens 
qui  ont  pour  diviseur  la  très-petite  fraction  (aiF-h  2c'ra  —  2/)*, 
°n  formera  l'équation  différentielle 

—  —  (  1  —  |  m‘ )  Su  =  —  |  m3 G  { cos  (2 Ev -+• /3t>) — cos  ( iEv  —  J  , 

ffui  donne 

àu  =  j  cos  (2 Ev  —  p^)  —  cos  (2 Ev  ■+■  fiv)  J  • 

Cela  posé ,  si  l’on  substitue  cette  valeur  de  $u  dans  le  terme 
—  6sm  iEv  .§u  ,  appartenant  à  la  fonction  %Rt  (Voyez  p.  2^3), 
on  aura 

dRr  =  —  3m3  G.sinfiv  ; 

et  par  conséquent 
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R,dv=-^cos?Vi 
3nt  = — 2iL?  sin 

Donc  en  réunissant  ce  terme  avec  le  précédent ,  on  aura 
$nt=  G  j  i  —  J  sin$v. 

En  cherchant  de  la  même  manière  ,  le  troisième  ,  le  quatrième  etc, 
terme  de  ce  coefficient,  on  voit  qu’il  donnera  la  série 

c’est-à-dire 

fat  =  Gsin^v  _  GB'sinSv  ' 

i  _u  9^!  9  //i5  h-  5 

P 

ou  bien  ,  en  remplaçant  G  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut  ; 

/m3  /»  a/ 27  45  \ 

A  m  '  7  (32“H32W)  .  „ 

om  ~  -simEv  +  icmv  -  ofv. 

La  quantité  9/71*  étant  très-grande  par  rapport  à  (iE  +  ic’tn  —  2/')’ , 
on  peut  écrire 

J"i  =  •(|  +  |m).ji»2£t>  +  2cW-2>; 

d’où  l’on  tire  ,  en  substituant  pour  A "  sa  valeur  • 

•  (^c*, — '06V(^-/71  ysiniEv  +  ic'mv-  î/v* 

°r  d  est  évident  que  ce  coefficient  est  insensible  Si  Ion  objectait, 
que  en  posant  $u  =  H .cosfiv,  l’équation  dff  =  —  7  sin  iE\> .du ,  donne 
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—J* àl?.dv  =  —  j  cos(2Ev  +  pv)-hcos(2Ev  — .  |3p)  J 

et  par  conséquent 

àu  =  —  m'H[  cos(2Ev-hfiv)-\-cos(2Ev  — pv)  |  • 

on  ferait  disparoître  la  nécessité  de  cette  considération  ,  en  faisant 
remarquer  que  cette  valeur  de  du  ,  donne 

àE  =  —  6si7i2Ev.àu=z  (3/11*11—3111*11)  «n^=o. 

2g.  Lagrange  a  considéré  l’inégalité  ayant  pour  argument 
2ZV-+-2cW-2>  dans  son  Mémoire  sur  l’inégalité  séculaire  de  la  Lune 
publié  en  i776  dans  le  Tome  YII  des  Prix  de  l’Académie  des  Sciences 
de  Paris.  Mais  comme  ,  dans  son  analyse  (  Voyez  ce  qu’il  dit  à  ce 
sujet  dans  les  pages  i3  ,  21  ,  44),  il  supposait  nulle  l’inclinaison 
e  ^  °^ite  ?  il  est  impossible  que  ses  résultats  soient  conformes  à 
a  vérité.  Car  tous  les  effets  principaux  de  cette  cause  perturbatrice 
isparoissent  dés  qu’on  suppose  7  =  0,  et  qu’on  ne  prend  pas  en 
considération  l’équation  différentielle  qui  détermine  la  perturbation  9s 
de  la  tangente  de  la  latitude.  D’ailleurs  Lagrange  n’a  pas  remarqué, 
le  dénominateur  (2E  +  2dm  —  of)*  perdait  l’influence  qu’il  lui 
attnbuoit  par  son  association  avec  la  quantité  9  .m5,  beaucoup  plus 
grande.  C’est  en  vertu  d’une  cause  semblable,  que  la  lente  variation 
séculaire  du  plan  de  l’écliptique  se  trouve  paralysée  en  s’associant 
au  mouvement  beaucoup  plus  rapide  du  noeud  de  la  Lune  ,  dans 
1  expression  de  la  tangente  de  la  latitude  de  ce  satellite  au-dessus 
de  1  écliptique  vraie.  Néanmoins  ,  ce  Mémoire  de  Lagrange  est 
précieux  sous  d’autres  rapports  ,  et  il  a  du  faire  germer  des  idées 
plus  heureuses  :  c’est  là  ,  que  la  non  sphéricité  de  la  Terre  à  été  , 
pour  la  première  fois  ,  introduite  dans  les  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  Lune,  avec  une  lumineuse  élégance  analytique 
et  il  11  y  avait  qu’à  rétablir  les  termes  dépendans  de  la  latitude  * 
pour  découvrir  aussitôt  l’inégalité  ,  ayant  pour  argument  ,  qul 
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affecte  cette  coordonnée.  Mais  il  était  réservé  à  Laplace  d’ajouter  , 
27  années  plus  tard,  cette  importante  remarque  au  travail  de 
Lagrange  ,  et  de  la  suivre  dans  ses  conséquences  par  rapport  à  la 
longitude.  Au  reste,  il  n’est  pas  surprenant  si,  Lagrange  uniquement 
préoccupé  de  l’idée  d’une  équation  ayant  une  période  de  plusieurs 
milliers  d’années  ,  a  négligé  de  chercher  dans  ses  propres  formules 
les  termes  sensibles  qu’elles  pouvaient  donner  avec  des  argumens 
dont  la  période  est  d’un  petit  nombre  d’années. 

3o.  Ce  Mémoire  de  Lagrange  offre  une  autre  particularité  que  je  ne 
puis  passer  sous  silence.  L’équation  différentielle  dont  il  donne  les 
coefficiens  dans  les  pages  34  et  35  revient  à  dire  ,  suivant  nos  dé¬ 
nominations  ,  que  l’équation  différentielle  en  doit  renfermer  les 
termes  suivans  : 


cl 1 .  Si* 

/  a  n>: 

o«  = 

dv 1 

\  2 m 

cos  iEv  -*r  zc'niv 

•'*1 

(  ?”>■) 

cos  iEv  -*r  ic' mv  - 

—  cv  es'"  ( 

!-¥“■) 

cos  Ev  +  cmv 

f  15  ,  \ 

,  T'”) 

cos  Ev  +  cmv  —  cv  et’b1  ^ 

S.m°) 

cos  3Ev 

:  !'»•)• 

Or  il  est  démontré  dans  cet 

Ouvrage 

,  que  le  premier  et  le  cin 

quième  terme  sont  nuis  ;  et  que  les  coefliciens  numériques  du 
second  ,  troisième,  et  quatrième,  sont  respectivement  égaux  à  —  ^  ? 
-Hqjr,  —  g-  (Sur  quoi  Voyez  les  pages  36,  37  ,  345  de  ce  volume, 
et  les  pages  72  ,  73  du  second  volume  ). 

Ainsi  il  n’y  a  pas  un  seul  de  ces  nombres  de  Lagrange  qui  soit 
exact  :  et  cela  j  à  cause  qu’il  n’a  pas  pris  en  considération  toutes 
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les  combinaisons  qui  concourent  à  leur  formation.  Autrement,  Lacrran^e 
aurait  vu  que  le  terme  de  la  forme  K.nï ïEv  +  ic'mv  est  nul 

dans  le  développement  de  la  fonction  (ac-av);  et  alors 

les  trois  parties  de  sa  formule  posée  au  bas  de  la  page  38  auraient 
cessé  d’exister  chacune  •  en  particulier.  Cela  donnait  de  même  un 
résultat  nul  ;  mais  sans  offrir  la  singularité  d’une  destruction  mu¬ 
tuelle  entre  leurs  parties,  qui  avait  quelque  chose  d’étonnant  même 
pour  Lagrange  :  au  point  qu'il  regardait  comme  fatalité  singulière 
(c’est  sa  phrase  V.  p.  43)  ce  qui  n’était,  dans  le  fond,  qu’une  heu¬ 
reuse  combinaison  d’erreurs  propre  à  détruire  les  erreurs  commises 
en  empêchant  la  réalité  d’une  fausse  conséquence.  Je  regarde  plutôt 
comme  une  fatalité,  que  Lagrange  ait  cru,  par  ce  Mémoire,  pouvoir 
établir  comme  douteuse  l’accélération  du  moyen  mouvement  de  la 
Lune ,  tandis  que  ses  propres  recherches  tendaient  à  la  mettre  hors  de 
oute  ,  ainsi  que  Laplace  l’a  fait  voir  par  une  simple  rectification 
de  ses  calculs  (Voyez  la  page  229-332  du  Tome  VU  déjà  cité)  :  et 
que  le  même  Lagrange,  huit  années  plus  tard,  soit  tombé  le  premier 
sur  la  véritable  formule  qui  contient  l'explication  de  ce  phénomène 
sans  s’en  appercevoir.  (  Voyez  ce  que  j’ai  déjà  dit  à  ce  sujet  dans 
les  pages  63  et  64  de  ce  volume  ). 

3i.  Parmi  les  inégalités  dépendantes  de  l’angle  ifv  ,  celle  dont 
1  argument  est  Ev  +  c'mv+'ifv—igv  —  cv  paroît  ,  au  premier  coup 
^  °eil  ,  susceptible  d’acquérir  un  coefficient  sensible  ,  eu  égard  à  la 
petitesse  du  diviseur  3  — 2g  — c  — (i  —  c')ra- i)  =  o,ooo4i25. 
Mais  ,  d’un  autre  côté  ,  si  l’on  réfléchit  que  ,  en  dernière  analyse  , 
°n  aurait  dans  dnt  un  terme  de  la  forme 


f  K  K'{E  +  c'm+  a/—  ig—c) 

j 

A’’  ea* y*  b*  m% 

1  *  3 

(£+c'm+2/-ÿ-c)‘-  i  — - m* 

(■£  ■+•  c’m  ■+•  rxf — 2g-  —  cj»  ^ 

|  j  K"  —  c) 

{E-t-c’m-*-  if—o-gY —  ! 

Tomt  l 
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et  que  Ion  a  ^ __ e)x  =  0,0000000744 1  ,  on  en  conclura 
qu'il  faudrait  supposer  aux  coefficiens  désignés  par  K  ,  K' ,  des 
valeurs  tout-à-fait  improbables  ,  pour  rendre  ce  coefficient  sensible. 
Ajoutez  à  cela  ,  que  la  fonction 


E  H-  c'm  -h  7.f —  2g — c 


(E  -+-  c'm  -f-  2/ — g — c)* —  1  —  -m*  (  E  ■+*  c'm  -f.  2/ — 2g)1 —  1  ^  fl 


doit  se  réduire,  étant  développée  ,  à  une  quantité  de  l’ordre  de  /?al* 
et  que  ,  par  conséquent ,  on  doit  regarder  le  coefficient  de  cette 
inégalité  comme  ayant  pour  diviseur  une  quantité  de  Tordre  de  la 
première  puissance  de  zf—  2g-  —  c  ,  ainsi  que  cela  a  lieu 

pour  tous  les  cas  semblables.  Au  reste ,  nous  pourrions  obtenir 
directement  la  valeur  approchée  de  ce  coefficient 5  mais  nous  croyons 
superflu  d  exposer  ici  le  calcul  qui  établit  l’inutilité  de  sa  considération. 
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§  2. 


Des  inégalités  Lunaires  dues  à  la  différence 
des  deux  hémisphères  terrestres. 


32.  Par  des  motifs  tout-à-fait  analogues  à  ceux  qui  ont  été  exposés 
au  commencement  du  paragraphe  précédent,  la  base  de  cette  recher¬ 
che  sera  fondée  sur  les  formules  suivantes ,  déduites  de  celles 
données  dans  la  page  36  :  c’est-à-dire  que  ,  apres  avoir  fait ,  pour 
plus  de  simplicité 


011  prendra 


3  . 


ç  sin3  «  -+■  3  s1 .  sin  w  cos 1  w — ^  (1  +s>)si/ia.  cos  f\> 
(,+w)5  (h-3s  .  sin*  a  cos  a .  sin  —  |s*V«  .cos  3/v» 

-fta=  q  — (ai---7  \  \cOSu  —  |c053«  —  (4c05&)  —  6cOS3<w)s*l  5 

**  s{i+ssÿ\  \ 

(  (7  sin  a  —  Y  sin3  a+s*.  sin  «  ^  sin  fv  ) 


*3  =  qtil.J^l 

^  (  1  -t -ss 


l)  (3  —  6.5») 


sin 1  &> .  cos  .  cos  2/v  •+-  ^  sin 3  &> .  sin  3/i> 


=  —  J |  3cosw— ^swa«cos*)-t-(6cos«  —  iocosMs*  |  . 

^  (I  -H55)»|  J  ’ 

— ysmw+3.sw3w-4-^smM--^sm  w^sl-i-|smw.s'J  ) 

1 1  —  (v““  3s‘^s.s/Vwcosw.cos2/^— — |-sl^sm3w.sw3/vj 


i?-  =  n  €L  J*u)1 

J  /  /A*  * 

(  I  -+-  SS  )  3 


pour  les  valeurs  de  Rt  ,  j?a  .  .  i?5  qui  doivent  être  ajoutées  à  celles 
posées  dans  les  pages  a65  ,  266  ,  afin  d’analyser  les  conséquences 
auxquelles  donne  lieu  l’introduction  de  ces  nouveaux  termes  dans 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  Lune. 
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Il  est  vrai  que  cela  suppose  connue  la  valeur  du  coefficient  K{3)  : 
mais  quelle  qu'elle  soit  ,  on  sait  positivement  qu'elle  doit  être  fort 
petite.  Et  comme  ce  coefficient  se  trouve  multiplie  par  le  cube  de 

la  fraction  il  serait  absurde  d’attendre  des  termes  sensibles 

de  la  part  de  cette  cause  perturbatrice,  si  la  considération  des  termes 
qui  augmentent  par  les  intégrations,  ne  réclamait  pas  une  discussion 
scientifique  ,  propre  à  faire  taire  les  doutes.  Je  conçois  a  priori 
que  de  tels  doutes  n'ont  pas  de  fondement  ;  mais  la  complication 
du  sujet  ne  permet  pas  de  saisir  d’un  coup  d’oeil  l'ensemble  des 
circonstances  qui  les  atténuent  et  les  font  disparoître. 

Les  termes  compris  dans  les  expressions  précédentes  de  Rn  R a .  .  Rs 
peuvent  être  partagés  en  trois  classes  ,  dont  la  première  comprend 
ceux  dépendans  de  Tangle  la  seconde  ceux  dépendans  de  l’angle 
2 \fv\  et  la  troisième,  les  termes  qui  sont  fonctions  de  l’angle  3/è.  Je 
fais  abstraction  des  termes  indépendans  de  l’angle  fv ,  parceque  il 
ne  peut  résulter  de  leur  existence  ,  qu’une  modification  insensible 
dans  le  mouvement  du  périgée  ,  ainsi  que  dans  les  équations  sécu¬ 
laires  dues  à  la  variation  de  l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre. 

En  réfléchissant  sur  les  combinaisons  des  argumens,  formées  avec 
l’angle  fv  ,  on  reconnoît  aussitôt  qu’on  aura  l’inégalité  ayant  pour 
argument  Ev  •+■  c inv  —Jv:  mais  un  raisonnement  tout-à-fait  semblable 
à  celui  que  nous  avons  développé  dans  le  n.°  28  du  §  précédent  démontre 
a  priori  que  le  coefficient  de  cette  inégalité  doit  être  insensible. 

Les  combinaisons  formées  avec  l’angle  2 fv  seraient  associées  avec 
les  argumens  de  la  latitude  ;  et  cette  circonstance  ,  jointe  à  celle  de 
l’excessive  petitesse  des  facteurs  qui  les  multiplient  ,  suffit  pour 
démontrer  qu’elles  ne  peuvent  donner  rien  de  sensible.  Ainsi ,  la 
recherche  actuelle  ne  peut  porter  que  sur  les  combinaisons  formées 
avec  l’angle  3/î\.  Or  il  est  clair ,  que  parmi  celles-ci ,  il  n’y  a  q^e 
1  inégalité  ayant  pour  argument  dfo  —  2 go  —  cv  ,  qui  soit  susceptible 
de  faire  naître  quelques  doutes  sur  la  grandeur  absolue  du  coef¬ 
ficient  qui  l’affecte  dans  l’expression  de  la  longitude.  Et  ces  doutes 
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se  réduisent  à  bien  peu  de  chose,  lorsqu'on  pense,  que  le  coefficient 
de  cette  inégalité  est  nécessairement  multiplié  par  la  quantité 


Kme-ï(-l)>sinh> 

- - =  K)°  >o64  , 


et  que  la  valeur  probable  de  K(3)  est  inférieure  à  un  millième. 

Sans  rappeler  ici  l’analyse  déjà  donnée  à  ce  sujet  (Voyez  p.  i5g.  et 
suivantes  ) ,  nous  allons  exposer  la  suite  des  développemens  qui 
rattachent  la  théorie  de  cette  inégalité  aux  mêmes  équations  différen¬ 
tielles  ,  desquelles  nous  avons  tiré  les  inégalités  Lunaires  dues  à 
l’action  du  Soleil  et  à  la  figure  élliptique  de  la  Terre. 

Mais,  pour  ne  point  interrompre  le  fil  de  cette  recherche,  je 
plaçerai  ici,  en  forme  de  Lemme  préliminaire,  le  petit  développement, 
propre  à  fournir  dans  l’expression  de  ~  le  terme  de  la  forme 


cos  2 go -h  co  ey‘  (//m’-t-  H'  ni‘  +  H"  in '  )  , 

dont  nous  connoissons  seulement  le  coefficient  II  (  Voyez  p.  ;53 
du  second  volume  ). 

33.  Pour  cela  ,  remarquons  d’abord  ,  que  la  valeur  de  8s  posée 
dans  la  page  88  du  3.ièmc  volume  donne 


r,  .  ,/3  ,  9  s  381  ,\ 

3st8s  =  cos2gv-t-ct>  ey  (  2 m  —  m  )  • 

Maintenant,  si  l’on  suit  la  marche  tracée  depuis  la  page  i32  jusqu’à 
page  142  du  2.ièmc  vol.  ,  on  reconnoîtra  aisément  que  l’équation 
différentielle  en  du ,  dont  il  est  ici  question  doit  être  formée  par  le 
procédé  suivant. 


g 

7É  -4-  J  du  =  COS  2gv  - 


=  COS  2gV’\‘CV 


«ï‘(-ï)+6ecMW-^- 

,/  3  ,  3  ,\ 

H  (-4+2m  )• 
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théorie  du  mouvement  de  la  lune 


Produits  partiels  de  -6 <7.-  ££Lsin  (2v-2v'\ 

L  7  Uf  U*  COS  \  J 

Multiplicateur  Produit 


j 

r  iW 

2gP-4-CP 

a  / 

117 

2337  , 

2  sm 

É 

|  cos 

<7  ( 

64 

772- 

■*-256  m 

) 

COi 

\ 

}  i 

1  - 

-(ag’p-Hcp) 

e/‘( 

81 

64 

/»*] 

! 

sin 

2 

cos 

lEv  +  cv  e 

(6- 

1 

2gV-4-CP 

«/( 

9 

8 

772  — 

183  , 

~32™- 

sin 

2 

cos 

iEv  —  cv 

•( 

6)-! 

1 

1  “ 

-(agv+cp) 

«7*( 

3 

2 

> 

772 

i 

) 

„  5m 
2 

coi 

iEv  —  2gV 

/(■ 

-§)•••! 

- 

-  (2gv-*-cp) 

ey’( 

27 

16 

► 

2  5m 
cos 

2-£V-4-2gV  7 

*(-i 

2gV-+-CP 

ef{- 

1 

SIS 

$ 

1 

771  a 
■  64  m  + 

4S  , 
32m 

sin 

2 

cos 

2/Tp  —  2gV- 

-CP 

*(ï) 

. . . . 

!co"-(2^ 

-hep) 

ef\ 

(“ 

772*^ 

sin 

2 

COi 

2Ev-h2gV  +  CV 

*(ï) 

|  2gv. 

■H  CP 

ef 

(¥ 

m%y 

• 

-67^ 

1  (a'u 
ut 

O1»»  / 

2p')  = 

sin 

cos 

2gV  -4-  CP 

e-r\ 

2337 

25G 

183  9 

32  8 

771 

64  + 

32^ 

15 

4  = 

1179  > 
256  , 

)  m‘  ! 

— 

(2gP-+-Cp) 

«/{ 

81  3 

64’+’2“*" 

27 

Î6  + 

15  525  ) 

T=64  \™ 

Le  produit  des  deux  termes 


-*7n~2Ev  ("0  X  sinzEv-igv-cv 

donne 

Mais  cette  même  fonction  renferme  les  deux  termes 
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in  /  15  ,  \  ,  sin  »  /  9  .  \ 

o.w  e(-Tm  )  +  cos2gv  y 


4^9 


sm 

cos 


(Voyez  pages  23o  et  23i  du  second  vol.).  Donc,  en  faisant  le 
produit  par  ^ -h 2  cos cv  e(—  3)  4-  2cos2gv  ),  il  viendra 


3  d[(«V)3*m  (2^—  2^')]  f  97  97  /ic 

-  eV  Î-6î+Ï6-ï6=-||TO\ 


•2-7- 


Il  suit  de  là  que  , 

*R=  R‘=  iina^+w  +H=w)«*l  ; 

-fR,dV=  cosigv+cv 

Le  produit  de  coscv  par  | y'cosigv,  donne 

-icos  igv  f{\)f R,dv=  coszgv+cv  ey'(-^m-3-¥?m'y 

La  fonction  —■  renferme  les  trois  termes  (  Voyez  la  page  i38  du 
second  volume  ) 

*Rr 


i  27 

/  3537 

COS  2  gv  4-  CV 

ey* 

|  256  m  "h 

V  1024 

f  27 

387  ,\ 

COS  2gV 

—  77?  m  — 

^  64 

256  772  ) 

<  135 

1557  ,  \ 

cos  cv 

H 

—  -yr-rtll - 

^  32 

Ï28™  ) 

lesquels  étant  multipliés  par  ut  =  i+  e cos cv  —  ^ cos 2gv  ,  donnent 

oVT=  cos2gv+cv  — ^+!?-5W+/!îZ! _?§z  .  15£7_981v  . 

b  7  I  \256  128^256  64/  1024  512^1U24~5Î2  )  m  \ 


En  multipliant  — ~^—€ sin  cv — \l* sin  2gv  par 
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K,=  sincv  -+-  sinigv  + 

(Voyez  page  i3g  du  second  volume)  on  aura 

-*£-  -v-*  «r-KA-g— ï)— (S-^f-ïf)--l 

Produits  partiels  de  — 

Multiplicateur  Produit 


2  s  in  2  Ev 

( 

1 

1  COS  2 gV  H-  CV 

ey‘( 

9  TY!  -A—  2313  , 

ï Ôm  +  -!Î2-m 

4  / 

[  COS  2 gV  ■+■  CV 

ey‘( 

75  A 

~mm) 

2sin2Ev  —  cv 

e(- 

-!)■■ 

.  .  |  COS  2 gV-hCV 

ef( 

3  ,  \ 

“¥  m  ) 

2sin2Ev+cv 

e(- 

.  .  |  COS  2gV-hCV 

ey( 

iSOT  ) 

2  s  in  2  Ev  —  2  gv 

v*( 

!)•■ 

.  .  |  COS  2 gv  •+•  CV 

ef( 

45  ,\ 

-Mm) 

2  sin  2  Ev  —  2gv  —  cv 

<- 

_15\ 

is)  ■■ 

.  .  |  COS  2gV  •+■  CV 

ey‘(- 

15 

~Tm  ) 

2  sin  2  Ev  2  gv  ■+■  cv 

ey'(- 

i®/ 

.  .  |  COS  2gv  •+■  CV 

<7*(- 

~Tm  )• 

n  d . 


C0S2/ro+r»  rr‘  !  9  m  1  P313  75  3  ..  9  15  15  «  363\  *i 

OS2gV+CV  ey  j  +  ^  5i2  m  4+l6  T“ T  —  6Î  =  — 5Ï2/m  I' 


J 
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2  cos  2  Ev 

2  COS  2E0 —  CO 


H)- 


{ cos  2go-t-co  ey*(  ï771*) 


2  cos  2  Eo-hco 


cos  2gv  -1-  cv  e/( 

e(  3  y..  jcos2gvH-w  ey*(  J"*') 

(‘  “  I m  )  •  •  •  !  MS  zgv  -t-  w  ey*  (- 1  m  -4- 1|  m'+  g) 
2C0S2Ev-2gv  cos2gv+co 

2C0S2Ev-2gV-CV  e/(-f  rn‘) 

acosaÆV-t-agv+co  e7*(  |  )...  {cos2gv+co  ey*(  |  m1). 

-*(^+Su)f B.A>= 

C0S2gp+cv e7,i-('™H-x=«V+fr+ra+T+--t-A + - ü  4s-t.9-s87\m>i 

1  \10  8  1(V  V4  16^  8  ^C4^l6^32+_8  6Ï/  J 

En  réunissant  ces  différentes  parties  on  formera  cette  équation  dif¬ 
férentielle  j 

/  3  j  \  ^ 

)°“  = 

!/  3  3  3  \  ,  /  9  3  135  27  9  9  33  441\  . 

(‘2  4-ïhn  *6+32  32  +64  8  +  16  16“  64  ) 

/  381  3  1225  3177  981  309  363  587_  9759  \  f 

+  \  64  +2  128  128  +512  32  512+  64  256  )m  ) 

^  °ù  l’on  tire,  en  multipliant  par  f777’)? 

Ai/  »  (  3  »  441  3  /9759  9  9003  \  » 

coszgv  +  co  ey  |^-5T2«-(»+llj=~)^j. 


l’ome  I 
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Cette  même  fonction  renferme  le  terme  cos  2gv  — ~rn3 — 

(  Voyez  p.  336  du  3.,èrae  Volume  )  :  Donc  ,  le  produit  de  du  par 
~  =  1  —  e cos  co  ,  donne 

1/_3 1_ JL\  *  3  417  \  3} 

\  32  4  32/m  \  512  GÎ'”  512  ) 171  I 

_  /  0903 177 8487  \  «  [ 

\  2048  256  2048  ) m  ) 

CMv  *‘( 

Le  terme  affecté  de  l'argument  2 gv-*-cv  qui  entre  dans  le  dévelop¬ 
pement  de  la  fonction  4  •  (  —■  )  est  composé  des  parties  suivantes  : 

Produits  partiels  de  4 

Argument  Produit 

(cos2gV+a> 

|cos2gvH-o>  ~/n4) 

2  co s  2 Ev — co  e  (  ^  m -+-  ~  ma) . . .  j  cos  2gv -4- cv  ef  (  ~ w3h- ~  m") 
2CosiEv-¥cve(-\ nï- ^ m3} . . .  J  cos  2 gv -h co  ef  (-  || m3-  jj| m*+  ~  m*} 

Donc  ,  en  prenant  aussi  le  terme  affecté  de  l’argument  2 gv  dans  la 
page  338  du  3.“""  Vol.  ,  on  a; 

4(1?)  =  cosigy+cv 

C0S2gV  y‘(  I  ,n>—  {ï  /»'). 


icosiEv  ^2 


Cela  posé,  rien  ne  manque  ,  pour  pouvoir  développer  nos  fonction5 
d  une  manière  conforme  au  but  de  cette  recherche. 


A 
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Calcul  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  ,  ayant  pour  argument 
3/y  —  2gV  —  cv. 

34.  Soit  G=~sinz(ùy  et 

#=_3  Gq.^ufcosZfv  '  d_3  Gq[*u?sinZfv 

1  4  *  J  y  iï3  —  r .  —  ■  -  . 

(>*«)*  ’ 

R  -  gy(»— 7f*)Ca«V^w3/lt> 

5  ~  '  7  • 

(  I  -*~ss)  * 

Comme  il  suffit  de  prendre  (i  -t-ss)~^  =  i  —ls‘ .  /'•■.«'T*  9  , 

on  peut  réduire  ces  expressions  à  celles-ci  ; 

/?,=  sJîî=|.G?s(lit).fl>13>r 

^s=  £?  (—  1  +  j^)(aw): 'sin3fv. 

y  faisant  d  abord  5  s=s  ~ysingv  au _ r, _ _  ,  y* 

y  ,  r>wgv,  aw^«i=I  -*-ecoscy  — 4 cos2£rv 

°R  aura  ;  4  *  ’ 


«/=  I 

-f-  2  e  co  s  cy  — 

1 , 

2  7  C0S2gV- 

1  > 

■  4  cv  c°s  2 gv  -f.  cy 

3  21  . 

\  *  3 

3 

/  21 

3 

15 

V 

4+ T*- 

—  2  ecos  cv  — 

(î*“ 

“8  = 

:16 

1 7  co^  2gv 

/21 

3 

9  \ 

(l6 

16" 

=  8> 

J  ey  cos  2gv  -h  cy  j 

)«,’=—  I 

—  3ecos  cv—  j 

(  21 
(  8 

rf»|  09 

II 

“) 

(  y*  cos  2gv 

1 

^G3 

3 

51  N 

-l 

,16 

4  ~ 

16  J 

(ey'cos  2gry-i-cy  $ 

3  3 

singv  ey  singv-hev  ; 
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^ = ' ““  Gq  { \c°s  + 1 ecosSfv  - cv+^fcos3fv -  2gv-4- ^e^cos^fv  -  2gv  - cv j  j 

J  3  3 

5^=  Gq  |g7  cos  3/î>  —  gv  -4-^  eycos3Ji>— gv  —  cy  J  j 

i?.=— G<7  j  2^-h||e7a5/w3/^-2^-c^j . 

Mais ,  pour  avoir  égard  aux  ternies  dûs  à  Faction  du  Soleil ,  il  faut 
changer  a  u  en  u,+du ,  s  en  et  alors  on  a; 

#'=Gq(— J u;cos3fv+^ Gq(2Stàs  +(àsY)(ut+  àu)'cos 3fv, 
5^3=4  Gq  j  i  -4- 2  —  -4-  ^ ^ ^  J  stu*sin3/v-\-^Gq$s(ut-4-$uysin3/i>  ÿ 
fl5=Gq(—i+^s^\i+3^+3(~y\u13sm3Jv+~Gq(2sl$s+(ty%)(ui+$uŸsm3ft- 
Maintenant ,  il  faudra  faire  dans  ces  expressions 

4>(S)  = 

»..ev  )'!  "•■+(s-B=»)'”-(ff+H=T)»1 

I*  .  /417  45  _ 507  \  3l 

16  m  \  256  "*"*  128  256  /  771  I 

> 

/  8187  1851  __  12189  \  4  l 

V  1024  512  ““  1024  )  171  J 

COS  lEv  ^  2  .  /72*-t-  ~  m3  ^ 

cosiEv  —  cv 

cos  iEv  +  cv  e  ( —  I  T ^  ) 

COS  lEv^r  2gV  v(  8  ) 

cos  iEv  -4-  2gv  7*  ^  i  rrC  ^ 

co^  2£V  —  2gv3  —  cv> 

COS  2«£V-4- 2gV-4-CV> 


v'( 

/(  lTO‘) 


r 
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{  25,  $5  ■+■  (fo)*  |  (u,  •+•  dw)*  = 


COS  2 gV 

7*1 

/3  a  41  A 
(8W  +  3im) 

co s  2gy-4-cy 

a  1 

ey  | 

[  a  /3  3  27\  3  /127  «  .  3 

!  “(g +6Î=6i)W  “(  8â  +3-1'25G 

cos  2  Ev  —  2  gv 

vM 

'3  .  3  ,\ 

C05  a£V  —  2 gy— cy 

«7*| 

gm  +  (a2  — 3_  — 32 jTO  J  ; 

j  25,  &  -+-  (35)“  j  («,  -4-  du)3  = 

C05  2gy 

7* 

l  9  „>a./  9  .4-S7_123  Wi 

i  Î6m't'Vc5'<'32—  U4  )m  I 

C05  2gv  -+-  cy 

ey*| 

M 

co5  2ÆV  —  2gy 

7*1 

cos2Ev-2gv—cv  ev’î^m  +  (^  — 3=— j  ; 


53 _ 1681 

128  256 


ce  qui  donnera  les  termes  suivans 

Produits  partiels  de  ^ 


Multiplicateur 


2  cos 


3>  (-!). 


Icos  3/y  —  2 gv 
cos  3/y  —  2gy  —  cy  ef  (  ~  m'- 
c<>5  2Zsy -4-3/y  — 2gv—cy  cy1^ 
cos  2ZV  —  3/y-+-2gv-+-cy  ey1  ^ 


Produit 

/’(-  lm‘) 


1521  3 

"+"  2048 111  ‘~1~  8192 
117 


256 

256 


m  - 


!»') 

2837  ,\ 

1024  ^  / 


2  cos  3/v  —  cv  e 

2  COS  3/v —  2 gV  7*^ — 
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«/< 

e/*( 

d  9 

“Sï,B  + 

183  A 
-256™) 

e/‘( 

r  3  ,  \ 

,  Ï6™  ) 

«T*( 

_22ï  3855  A 

256'W-ÏÔ2ÎTO) 

cos  3/i>  —  2gv  —  cv 
COS  2Ev-*-3fi  —  2gV 
Produits  partiels 
Multiplicateur 
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C0s3fv—2gi>  —  cv 
COS  2Ev-*r3fv —  2gv  —  < 

COS  2Ev-3/v-i-2gV-+‘i 
C0S2Ev+3fv — 2  go — c 

•  |  2S.&S  +  (&)“  J  («,  Su)'  cos  3/v = 

Produit 

sin3fV-2gV  -/(_ 


2sin3/v  ) 


sin3jî'  —  2gv—cv  e/(  |§m’) 

jttre2ÆV+3#-agv-w  e-/‘(  î^+  — m‘) 
f  simEv—  3fv-y-igv+cv  n'  (—  ^ 

!sin3fv—2gv—cv  ey'(~ïim'') 

sinzEv-i-3/v —2gv—cv  e-/' (— 

«» iEv— 3fî>-*- 2gv+cv  ef(^ 


isin3/v-  tgv  ...\siniEv+3fv—2gv-cv  ef{- 


448 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


Tp  j  2S,Ss-¥-(isy  j  («,  -4-  5u,y  sin  3/v = 

sin3/v  —  2gv—cv 

siniEv+Zfv-igv—cv  <?-/* — 

Produits  partiels  de  ^s,u‘sin3/v^2^-f-(^y Y 
Multiplicateur  Produit 


2COi3/É  —  gv  7(â)... 


jC(«2.£V+3/î— gv—  cv  e-/( 
[cosaÆV— 3/î>-+-gv-l-«>  e'/(— gj/w— 


2  C0s3fo 


(  c0S2Ev-*-$fi>—gv—cv  ey(  |m‘) 
—gv—cve  “/(ïê)--]  7 

( cos2Ev—3fv+gv+cv  e/(  |w*+î|w^ 


Produits  partiels  de  $s  (u,  -+-  $u)% 


Multiplicateur 


Produit 


singv  +  cv  ey(—  m‘-h  |  mJ-t-  nï  ) 

CW<H>  (O . simEv—gv  -/( 

sin2Ev—gv  —  cv  ey(—3.m') 

2 cos cv  e(  i  ) . {s/i*  aÆV-gv-o»  e-,( 

2cos2Ev  ( m *) . jsmgv-t-cc  3./»') 
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simEv—gv  t”î-*'55m’) 

sinzEv-gv-cv  ey(  !■/»— (3— A=||)m*|  . 

os  («,  -t-  5tt)‘ .  sin  3/î>  = 

COî3>_^- c,  ey(- 

co*2.£V-t-3/î*-gv_a>  «7  ( —  -i-  m  m.*  ). 

«  suit  clé  là,  que  les  valeurs  précédentes  de  R„  R,,  sR ,  renferment 
ces  termes;  savoir 


cos3/v 

cos3fv-cv 


(-ï) 

•H) 


cos  3/£>  —  2gv 


7*  I—  — -  - 

'  32  8 


3  »\ 
Sm  ) 


COS  3ji)  —  2  gv  —  ct>  ey: 


I  9/1»  .21  3_135\  ,  /1521  567  _  387  \ 

aJ  lG”t“\128"#”l6  8  128//?  "*\204«  1024~2 Ms)m  I 


(  36567  69  35301  25203  \  4 

‘  \  8192  “*"64  4096  ""  8192  /  m 

/ 117  63  9  225 _9^  \ 

\  256  128  64  256  Œ  ~~  128  /  1)1 

/  2337  183 _ 3855  195fr_  H73 

*  V  1024  256  1024  ÜTT - 256 

COS  2Ev  —  3fo  +  2gv  4.  cv  C'y1 j  5jL - 5.  =  _Ëâ.  j 

0  '  }  256  16  256  I  m  * 


C0S2Ev  +  $fV-2gv„c„  eA 


^  m' 1 


Tome  I. 
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sin  3fv  (—  1  ) 

sin'ifv — cv  e(— 

sin 3fv  —  2gv 

sinW-*g»-c»  ef  {-|^+{||-I+T=w)  “*  I 

1/  189 _ 675  27  117 _  171  \ 

\  128  256  64  128  —  256  )  171 

\  Ont  O1*  1  itO  *OU/ 

/2337  549  11565  3843  _  12381  \  a 
V  512  “*“256  1024  512  - ÏÔ24  )  171 

siniEv-?,fv-h-igv+cv  e7*|_  «  h-» - A  !  m>. 


cos3fv—gv  7  ^ 

cos  3/v—gv  cv  et(  !-| 

cos 2Ev-3fv-t-gv+cv 
cos  iEv+3fi>—gv—cv  eVj 

35.  Avant  d'intégrer  l’expression  précédente  de  Rn  il  faut  observer 
que  nos  valeurs  analytiques  de  c  et  g  donnent 

(3->»-«r— 4-.(-ï— *?-•-  ~  «•-  'Hf  -r 

4  ^  \ 

=  Jm* ^ 1  IOJI*^-+-i5o36.wl-f-2 197,5. w3+32o89?3.^/^ 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


45  I 

et  que  par  conséquent  cette  série  est  divergente,  lorsque  m=±- 
D  après  cela,  nous  ferons  _  =  (3-2£-c)  ,  et  nous  retiendrons 

la  constante  x  jusqu'à  la  fin  du  calcul  :  cependant ,  il  ne  faudra 
pas  perdre  de  vue  que  nous  regardons  le  produit  w*(3— 2g  — c)"*  9 
comme  quantité  de  l’ordre  zéro. 

Cela  posé  ,  si  l’on  prend  1  j 


(3^-  c)  ==(2"<“4/w)  ==  2  Ig  ’  ('?/’—  2g)  =  i4-|ra*; 

et  si  l’on  fait 

N—  JL  _  Î2®  »  387  3  2Ï203 

‘  —  16  128m  ~2ÛÏ8TO  '+’  8ÏÜ2  m  > 


on  aura 


W 

sin 

sm  3/p  —  cv 
sîn  3/v  —  2gp 
Sln  3/£>  —  agv  —  co 


••••-£/*>= 

(  » 
e( 

7‘l 

«(  £) 

««2£V  +  3>_2gv-CK  e/j  +  (  )*‘j 

multipliant  cette  intégrale  par  (  Voyez  p.  1 26  du  vol.  3  ). 


2Q' y 


7  e  cos  co 


ü  viendra 


=  2(lw‘) 


CCOS  CO 


(3)  • 


x  Q'<J  e  cos  C 


'  {1 R.dv=  sin3fv  —  cv 


e(lm>) 

m3/v-2go-cv  ■ 


Produit 
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et  en  la  multipliant  par  (  Voyez  p.  194  du  3.i4”'  vol.  ) 

icosigv  7’ (  | + .P  )  =  2C0S2gv 

on  aura 

(4) . —2C0S2gV  7*(|  Rtdv= 

sin3/v —  2gv  ï*(^  +  |/ra*) 

sin3fv  —  2gv—cv  «/{i+(â-âs=«)^[- 
Produits  partiels  de 

Multiplicateur  Produit 

3  A  \sin3Jv-2gv 

2  COS  2gV  7*  I  —  £  m1  \ . /  '  8  / 

{sm3fv-2gv-ct> 

2cos2gV+cV  . \sin3fv-2gv-c»  ef(-±m') 


Multiplicateur  .  .  . 

•  2C0S2Ev  3./7Z1— |  /?l3+Ü. 

sin  2Ev  3fv  —  2gp  — 

a  /  27  405  ,  27  \  1 

eyJl(  164“Ï28m  *“‘32 ; 

2Ev —  3/£>-+-  2gt>4-a> 

»  /  27  405  ,  27  \ 

ey*(  îria»+ô») 

Multiplicateur 

Produit 

2C0S2EV-CV  e(  jmxy...  \sin2Ev+3fv-2gv-cv  e7*(  ^ m) 

zcos2Ev  +  cv  e (  s. m'y... \sin2Ev— 3fv+2gv+cv  ey‘(— ||w‘) 

2C0S2£V«.9xyo  _  69  \  |  /  9  207.,,* 

/  Vi6m”êîm  )••>  î  2gv— cy  *7 
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2C0S2Ev+2gv  ■/' m'^  —  {sinzEv— 3/v-*-2gv-bcv  ef(  ^ 

2COS2EV— 2gv-cv  eŸ(z.nïy.\sin2Ev+3fv-îgv-cv  ey‘(  |  m‘) 
2cos2EV+2gV+cV  { sin2EV-3Ji>+2gv+cr  ef(-  !§m‘) 

La  réunion  de  ces  produits  partiels  donne 

(5) . = 

sinSfv —  agv  f(—  |TO*) 

sin3fi-2gV-CV  ey*j_ 

I—  n  +  (22S  207  3_1977\  ,> 

128  v  ir-sn+ï— sn-)w 

-t-xl'  27  27™-l.40Î  *\  l 


siniEv  —  3/v  ■+■  2gv  -h  cp  eya 


f  4a  15  16a  \  a> 

v»)  \  32-*-6i-Î6  =  -64;w 

.  t-/27-u27™  405  »\  1 

•rVTÏÏ't‘32"î-Î28'w  )  ) 

Lu  ajoutant  à  l’expression  précédente  de  RI  les  deux  termes 

+  3>-^  ,.|  (S-â-£)»+(S-£-îSH 

cosïEv-iJv+ig»  /(-iffi-j 
et  multipliant  ensuite  par 

~~dv~  2sincv  e(l  -|TO‘)  •+•  2siri2gv  V‘(-j 


on  aura  ; 


2  sin  2 gv 

/(jl»*).... 

l  */tz  3/p — 2gv  y* 

(  ff  m ■) 

[  sin  3/v  —  2gv  —  cp  eya 

(  1  TO‘) 

2  sin  2gv  -+-  cp 

«<■(»«■)■•"  i 

j  sin3/i>  —  2gi>  —  cp  eya 

(  ëïm') 

2  sin  2  Ev 

p/7i2/Tp-|-3/p —  2 gv — cp  ey* 

i 

sinzEv — 3/p -+-  2gv h- cp  ey*  i 

(-  râ  m' ) 

2sin2Ev—cv  e\ 

[  sin2Ev-¥?>fv— 2gv— cp  eya( 

(  225  2295 

V  512m~2U4# 

2  sin  iEv*\-c\> 

«(-»*•)-{ 

sin2Ev—  3/p-t-2gv-+-cp  ey1^ 

r  225  »  \ 

,  5Î2  m  ) 

2  sin  2  Ev —  2  sv 

o 

’r*(-àm‘)-{ 

5m2£,p-i-3/p— 2g-p— CP  ey*  ^ 

,  64  m  ) 

2  Sin  2  Ev  -f-  2 gv 

v’(  }»*)...{ 

sin2Ev — 3/p-+- 2^p-4“Cp  cy2^ 

,  16  m  ) 

2  sm  2  Ev  —  2  gv— 

^js/'«2^+3/î>-2g'K-W  e-/*( 

f  9  231 Bn 

1024 

2  sin  2  Ev+igv+cv  e.f(_  25  ' 

•  | ttn  2ZV  —  3/v+2gV+CV  cy’l 

f  75  A 

,  256  mr 
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(?) 


Rt  d.hi _ 
Gq'  dv 


v‘(  I-*) 


ef 


27  123 


8  ~  256 


_ 123  a 

"“256  m 


sin3ft>  —  2  gv 
sin  3fv  —  2gv  —  cv 

1  /225  9  _  369  \ 

\  512 "*■  32  —  512/ m  j 

2313  ___  7785  \  J 
\  16^2048  64"*"  1024  "“  2048 )m 

siniEv  —  3/ï>-\-2 gv  +  cv  ei*  I -i-i-???  3  .  75  9  j  , 

J.  ïgv-t-w  Q  j  i6-*-iïs-îj+B8«’-SH>|*» 

36.  En  multipliant  la  valeur  de  R,  par 

~~dv  =  2C0SgV  ï(“2  ~6m) 


°n  aura 


M 


R,  <*£,_ 
G q *  dv  ~~ 


cos3fv—gv 

cos  3/v— gv  co  ey ( m1-  ^m<) 


Produits  partiels  de  — 


Multiplicateur 


Produit 


)2cosgv+cv  ey jcos3A—go-co  ey 

SiEv-g»  v(— j  cos  zEv-+-ty>-gv-cv  ey  (-rn—^t 


2  cos  : 


O  Voyez  p.  88  du  3.ièmc  yol. 
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lAI .  ~Gq'~dV 

cos3fv—gv  —  cv  ef  (  —  |  /»*•+•  ^  m3-t-  j|«') 

C0S2Ev4r3f\>—gV—CV  <ry‘(  pire  — 

Le  produit  de  (Voyez  p.  276  de  ce  vol.  et  la  page  1 84-  du  3.,èmc  vol.) 

—  zPlsingv—  2  singv  7  77î‘) 

par  donne  5 


C4D . *£fi*.fRtdv= 

cos3fv—gv  7  ( —  |TO“) 


3/-  i  9  ,,  27  3.  /711  27  819  \  ,i 

cos3fv-gv- cv  ey  {-  gin  +^1»  +  (512  +  128=512 )  m  } 

Produits  partiels  de  — 7T7/  (  "+"  ^  ) JR-  c^v' 

Multiplicateur  Produit 

/o  9  .  381  \  i  3/.  /3  a  9  3  381  A 

2SingV-*“CV  3.m»-^/n3--^-/nsj..  jC0So/v>  —  gV -0>  £7!  ^/TZ  —  ÿ^ni  —  / 

2sin2Ev— gv  7^| . j  cos  2jÈV-+-3/£>— gv  —  cv  e7*  ^ 


[5]  •  •  •  •  •  • 

,,  /  3  »  9  *  381  A 

cos3fv-gv-a>  ey(  4  "î“s2'K-mm7 

coj  2£V-*-3/î>— gv— et» 
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3 'j.  Maintenant  ,  si  l’on  nomme  S  la  somme  des  termes  compris 
dans  la  fonction  Gqm\\[  i]-h[>]  .  .  -H  [5]}  5  et  U  la  somme  des 
termes  renfermés  dans  la  fonction 

^m‘|(i)+2.(2)  +  (3)  .  .  .  +(7)}, 

on  aura 

5= 


c  osty-gv  Gqy\  (!+!-!)/»-(! -^=4) 

(l-'-m)  ~i)mi 

9  .  27  9  _ 135  \  5 

\  512  256  32  128  32  ~~  512  )m  f 

.?81  819  381 _ 6681  \  6  1 

\  2048  1024  "*■  128  "+’  512  128  ~  2048  J 

cos2£,+3/v-8v-a>  Gy«7.|(^+â=S)»»,+(S-W-B=»)*4! 

C0S2£v  —  $fs>+gv+cv  Gqey(—  lni'+^ms)  ; 

U = 


cos3fv-gv—cv  Gqe yl-h 

[4- 


sin  3fi> 
sin3fv  —  cv 


^  1/8  3.3  3  \  1  ,  /3  9  9  3  \  ,  > 

I  \  4  "“2  +8  ”  8  /  \  8  32  32  Ui)m  * 

(  / 15  15  3  3  \  »  ) 

J  (l6-Î6-*-Ï6“Ï6  =  °)m 

,  /  C9  3  3  3  9  3  105  \  4  ( 

\  32  4^8  8  64^8  64  )m  J 

(  *  /  9  51  ,  8  _  8J  \  , 

•  o  r  „  \  2  ^  ^  ^  32  32  +  64—  64  / )U 

sm3/^-2W-w  Gqey\ 

7  7  )^_/m  .  45  ,  117_3  123  33  639\ 

t-4-  \  64  "^64  256  4  2>6  256  256 /  m 


sin  3/i>~  2gv  Gqy 


lome  I 
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(  xm'(-ïï-rnm-hmm') 

sin2Ev+3fv-2p,-cv  C7«/J+(is|-»+râ-â-ma*“S)»‘ 

I  /119I  12381  1977  429  778 5_  15969\  , 

\  256  1Ü24  512  “  1024  "  2Ü48-  ~  2Ü48  )  m 

I'  »  /  27  27  405  ï 

x m  {i6+nm~mm  )  ) 

>. 

9  _ 1479  \  A 

\128"t“256”t“  64  32"f-512“  512/ ™  ) 


La  fonction  désignée  par  S  fournit  les  termes,  que  les  trois  fonctions 
ii,  ,  Rs  ,  sR3  ,  posées  dans  le  n.°  34  ,  introduisent  dans  le  second 
membre  de  l’équation  différentielle  en  fa  ;  et  la  fonction  U ,  donne 
les  termes  que  les  mêmes  fonctions  introduisent  dans  le  second 
membre  de  l’équation  différentielle  en  du. 

38.  11  suit  de  là  ,  que  si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité  ; 


è-Hv-i-cr— !»'|  ■>  n>î-S»>+£«-+æ»' , 


on  a  j 

3s=  cos3fv  — gv  Gqy(  y  -cos3fv—gv—cv  Gqeq (  p"y  )  ; 
3^,  3s  =  sin3fv  —  2gv  Gq/'  | m*)  ■+■  sin 3fv—2gv—cv  Gqef(— 1|5"/)  j 


abstraction  faite  des  autres  termes  ÿ  lesquels  seraient  incomplets  , 
n'ayant  pas  encore  considéré  les  termes  ,  que  la  figure  de  la  Terre 
fait  naître  dans  le  développement  de  l’expression  de  dR  ,  due  à 
l’action  du  Soleil.  Par  le  même  motif,  la  valeur  de  /3"  est  incom' 
plète  ;  mais  son  premier  terme  est  exact  ;  et  pour  le  moment  ,  ^ 
suffit  de  savoir  ,  que  la  quantité  j3" y  doit  être  traitée  comme  étaU* 
de  l’ordre  zéro. 

En  réunissant  cette  valeur  de  3s,  fa  à  la  précédente  de  U ,  011 
pourra  former  cette  équation  en  du  ÿ 
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d> .  Su  /  3  »  \  ^ 

— d^-{1-ïm  )ou= 

sin  3/D  617  ^ |  inj  +sin  3/i> — cv  Gqe(—gm''j 

-\-sin3Jv  —  2gv  Gq;'  ^ —  jj-  m'^  -+-  sin3J'v — 2gv — cy  Gqef(ï$'x— 1|3"^  ; 
d’où  l’on  tire  en  intégrant ,  et  faisant 
a-'_ 

CV—  2g-çy—i-him,‘  ’ 

5u=  sinty  £?(—  ïs)  ■+■  sinZfv — cv  Gqe ^ ) 

+sm3fv-2gv  Gq;'(  \)  +  sin3Jv-2gv-cv  Gqe;'  (  A'). 

Le  produit  de  cette  valeur  de  iit  par  i  =  i—  ecoscv  ,  donne 

«;=  S‘n3fV  G(l{~u)  ^  sinVv-cv  Gqe\^-\=-^\m' 

H-  sin  3fv-2gv  Gqf(  |  )  -+-  sin  3fv  -2gv-cv  Gqe;'  (  A"  )  ; 
où  K!'=K-\. 

3g.  Revenons  maintenant  à  l'équation  différentielle  en  $s.  En 

g 

Panant  seulement  ,  nous  aurons  ,  pour  résultat  de  la  pré¬ 

féré  approximation  j 

°^=  costy>-gv-cv  Gc/ey^y,  — Cv  Gf/n(ly)- 
^onc  >  en  prenant  /?,=! siniEv  ,  Rz=^cos  îEv  ,  il  viendra 

=  cos  iEv  —  3/i>-bgv  +  cv  Grjey^m'y^  • 


et  par  conséquent , 
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05=  COS  2Eu~~fyv+gv-*-ci>  G(je'/(—^myy 

Ce  terme  de  8s  donne 


%cqs  $Ev .§s  ^^sin  zEv cos 3/^  — —  co  Gqn  (— my  ^ 

En  le  réunissant  avec  le  correspondait  qui  entre  dans  l'expression 
de  S ,  on  aura ,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  m4  5 

—  — (I-*-|»î‘)î»=  cos3jvr-gv  —  cv  Gqe-/(‘im'—~m,3y')  ; 

d’oû  Ton  tire  ; 

3sz=  e@s3/v — gv  —  cv  Gtje-idx^f^my'y 
Il  suit  de  là  ,  que 

— (i’*"?  B*’)9î”  |  cos  lEv  .  fo  —  | sin  o.pv  ,~ 

=  cos2£v-3fv+gv+cv  GqciQm'y-n—myy, 
et  que  en  intégrant  on  a 

$s=  cosiEv-3fv+gs>+cs>  Gqey  (-3^/  +  ^  rn'y'-  ). 

Cela  posé ,  nons  pouvons  calculer  le  troisième  terme  du  coefficient , 
qui  ,  dans  la  valeur  de  às  affecte  l’argument  3/i> — gv  —  cv.  Les  deux 
termes  précédens  de  $s  étant  multipliés  par  /?3  =  _  3  m2  +  ^-cos  lEv 
(  Voyez  p.  386  )  on  obtient  ; 


Le  produit  de  Rt-=^sin2Ev  par 


-  Gqrt \-r!my+!hmY-<-  (Të-m=m)”‘y 

donne 
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=  costy-gv-cv  €<!<?, (-  £ my+ ^ m'y + m>  ). 
Et  en  multipliant  — Ç Rtdvzxi~cos  iEv  par 

=  cos  2Ev—3fv-\rgv  +  cv  Gqey 

011  aura 

~  2  (  ^  Ss )  f  R' dv  —  cos3fv—gv—cv  Gçei(-^myy 
Nous  ayons 

^  ’  2  ^  6?  cos  cv — 6  —  (  1  — 4ecos  cv') 

~-Secoscv-6(i-$ecosc»)Gq\-^sm3fv-î£:sin3fi,-cV\ 

=  -6<coscv+G(r\lm.'sm3J>-±m‘esm3fr-cv\. 

En  multipliant  cette  fonction  par 

s,  +  $s=  Isingv  +  Gq.^sinSfv—gv, 

uous  aurons 

(i?*-|)(s.-4'ô's)=  cosÿv-gv—cv  = 

En  ajoutant  ces  termes  avec  celui  qui  fait  partie  de  la  valeur  de  5 
°n  formera  cette  équation  différentielle 


d\îs  /  3  .\N 

inr-{'+2’n  /*=■ 

3  »  /  27  27  23  \  .  im  t  243  243  \ 

4  \128"*"l28'“64/  2048 “** 2048"" 

_ /  2439  297  27_1503\  i  /  21  Tj  3\ 

V  1024  1024”*"  32  512  y~~  \  32  32  =  ^  j  /tt* 


cos3/î;_  gv  —  Gqey 

^ni  étant  intégrée  ,  donne 


I 
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3s~  as3fv-gv-cv  Gqej  (| y- §j my'+  ^ m'y'- ~ m'y'- 1 m'y). 
Mais  on  a  trouvé  plus  haut,  les  termes 
Ss=  cosZJv—gv  G<n(  y) 

cosîEv-yv+gv+cv  Gqe-t  (-  ^  my+J^m'y'- ^  m'y)  ; 
partant ,  nous  avons 
3s,  Ss=  sin  3/v  —  2gv  Gqf  (—  |  m'  ) 

sm3/v-igv-cv  Gqef  {-\y+  ^my’ my+\m'y) 
sw.2Ev  —  3fv-i-2gV-t~cv  my  _  |||  ^ 

En  ajoutant  à  ces  termes  de  is  le  terme  (|/w-f-^m*)7«»2£V-£v, 
fourni  par  1  action  du  Soleil  ,  et  faisant  ensuite  le  carré ,  il  viendra 

g 

2  fà)  =  sm3fv  —  2 gv  —  cv 

sin  lEv-h 3/v  2gv  —  cv  Gqef(  ^my+~my-^my). 

4o-  De  là,  on  peut  tirer  le  premier  terme  du  coefficient  des  deux 
argumens  2/h>-^3/£>_ 2gv— cv  ,  2ÆV— -3/£>-t- 2gv-ha>  qui  entrent 

dans  1  expression  de  En  effet  j  nous  avons  d’abord  l’équation 
différentielle 

- ^T  — (ï  — 2  ^  )0W=  3$I&H-|(to)1î=s 

G  9  «  7*  •  !î  { sin  *Ev  +  ¥>  -  agv -cv- s<«  2£V  -  3/v  +  2gv •+■ cv  j  , 

qui  donne  en  l’intégrant  j 

G^e-/  my •  { $iniEv-)rtyv—  2gv— *cv~ siniEv— $fv+2gvJrcv\» 
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Mais  cela  ne  suffit  pas;  il  faut  encore  avoir  le  premier  terme  du 
coefficient  qui  affecte  Fargument  2.ÊV— fyv'+'agv. 

Pour  cela  ,  on  prendra  R'  =  ^sin2Ev  ; 

6«ï»2£V.Ï£  ;  MTss— |cwa£V.~  ; 

— =  sm3fr—2gv  G77*(j )  ;  — ^'=  cos3/î>— 2gv  Gqi'(—  i)  ; 

ce  qui  donnera 

W=  cosiEv-3/v^rigv  ■  iRr=smiEt>-3fv+2gv  G</f(±); 

—J'tRdv—  siniEv — 3/î>-t-2gv  G(/ÿ^ 

-R~=  s  in  îEv— 3/î>  4-  2gv  G7/(_±)  • 
et  par  conséquent 

«»2^-a/v+2gv 

d’où  l’on  tire 


Su=  s  in  zEv  3/t>  -+-  2gv  Gr/'(-£my 

En  réunissant  ce  terme  aux  deux  précédens ,  et  faisant  ensuite  le 
Produit  par  — =1  —ecoscv,  il  évident  qu'on  obtient; 

~=  simEv-ï-Sfv — 2 gv  —  cv  Gcjeÿ^ 

siniEv  —  3fo  +  igv + cv  Gcjef  ^ 

sin  2 Ev  —  3fv+2gv  Gr/f  ( -  §g  ro ). 

4i.  Il  n’est  pas  moins  clair  que  le  carré  du  binôme 


àu  15 


—  =  -gmecos2Ev  —  cv-*-Gq^sin?>fv—2gv, 
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(  —  )'=  sinp.E h- 3/ï>  —  2gv — w  Gqe-f  ( ^  m 
Donc  en  posant 

SR’  =  (—  6 sin  iEv-¥-  12e sin  2 Ev  —  cv)  ~ -4- 1 5 sin  2 Ev •  ( "~  )*  5 

et  retenant  seulement  les  termes  affectés  de  l'argument  3/y  —  2gv  —  cv 
il  viendra 

5R'=  cos3/v — agv—cv  Gqey‘  |  (|^ — =  o)my+(™  “  Il  ""  15 = °)  m  i  ' 

Ou  voit  par  là  ,  que  la  partie  de  ce  coefficient ,  qui  entre  dans  le 
développement  de  àRr  ,  est  au  moins  de  l’ordre  de  m\  Ainsi  en 
prenant  seulement 

—  2HïJ'Rldv  =  sin3fv—  2gV  —  CV  Gqe (  Voyez  p.  45i  )  ; 

3s,  $s  =  sin  3/v  —  2 gv  —  cv  Gqey1  ^ —  jj-y  -4-  my1  ^  (  V.  p.  46a  ) 

on  formera  l’équation  différentielle 

-d-j7L-(l-5m')3u=  sin3/v-2gv-cv  Gqef\\(x-y)  +  ~my'\, 
qui  donne  le  terme 

5u  =  sin3fv -2gv-cv  Gqef  j  |  (y -  x )  ~^mf\  , 

exact  jusqu'aux  quantités  de  Tordre  Gqmeÿ ,  inclusivement. 

42.  Cherchons  maintenant  le  terme  ,  multiplié  par  m,  du  coefficient 
de  cet  argument  qui  entre  dans  la  valeur  de  ~ .  Pour  cela,  reniai1' 
quons  ,  qu’en  prenant 
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R  =  \simEv,  SR =  —  6 sin  iEv ;  3R'=  -\Cos3Ev .îï  • 

1  *  ut  > 

=  sin2Ev-3fv+2gv 

gm), 

on  obtient  $ 

W=  <»*&-*&>  Gr/'( am)i  °RV=  sin3/i>—2gv 
~Rdin;=  sinZfv-ïgv  Gqi^m). 

Il  suit  de  là  que  , 


Ü.  =  ff+W=  «J*- ,e„  <V(-g+“») 

-fü.J,=  ,in3/r-,gr  G„-(  H— gm)  ; 

lx .  /  3  »  \ 

“(I  —  27M*F“=  sin3fv—2gv  Gqf\—  -m'— (—  45  .13®  225  \  > 

7  7  *  8  \16  î28+m=6î;m}» 

on  tire  en  intégrant  ; 


.  fa 
d'où  1’ 


°'“=  sin3/v-3gv  Gyy*||+g+i=|‘)w}. 

En  réunissant  ce  terme  de  Su  avec  celui  trouvé  plus  haut,  et  mul 
“pliant  les  deux  termes  par  ±  =  i  -ecoscv  ,  on  aura 

sin3/v-2gv-cv 

43.  Ces  résultats  donnent  ces  deux  termes 
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2  ^ — rn  J* Rl  dv  = 

sin  3fv-  îgv  -  w  Gqey'  j  |  (  y  -  x)  +  ^  x  -  jjî  mf  —  \  - m  J 
sin  3fv  -  2 gv  G?-/1  (  j w)  ; 


desquels  on  tire  ,  en  les  multipliant  par  — i-4-2ecoscv>; 

d.înt  .  ~  (  3  243  9  27  81  *  i 

—  =  sin3fv-2gv-w  Gqey  j  -+—m-1[y  +  V;X  +  umy\ 

sin 3fv -  2 gv  Gqf 

int=  cos3fv-2gv-cv  Gqef  -~x 

cos  3/v  —  Igv  Gqf  (  -t-  ~  m  y 

En  remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  développées 5  c'est-à-dire  par 


^  4  27  2  13 

/  =  -r2m’ 


on  obtient 


3  243  9  ,  27  ,  81 

<î+!üm-ïiy  +  \ïx+Wimy  = 

/3  9  ^\^_/243  117  9  729  \ 

V4'+“2”4==0)’4'(  32~*--8”+-iG*“  32  =  °)' 


ce  qui  démontre,  que  le  premier  terme  du  coefficient  de  l'argument 
3/w  —  2gv  —  cv  est  de  l'ordre  zéro  par  rapport  à  la  lettre  m. 

44-  Passons  maintenant  à  la  recherche  des  termes  de  l'ordre  sub¬ 
séquent  ,  qui  font  partie  du  coefficient  de  l'argument  3/î>  —  2gv  — & 
dans  l'expression  de  ont.  Pour  cela  ,  il  est  indispensable  d'avoi1' 
dans  du  et  mdnt  les  termes  multipliés  par  m\  qui  appartiennent  au* 
coefficiens  des  quatre  argumens  iEvl=-3fv+  2gv,  2Ev-t-3/i>  —  2gv-~cV’ 
*Ev  —  3fi>  +  2gv  +  cv.  Ainsi,  il  faut  avant  tout  nous  procurer  ceS 
termes  auxiliaires.  A  cet  effet,  on  prendra  d’abord 
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W  =  j— 6sin2Ev+i2esin2Ev~ cv+iiesiniEv+cv^  ~—3cos2Ev.m$nt, 

et  à  l’aide  de  l’expression  précédente  de  ~  (  Voyez  p.  465  )  et 
du  terme  mdnt=  cos3fv  —  2gv  Gq 7l(y)  ?  011  trouvera  ; 

W=  cos  iEv+3fv— 2gv  Gqf(^ 

cosiEv-ty  +  igv  Gqf\-  f~(^-*4=^)  /»| 

cos2Ev+3fv  —  2gv—cv  Gqef\  ^7(r-x)-(|  +  |=^)j 
cos2Ev-3fv+2gv+cv  Gy«v‘{-”(r-aî)  +  (f+|  =  “)  j  ; 
d’où  l’on  tire  ,  en  intégrant 
1)--—J'iRdv=  sin  ’xE\>  -+-  3/v  —  2gv  Gqf(— 

%/'!  !-KI?7+l=iffH 

sin2Ev+3fv-2gv-cv  Gqey'\-?l(r-x)+™\ 
sin2Ev-3fv+-2gv+cv  Gqef  j  ||(r— x)  — j. 

Le  produit  de  — ^R,dv=^cos 2Ev  par 


<l-^rJr  Su  =  sin 3 fi-agv-  cv  Gqef  |- §  (x -y)  j  , 


donne 


(2) . —  li)J%Eldo=z 

sin  2Ev  +  3fv—  2gv  — -cv  Gqef  j  |^(y  —  a:)  J 
simEv-3fs>+2gs>+cv  Gqef  \-%(y-x)\. 
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Le  produit  de  -^=  cos3fv-2g,  par 

g 

2  sin  îEv  —  Sesin  ïEv-cv—'àesin  iEv+cv, 

donne 

(3) . -**-£= 

sirt 2 Ev — 3/l> +ngv  G<rt'(-l-™m)+sin2EV+3fv-2gV  G<,f(-±) 

^7-8  e7  j sm îEv-+-3/v —  2gv — ff+jrn  iEv— 3/î>-t-  agf-t-cv  J. 

La  fonction 

i  9  », 

~l_2coî2je’i’-4-9ecoî2£'t.-ct>-H9ecox2Z’t>-»-wj^+3«ra2£’v,-OTj„t 
donne  ces  termes  ; 

~=  sin2Ev-*-3fv—2gV  G<]f(-^j 

sin2Ev-3Jv+2gv  Gtf  j  i+(g+î-g)«| 

S‘"lEV  +  yV-2gV-CV  ^{-|î(r-*)  +  (*  +1  =  11)  j 

sin2EV-y,+  2gV+c»  Gqe-Î  { 

lesquels  étant  multipliés  par  u=i+eCoscv ,  on  obtient; 

U)...iRr=  sin  2  £V  -t-  y>  —  2gi>  Gcj ï‘(— 

s  in  iEv  3fv  -t-  2gv  G7V'( 

»».Æ,-3*+!p.4.„  C„-|  gO-*)+(“-i=j|)|- 

nous  avons  (  Voyez  p.  4.62  ) 


Mais 
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(5) . 3*.  fc +  §(&)*= 

sinîEv+yb-igv-cv  Gqef(  i +  â w> “ il® "»>' ) 
smiEv  3fv  +  2 gv + cv  Gqef  (-  ~ my+  ~  m'y'-  î||  my 
Donc  en  réunissant  les  termes  compris  dans  la  fonction 

•  j  2.(i)-h(2)4-(3)-+-(4)  J-i-;/ 


on  aura  cette  équation  différentielle  en  tu  : 

/  3  4\  . 

“““77 — V—2m  )*u  = 

(  (t_,_|-h|  =  t)"î*  j 

sïniEv+Sfv-w-cv  Gqef  + 


/3 

15 

9 

21 

V  » 

1  8 

“  8  ” 

“8 

8 

/*!. 

27 

27 

27 

27  \ 

\  32 

8  32  16  ” 

:  8  / 

de  laquelle  on  tire 


/.  248  ,  .  /27  27  81  135  24S7\  ,  i 

(  +  1024m7  32‘l"32”5l2— 5Ï2  ),7lj) 
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sin  2Ev-\-3f\>— 2gv 

•  r  oy  r  >1  15  / 1551  25a _ 903  \  %  ( 

un  2Ev  —  3Jv -4-  2gy  Gqi  }- -(  -^-*"256  = fag /  m  \ 


sin2Ev-+-3fv  —  2gv—cv  Gqef 


Mmr-wam'f 


1/423  3  327\  ,  ,9,9 

,  (  256  8  ~~  256/ m  y~hSm~h&  1 


sin  2Ev  —  3fv  -+-  2gv  ■+■  cv  Gqey' 


(  9  81  »  » 

-êi^r+îim  my 


/  819  3  627  \  %  7  ,  9  , 

*  (  5Ï2  8  512  )  y  8m  Sm  X 


En  multipliant  cette  expression  de  Su  par  -ï-=i — ecoscv  ,  on  aura  $ 

ui 


sin2Ev  +  3Ji>  —  2gv  G*/?1  (— ^  m1  ) 

sinaEv-SJv  +  igv  G<n'{~%™ 


sin2Ev-*-3fv—  2gv  —  cv  Gqrf 


sin  2Ev  —  3fv-\-2gv+cv  Gqe-j1 


9  81  a  »  327  »  S 

umy-\mm  y  -  wem  y+* 


/  9  5  77  \  , 
\F’h64~”64/,W 


-64mr  +  fÔ24Wr 


81  ,  »  627  » 


+  i  V  — ï 


15  ,  Z903  7  679  \  , 

64  m  +  V  256  8  256  /  m 


U  est  facile  d’obtenir  les  termes  semblables  renfermés  dans 

1  î  IX  #  #  J 

ae  117  :  volci  les  parties  dont  ils  sont  composés. 


le  carre 
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Multiplicateur 


2  cos 


iEv 


Produit 

[  siniEv+fyv  —  CV  Gqef  j  x)  — 

\sin2Ev—  Sfv+ïgVJrCV  Gqef  |—  —  | 

J  sin  : 
f  sin  : 


2Ev+3fv  —  2gv  Gqf  (  y) 

2Ev—3fv-h2gv  Gqf  (— x) 

2-Ev-CV  eÇjm^m^\sin2Ev+3fv-2gV-CV 
co^ zEv+cv  e(—  | /wa) . ..  js/rc2/fr-^4-2gy-ha>  5 


2C0S 

2  cos 


partant  ,  il  est  clair  qu’on  a 


(?)- 


«H2£V+3/,-2gv-w  Gye/j  |m+|m*(r-x)+(fg+,^S_*=,^7)m.| 

î  w  2  ^  _  3/î>+ 2gt. + £V  Gyey*  j  —  |  ni*  (  r — Æ)  +  (  H  î = si  )  m* } 

s'"i  2Ev  -h  .y,',  —  2gv  Ce/ 7'  (  ^-) 
sinzEv  —  3fv-+-2gv  Gqf(^ — T  )' 

Maintenant  ,  si  l’on  fait  2  ^-‘(— i-+- 2  ecosct>)  ,  on  aura; 

‘^~=  sin2Ev-b3fv—2gv—cv  Gqef  (—  ^ my ) 

sin2Ev-3Jv-*-2gv+cv  Gqef  j  (gl-+-j§=^)  m  } 

sin2Ev—3fv  +  zgV  Gqf  ^  î^771); 


d’où  l’on  tire 


Produit 
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ànt=  cos2Fv+3fî  —  2gv—cv  Gqef  ( 

cosiEv  —  SfvJrigvJrcv  Gcjef  ^  ^  /?z  —  ^  my  ^ 

cos  aÆV  —  3/£>  •+■  2gv  £<77*  (—  î|  m  ). 

45.  Cela  posé  nous  pouvons  développer  les  différentes  parties  de 
la  fonction  HR. 

Produits  partiels  de  —  6  — 


Multiplicateur  ....  2sin2Ev  3) 

COS  3>  —  2gv  Gqf  ( 

lcos3/o-2go  Gqf( 

cos3/o-2éro-co  G7e/|-5*»*-ï»-*+r(-gm+gm-+‘“»y)| 


f  COS  3/Ô  —  2gV  —CO  Gqc-j' 


«  27  2037  . 

“6Î,”  +  T'W  X— 2S8  TO 


|+^  (  5  m  ”  m  m“  ^  m>  ) 

Multiplicateur  Produit 


2S/« 


inîEv—cv  e(6+6.m)...|cos3/ô— 2^0— co  Gqef(— 
zsinïEv+cv  . jcos^/ô— 2gv— co  Gqef(— 


CO  /ff* 
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Produits  partiels  de  2t>—2p').^  y 

Multiplicateur  Produit 

Icos  3fî>  —  2  gv  Gqÿ  (  ^  m%  ^ 

cos3fv-zgv  Gqf  (— ~to') 

(  225  25455  .  135 

C0s3fv  —  2gv  Gqe y  J  gjj-TTî -4— ^ x)| 

cos3fv  —  2gv—cv  Gqef  j  ~to‘— (jk-x)  j 

zsinzEv—cv  e(—  is) . {  c0s3fv  —  2gv— cv  Gqef  ( 

JSW2&+CT  e(  *®) . jcos3/î>—  2gv— ct>  Gqef(—^m‘y 

*•[(«'«')’ «>»  (2(>-2v')]  =  —  2  co«  2Ev.-x.m8nt 

=cos3fv—2gv  Gqf( 
cos3fv-2gv-cv  Gqef  {-||TO*+(^-|[=o)m-j-| 
C0S2Ev—3fv+2gV  Gqf(-~ 

"^(tt  “  ^  ^  ^  |  —  6  e  cos  cv)  2  cos  2Ev.mdnt 

=cos3fv  —  2gv  Gqf  (  §|m*) 

cos3fv-2gv-cv  Gqert 
C0S2Ev  —  3fv+2gv  Gq*f 
Eu  multipliant  cette  expression  par 

“  4 “7=  2cos2Ev— cv  e(—  ^ 


on  aura  le  terme 

Tome  / 


60 
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4«,X2 - ^ - =  cos 3/£>  —  2gv  —  ci>  G(/ey'(-m'y 

En  réunissant  ces  différentes  parties  de  la  fonction  $R  il  viendra 

W= 

c,i-\  S-v(S*ï-ï-¥+l-5f)--i 


/225  45  45  .  /27  27  \  , 

V  64  “"64“Ï6  =  0jW+,(T““T=°)W  x 


231  2037  2709  _ 45  15  25455] 

64  256  64  16  ÎG+  512 


cos3fv—ïgv—cv  Gqey{ 


195  15  15  495  45 1059 

"  64  4  4  "”128"*"  16””  "5Î2 


m a 


■  (^-W=°)TO'(r-^)+(|ï-||=o)mr  j 

'  (iMl“i^Has0)'»y-+'(ig-^r=|g)/n*tyJ 


46.  En  ajoutant  à  ces  deux  termes  de  hR  les  termes  semblables  posés 
dans  la  page  449  >  °n  aura 


**>«-*.-  «n-  |-H+S”+(Sf-!-ür)»- 


/2949 

3  _  2901\  *  J 

\  128 

8  128  )l  * 

135  519' 

V  »  81  »J 

128”512. 

et  par  conséquent  , 

(i)...-/)j>=  sin3/v—2gv  G7/jH-a'»-(Sf-g«S)'w‘! 


Cette  même  intégrale  renferme  les  deux  termes  (Voyez  p.  45 1) 

» 

sinSfv  Gq(^j  -+-  sinSfo  —  cv  Gqe( 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

lesquels  étant  multipliés  par  2cos2gv 
donnent 
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(  Voyez  p.  452  ) 


(2) . —  2C0S2gv  -t-P')J'JR,dv= 

sin3fv — 2gv  +  sin3fv—2gv—cv  Gqef^j. 

Maintenant  ,  si  l’on  fait  le  produit  de 

—J'Rldv=  cos  2E0  (I)  ■+•  sinSfv  Gq(\}  -t-  sin3fv  —  cv  Gqe 

+sin2Ev-3fv+2gv  Gqf(j)+sin2Ev+3fv—2gv  Gqf{-\ ), 

Par  ^ 

cos  »g»  f  (-  |  ni)  -4-  cos 2 Ev  (_ 3 . m') 

+  Sin2EV-3fi>+2gi>  Gqf(-^m')  +  sin2Ev+3fo-2gv  Gqf({m'), 
011  aura  les  termes  suivans  5 

Produits  partiels  de  —  2 

Multiplicateur  Produit 


(  i)  M  B“-) 

\sin3Jv-igv  Gfi' ( 

*sm3Jv  Gq(  sin 3fi—2gv  GqŸ^-gm''j 

zsiniEv— 3fv-h2gv  Gqf^  . . .  \sin3fv— 2gv  Gqf(  |  m' ^ 

Zsm,2Ev+3fv— 2gv  Gqy'(—  . ..  jsin3/i>  —  2gV  Gqf(  | 
lesquels  étant  réunis  donnent  5 


476 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


(3) . R>dv= 

<*f\  8+S-K+HSk- 

Le  produit  de 

R,=  cos3fv  Gq(—\}+cos3fv—cv  Gqe (-~)+cos3fv—2gv  G<77’(— sf)> 

Par  -^'=  2sincv  e(|)  +  2sin2gv  •/*(— |)  , 

donne 

(4) . -*.%?** 

sin3fV-2gV-cv  Gqef(£- ~=~)+  sin3fù—  2gv  Gqy'(-l-^m^. 
En  faisant  le  produit  de 

i?,=  2SÎU2EV  (  |)-+-2  cos3fv  Gq(- 1) 

-*-2C0S2Ev  —  3f\>  +  2gv  Gq-/'  (— s)  -+-  2C0S2Ev+3/v—2gV  Gqf(j)> 


par 

d.lu 

sin  2  gv 

>■< 

772*^ 

■+•  sin  2  Ev 

( 

2.772*) 

■+•  cos  2  Ev  —  3/î>  -h  2gV 

Gît  | 

15  -Z903 

S2W  +  \128 

*+■  COS  4-  3/v>  —  2gV 

G?/'( 

la  i  \ 

32w  ) 

on  aura  les  termes  suivans  ; 
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Produits  partiels  de 


2  sin  2  Ev 


Multiplicateur 


(  O- 


Produit 

[sin3fv — 2gv  Gqy(  + 


( sin  ¥»  -  2 gv  G<7v‘  (-  ~  m'  ) 

2coi3/î>  Gq(—  §) . \sin3fv—  agv  Gqy‘(  | 

*cos2Ev-3fv  +  2gv  Gqf(- 1)  •  •  •  j  sin3fv-  2gv  Gqf  (  — |m‘) 
a  cos 2Eo+3fo-2gv  Gqf(  |)  . . .  { sin3fv -  2gv  Gqf  (- 1  m') 
lesquels  étant  réunis  ,  donnent  ; 

(5)  •  •  •  •  -R/-£- 

sin3fv-2gv  Gqf\gt'«  +  ffî-&+ 

En  prenant 

(becoscv  —  |  y*cos2gv^~; 

57=  sin¥»  G(l{-”Û)  +  sin3fv-2gv  &/y'(\y, 


°ü  aura 

(6) 


$Rn 


&*  =  sin3fo—2gv  GTf(iïni') 
sin3Jv  —  2gv  —  cv  Gqey  ^  | 

La  fonction 

sRr=—\c0S2Ev.^— qcossEv  y+SsimEv.mtnt , 


donne 
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9  r  tu  .  3/,  „  ac  135  / 8127  45  7947  \  a) 

-2^2^.-=  sin3fv-2gv  G77  J-ïF8m-(m-m=  5Ï2  )m  |  i 

-9cos2Ev.(%)'=  sin3fv-2gv  Gcjf  j- J  m'  -, 

3sin2.Ev  .  mSnt=  sin3/v—2gv  Gqy'(^ — ;]■> m' )' 

Donc  ,  en  ayant  égard  à  l'équation  (1)  posée  dans  la  page  4^°  j 
on  aura  pour  la  valeur  complète  de  i2r-t-fa2r=/?5  5 

(7) . 

•  o/»  ™  r>~  »  f  15  135  /7947  .  9  .  45  3__10203\  a> 

Sin3fî  2 gV  Gq l  j  16  i28/7Z“"  (  512  “*“4  "*“32“4“4  512  )m  \ 

s  in  3fî>  —  2gv — cv  Gqe  ?’(— §|)- 

D'après  la  valeur  de  la  fonction  S  posée  dans  la  page  45-7  9  nou» 
avons  dans  l'expression  de  fa  le  terme 

Ss=  cos3fv—gv  Gr^ 

duquel  on  tire 

3stfa  =  sin3fv—2gv  Gqf(-~ 

11  suit  de  là,  et  des  valeurs  de  3s, fa,  |(fa)*,  données  dans  la 
page  462  ,  qu'on  a  5 


(8) . i.{3s.fc+|(fc)*}  = 

sin3fv  —  2gv  Gqf  ( —  |  "î* —  §|  W ) 


sin  3/v  —  2gv  —  cv  Gqej 


/9  81  9  783  \  , 

’ \4  512  1G“~512  )my 
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47.  Cela  posé,  si  Ton  fait  la  réunion  des  termes  compris  dans  la  fon- 
ction  (8)+m’{  2.(i)  +  (2)-t-(3)  -  -  *  (7)  } ,  on  aura  cette  équation 
différentielle  en  du  : 

d>.hi  /  3  A. 

)°“= 

r_  /S  1S  1S  3  8  8\  ,  _/45  45  135  225\ 

1  \8^16  16^16  16  ”8/"*  \16  128”*”l28=‘6Î  )f 


s  in  ?>Ji>  —  2gv  Gqi 


10203  1593  2811  3  159  9 


/  3 _ 33 _ 1 _  _ _ 

64  64  +84“32  ”64“" ’  2561)' 


14337\ 


sin3fv — 2  gv — cv  Gqey 


J  x  (  ~  ïL  m' y) + m=- Ta)  m‘) 

-y(l~m  my+m, »  mY~  on  mY  -  §b  TO')  i 

En  intégrant  cette  équation  j  ce  qui  revient  à  multiplier  le  premier 
terme  par 

et  le  second  par 


on  aura  ; 


du= 


r„  2  (  1/75  3  $l\  /4779  225  31  1313\  s> 

WV  j  4 +l32+Ï6=32/)m'h(l28  •+'m+Ï6=-6r | 
(9  /519  .  27  951  \  a  81  ,  î  9  , 

X  î  8 "^ ( 256 16  256 / ^  256/W*^  \  "^lô m  | 

1  9  81  729  »  a  4509  ,  ) 

8-mmy+rnsmy  ~mimy  I 

/  27  783  81  \  *  ( 

512  512  /  ) 

On  a  vu  dans  la  page  459  ,  que  l’expression  de  du  renferme  aussi 
les  deux  termes 
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sin3fî>  -H  sin3fv—cv  Gqe(— 

Donc,  en  faisant  le  produit  de  $u  par  -i-=  1  —  ecos  cv+^fcos  2gv  , 
il  viendra  j 

ui 

«»3/,-2gv  Gjr/j  Î+S»+(™-ih=S)"»,| 

sin3fV-2gV-CV  . 

L  /9  81  729  .  .  4509  ,  81  Al 

(^(8-î28TO^2üî8m^ 

Le  carré  de  —  renferme  le  terme 

Ut 

(ÿ)’=  *C0S2E»-CV  e(~m)  X  siniEvSfv+ig»  <fyv*(-g|w) 

=  s/tî3/ô  — 2gv— co 

Il  suit  de  là ,  et  des  résultats  précédens  que  nous  avons  ; 


Sl/l  3/o  G?(— if) 

sin3fv—cv  Gqe  (-^) 

s/»3/ô  —  2gv  G<//(  j  + 

(— (ï-S»r-S*>)-î-8» 

<vW-(!ïïvs=»>, 
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—  B  —  —  rrC  .J ,  dv— 

sin3/v  G<l(  T  ) 

s,n yi> — c.v  Cf/e ^  ; 

sin3fv  —  2gv  Gqy'^rn'^ 

sin3fv_2gv_cv  Gqcïx^^n'-^niy)  ■ 

Y=A-B= 

sin3/v  Gq\  J-ï-*|rf 

*>&-**>  Gtf\  ï+Si»+(^+g=**)m*} 

!_  I_ *1  5®ÎZ„.»  „/ 27  3285  ,  243  ,  \1 

4  32™  25e"l-*(ï6+5Î2'«-gr2mr) 

(  4  ~  6î  my^~ïn 2î  m'y‘—  iïïïmy  -+-^  m1)  j 

Maintenant,  si  l’on  fait  le  produit  de  cette  valeur  de  F  par  (V.  p.  3,3) 
■~T  =  -  i  +  icoscv  e(i)  +  2COS  2gv  v‘(— |)h-2Cos îgv  +  cv  ey*(|) 
°n  aura  >  en  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argument 

2 gV  —  CV  $ 

d.înt _ 

d  v 


sin3/ï>—2gv—cv  Gqef 


Tome  /. 


I  /'i1  8\  /8l  81  243  \ 

\  2  ^*4  =4  /  "^  \  32"^Ï6=lt5  /  m 
/  5647  2655  3  3  1G267  \  , 

1+ l  256  + -CT  +  64  ~  Sî  =  W  j  W 

f-^(î-5»j'+S«iy-S*o-+£^)) 


6t 
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En  substituant  pour  G  sa  valeur  (Voyez  p.  443)  et  nommant, 
pour  plus  de  simplicité,  N  le  coefficient  de  Gqef,  il  est  clair  que 
cette  équation  donne 


Hnt  =  cos  3fo  —  2 go  —  co 
Comme  nous  avons 

(!)'=■ 


sin3  a-(/N 

m*(3/—  2£  —  c) 


(Voyez  p.  854  et  855  du  second  volume)  on  pourra  écrire  (en 
faisant  q  =  i  ) 


dnt  =  cos  3fo  —  igv  —  co 


Km eÿ  (  ^  )  sin3 a .  (i  -t-/wa)iV 


c) 


Pour  réduire  en  nombres  la  valeur  de  iV  on  prendra  g-=  1 5oo4o2  i  75; 
C  =  0,991 5480  ; 


.T=  - - : 

3  —2^— c  5 

r= _ 2* _  . 

(3  —  g  —  c)1—  I  +7»»'  ’ 


Log.  a:=  1,1366261  , 
Log.  y=  o,23i3332  ; 


ce  qui  donnera  5 


7V=+2i,4933  j  iV(i  +/»’)=  21, 6i36j  3862,85. 


Mais  on  a  (  Voyez  p.  4^7  ) 


partant 


g-c  =  0  >o64  ; 

=  Ki3)y(  2/[']rf ,23  .  cos  3fo —  2gO—CO. 


De  là  on  tire  la  conséquence  ,  que  cette  inégalité  est  insensible  1 
puisque  son  coefficient  demeure  inférieur  à  une  demi-seconde,  en  attri' 
buant  à  A  3)  la  valeur  probable  qui  résulte  de  l'ensemble  des  phénomènes 
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Expression  analytique  de  la  Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude 
de  la  Lune ,  en  fonction  de  sa  Longitude  vraie. 

48-  Je  vais  faire  ici  là  réunion  des  termes,  indiquée  dans  la  page 
3i^  du  3.,èmc  Volume  $  et  rapprocher  de  ce  résultat,  celui  relatif  à 
la  latitude  ,  tel  qu’il  a  été  trouvé  dans  les  pages  832-83?  du  même 
Volume.  Et  afin  de  pouvoir  embrasser,  d’un  coup  d’oeil,  ce  qui 
tient,  non  seulement  à  la  formation  analytique  des  coefficiens,  mais 
aussi  à  celle  des  argumens  ,  je  fais  précéder  l’expression  de  la 
Longitude  moyenne  et  de  la  Latitude  de  la  Lune  de  l’expression  ana¬ 
lytique  de  l’équation  séculaire  (  donnée  dans  les  pages  3a  i  et  802 
du  3.  \ol.  )  et  des  formules  du  moyen  mouvement  du  périgée  et 
du  noeud,  telles  que  nous  les  avons  obtenues  dans  les  pages  292  et 
du  troisième  \olume.  J’associe  à  ces  expressions  celle  de  la 
Constante  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  ,  pour  présenter  cette 
partie  principale  de  la  troisième  ordonnée  tout-à-fait  séparée  de  la 
Partie  variable,  composée  de  termes  périodiques.  Pour  plus  de  clarté, 
Vo,ci  y  avant  tout,  la  signification  des  différentes  quantités  littérales, 
ainsi  que  les  élémens  numériques  propres  à  réduire  en  nombres  les 
coefïiciens  des  inégalités  Lunaires. 

p  =  Longitude  vraie  de  la  Lune. 

jours  | 

72  =  1 7  3  25593",54  =  mouvement  moyen  sidéral  de  la  Lune  en  365 
E  =  2360591", 80=  temps  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune. 

111  =  Rapport  des  moyens  mouvemens  du 

Soleil  et  de  la  Lune . =  o,o?48oi3o  = 

E  =  1  — ni 

e  =  Excentricité  de  l’orbite  de  la  Lune  .  =  o,o54847  2i  =  -  * 

'  18,23*2 

^  =  Excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  en  1 7  5o  ==  0,01 681 01 3  =  1 

C-'  =  Excentricité  de  l’orbite  du  Soleil  pour  une  époque  quelconque 
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£  =  Époque  de  la  Longitude  de  la  Lune. 

7  =  Tangente  de  l'inclinaison  moyenne  de 
l’orbite  de  la  Lune  par  rapport  à 

l’Écliptique  vraie . .  .  =  0,09005900  = 

b'  =  Rapport  des  moyennes  distances  de  la 

Lune  et  du  Soleil  au  centre  de  la  Terre  =  o, 00252064  = 

■—  =  Rapport  entre  le  rayon  moyen  du  globe 
de  la  Terre  et  la  distance  moyenne  de 

la  Lune  à  la  Terre . =  0,0165617  =  —4=-^ 

bU,o/o 

A1}=  Aplatissement  de  la  Terre  =0^ 


2'F==  2k  =  Rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité  sous  l’équateur. 

K  -Y  —  1  -  4--_  37g 

1  M  “~305  578  305x578* 

w  =  23°.  27'.  5o"  =  Obliquité  de  l’écliptique  (en  1800). 

1  ==  88  =  Rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  la  somme  des  masses  de 
la  Terre  et  de  la  Lune. 

mètre* 

L '=  o,  992586=  Longueur  du  pendule  qui  bat  la  seconde  sur  le 
parallèle  dont  le  sinus  de  la  latitude  est  égal  à 
Longitude  vraie  de  la  Lune  par  rapport  au  point  mobile  de 
l’équinoxe  du  printemps  =v>-4-^_y  =  (1,000002886)  ^ 

(1  — c')m=  Rapport  des  moyens  mouvemens  du  périgée  solaire  et  de 
la  Lune  =  0,0000006857. 
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J^dv  =  Équation  séculaire  du  moyen  mouvement 

(/  3  »  2187  4  4455  5  716779  6  ,  49929  7  \ 

(  2  "2"“  128  m  ““  64  m  512  171  +  128  171  ) 

»  / 1461  »,  106335  3  2479419  t  .  7344621  _5  \ 

+  e  (  128  1TL*m  512  111  1024  171  256  171  ) 


»  / 1461  »  106335  3  2479419  4  734462 

"e  (m m+^m+-ïm-m+-wr 

»  /  525  »  ,  1083  3  41181  4\ 

"7  \  128771  512  m  1024  m  ) 

-^(32-  32  m  +  -ïnm  +  -  64  V  ; 

-S5mW 


de  /a  Zw/ze  = 


f  2709  *  »  *  2229  *  4  8367  *  4  9  4  ™» 

1“  256  m  256  ^  ^“128  me'—çm'E  ) 

1  15  »  288303  4.  25455  »  »  11919  »  *  757i)  /}  ,,  , 

!  ïw+irw+®m  e  +®/?z  v  };/(£  —Eh)dv 

+  rg  ™'f( (  £'“  -  E"  y  Am-  Il  nï  .f(  /  _  JS"  )  dv . 

(1  — c)v  dv=  Mouvement  moyen  du  périgée  Lunaire  = 

1/3  to._,_225_5j_4071  _4  ,  265493  _5  ,12822631  _6  ,  1273925965  \> 

1 4 m  •+■  32  m  W m  ■+■  -2Ûîr^ m  -*-■ -2Î576-  m  +  -589824“  m  ) 

*  /  3  ,  .  675  .  31893  ,  ,  1546665  5  \  J 

~e  U"1  +  6ïm  -*~5ïT'n  -*~m<rm  )  j 


\ u  v*  ivov  y 

I  »  /  3  ».  189  3  3963  4  ,  336987  5  \ 

|  y  (2  m  '*“'32  m  ’+‘  128  m  2048  m  ) 

-,»  /  9  »  825  3  .61179  _4  ,  1767849  «  \ 

•rrE  (  nim^~mrm  ) 

H“e  v  {m”1*  32  m  ^  (ïo  ^'or  j 

I  .  /  9  .  693  »  \  nu  /  45  »  225  3  \ 


F*  /  \  32  32  /  ~  ~  \  16  64  / 

E"f( 

+ v*  (  si  ,nS  )  -  â  mV + (  8  m‘+  Jri  m>  ) 

/  9  .  825  3  .  61755  4  .  1811049  5\  ) 

m+-2ürm,+-im-m) 

.»  /  9  2475  ,\  ,/9  ,  693  3  \  (  J  ^  ^)W 

—  e  ( îù m  +  -gj- J  — y  (ï»»H-g j/»  j  ) 


/  45  ,225  3 

•(  nm’¥'Tm 

Tome  l 


)f(i'-&)d» 


6s 
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0  -£)*>-+■  f  rjdv=:  Mouvement  moyen  du  noeud  Lunaire  = 

/_  3  9  ,  273  .  9797  _5  .  199273  _  «  .  6657733  ,\ 

\  4  m  ■4“32m4“l287W“h2048m"H  24576  m“H  589824  m  ) 


,/  3  189.  3027  4 

I  6  \  2/W+32,n+mW‘ 


179955 
2048  7 


•) 


./  3  »  27  3  843  .  6393  5\ 

‘  i  \  8  m  512 m  4096 m  ) 

Ue- 

I  74/45  ,  1935  3\  /  3  .  ,  \  B*  s  ts 

\-h'{nm  +  TîTm)-{'-  *«»  “);?(*(.>-*) 


» 


Constante  du  sinus  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  = 

Le  sinus  de  cette  parallaxe  est  censé  développé  en  fonctions  pério¬ 
diques  du  temps.  Mais  si  on  le  développait  en  fonctions  périodiques 
de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  j  alors  la  constante  serait  exprimée  par 
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nl-HE=:  Longitude  moyenne  de  la  Lune  =  p  4.  Ç çdv+- 

t  /  «  3  »  45  .3  .  637  „4l  137413  5  146597  6\ 

|  \  2  “  2  77Z"“~  32  m  "4"  128 771  6144  m  24576  171  ) 

1  .  /I  907  15  ,  47545  A  .  /297  .  541 S  , 


297  , 

15  ,  47545 

/297  a  5415 

128  777  16  777  4096  m 

j-he 

(  32  777  +  128 

9  a 

165  ,  .  147  4\ 

A  i 

<  1  227  j\ 

82mM-2S6m7 

+  7  ( 

,4—  256  777  )' 

s  in  2  cp  eV— 

(+ 

s/n  3o> 
sjVi  4cp 
swi  5cp 
singv—fv 
sm  2 gv 
sin  4gv 

sin2gv  —  cv 


/  135  *,4  ,  */  15  135  1447  A  225  a  s 

«;îcv  e  -am  b'  +  e  7  (-ïg+«î-«-  -eT™  )+m'n  e  E 

I  453  j  jrva  1  4<>  »  *774  4o  6  37  j  ,  5  ,  , 

l-4"  128m  ^  7  Ï6  777  ^  +m^  Î28  e  7  8  e  7 

+  »  +  £•')  j('  £  ' 

’  ( 3  1  «>5  .„3  2577  m4  671823  „5  525476519  0\ 

U  +  W“"' 64  W - 6Tm - 4ÜârTO - 49Ï52ÏT  m  ) 

»  (  1  135  .75  *  \  ,  a  / 1  807  »  \  3  * 

|  ?  (  16“*“  128 777  “^64  777  )  +  e  (  8  256 777  Z"4" 82  777  ^ 


(4.  ?Z  7«  4.  JL  e4  » 

1^64  7  ^  U4  e  +  04  e  7 


s/  1  17  a  1  »  1  *\ 

e  (—  3  “*-48^— 8  e  Ï6  7  ) 

«•(  «) 

«■(-a 

v’  !  (I - ÏS'»,+â ,w3+  H3  w4)" e‘(S” ®  m  )“  ï 

H  n) 

!/  135  1331  *  19131  3  \  *4 

(  ï  —  77^-  m  —  ni  —  — —  m  1  j 

\  M  2»o  2018  /  I 

+  7»/I.!î?in\.  ./K  185  \  585  J 

7  \16  mW/  e  \32 - 8"mj_64m£  ) 
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sin  2 gv  -H  cv  ef  \  + 

•  j  j  /  1  13d 

sinigv  —  zcv  e?  (  —  g  — - 

+  eY( 

«7*2gV-3w  e7  (-32+32 


s/rc  2gv  -H  3cy  e3y 
sin\gv  —  cv  ey‘ 


sin  4gv  - 


sinc'mv  s' 


sin  iç'mv 
sin  3c' mv 


V(  n) 

V(-i+S») 

v(-i) 

V(  n) 

v(-â) 


\ 

/*  m  7ÎS  ,  1261  4  572357  5 _ 3273241  6  973306967  A4 

V  m  16  m - T~m - 38r"1 - 576-  m - S5296~  m  ) 

.e'f^m  .37759097  .  7087468819  5\ 

e  U  m+^r m+-îïrm-*  mrm — 294912- m) 

,/27  117  ,  19097  ,\  27  „ 

vïm--ïnm)+Smt  J 


I  ,/27  117  , 

-V  (tW-32-TO 
*1  (!"*- 
^  8») 


9  5175  3  13871  A  ,  81  ,  81 

im  128 m  32  m  )~*~32me  “32 


81  »  7 

gjmif-i-jms 


sire  Hc'mv  E’'  (  §2  m  ) 


9  621  >  ,  18135  3  ,  2061269  , .  91899031  ,  .  9451141: 

im+I™+mm+ir1,+Wn,+-«i 


32 -'■W'"  *-mT' m  -f-2457r^ m -1 - S»9j 

sincv+cmv  et  < 

I  81  fi  81  ,  9  a 

(  +  _m£  -Jg/w-/  -J/ne 

1/  n ,,,  1329„,-  37035  3  3599473  (  83498905  «  35329 

\ïm  ~  ”32" m  Î28”  m  ~  ”2048-  m - 8Î92-W - 58S 

81  »,  81  ,  9  , 

—  g 2mî  +Ië  m7+ïme 


m1  +8 


V  Oit  1U  O 

sinro  '»/  27  5211  a  88353  3  27  ,  243  ,2 

smcv  icmv  et  me'+.  _  m/_ - 
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s/«w  +  2c'mp 

«** 

(  s»-', 

sincv— 3c'mp 

et'3 

(-S-) 

smcy-*-3cW 

ee'3 

(  S2m; 
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sin  2  Ev  —  3gv  4-  cv 

ey3( 

sm  2  Ev+gv  —  3cv 

e3ï( 

f  15  A 
-  • 8  m) 

sin  2 Ev-Jr3dmv—gv 

£'V| 

f  1  \ 

^  64  m  ) 

sin  2Ev—3c'mv—gv 

£,3y( 

,  ëTm) 

sin  lEv-^rc  mv — 3gv 

*V| 

f  3  \ 
l  32  m) 

sm  2Ev—c'mv—3gv 

n3( 

<  7  \ 

r^m) 

sin  2  Ev  —  3gv  4-  2  cv 

«VI 

f  225  \ 

C**m) 

smiEv+  ic'mv  -  3gy_  e'y3  (  ^  m) 

simEv  +  c’nw — gv-t-cv  ci-j  f—  i  ni  ) 
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sin  Ev — c'niv  -t-gv — cv 

eW(  lrw) 

sin  Ev  —  c'mv  —  gv+cv 

sm  3Ev — gv 

•»&’(-£“*) 

sm  3  E  v—gv—cv 

1  ra) 

sin  3Ev  dmv  —  gv 

£'ïJ‘(  T7^') 

sin3Ev+dmv—gv—cv  et'yb'^  m) 

sin  4  Ev—  gv 

y( 

4£V'w  3gv 

y’(  O.m*) 

sin^Ev--  gv  —  cv 

eK  T  «■+$»•) 

Sln  t[Ev  —  gv  —  2CV 

e'K  S»*). 

t 


5  02  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

S  4. 

Expression  de  la  Longitude  vraie  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  Longitude  moyenne. 

4q.  Soit  nt-\-iz=.v-Jrf  Çdv ^rF{y)  l'expression  de  la  longitude  mo¬ 
yenne  de  la  Lune  en  fonction  de  sa  longitude  vraie  ,  telle  qu'elle 
vient  d'être  rapportée  dans  le  paragraphe  précédent.  La  petitesse  des 
coefficiens  ,  jointe  à  l'excessive  longueur  de  la  période  des  termes 
dont  se  compose  l’intégrale  f^dv  ,  permet  d'en  éliminer  v  en  y 
faisant  simplement  o=znt-\-e.  De  sorte  que,  nous  avons  l'équation 

nt  ■+■  e  — fçndt  —  v  ■+•  F  (v>)  ; 

où  le  premier  membre  est  une  fonction  de  t ,  et  le  second  une  fon¬ 
ction  de  v  ,  seulement.  Ainsi  on  peut  ,  à  l'aide  de  la  série  de 
Lagrange ,  tirer  de  là  immédiatement  la  valeur  de  ,  en  posant 


Z/=„_F(«0+ 


1  d'.F(v) 

2,3  dv* 


etc.  , 


et  prenant  pour  l’expression  cherchée  de  v  en  fonction  de  t  ce  que 
devient  le  second  membre  de  cette  équation  lorsque  ,  après  l'exé' 
cution  des  opérations  indiquées  ,  on  y  remplace  la  lettre  v  par  le 
trinôme  nt->rz—fÇndt. 

1  oute  la  difficulté  consiste  donc  dans  la  formation  des  puissances 
de  F  {y)  ,  ou  plutôt  dans  le  choix  convenable  des  termes  qu'il  faut 
conserver  dans  le  développement  de  ces  puissances.  A  cet  égard  ü 
y  a  un  principe  fixe  duquel  on  ne  saurait  s'écarter,  fondé  sur  ceci* 
savoir,  que,  le  développement  de  y  en  fonction  de  t,  qu'on  obtieu1 
par  ce  renversement  de  notre  formule  originale,  ne  peut  être  censé 
exact  ,  analytiquement  parlant  ,  au  de  là  des  termes  ,  qui ,  pal 
leur  ordre  ,  ou  par  leur  forme  ,  difïeréroient  de  ceux  que  n°uS 
a\ons  obtenu  par  l’intégration  directe  dans  l'expression  de  F  (?)' 
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D’après  cela  on  conçoit,  qu’il  serait  absurde  de  vouloir  tenir  compte 

_ i  _ 3 

dans  d—I\ (t-  ,  ,  etc.  des  termes  de  la  forme 

dv  7  dv  7 

A  sin  (5ZsV  ■+■  w)  ,  A'  sin  (G>Ev  -4-  «V)  ,  etc.  ; 

ou  ,  des  termes  d’un  ordre  supérieur  au  huitième  qui  affecteraient 
des  argumens  semblables  à  ceux  déjà  renfermés  dans  F  (y).  En  effet; 
cette  fonction  n’en  renferme  aucun  qui  dépasse  cet  ordre  ,  et  ne 
comprend  que  des  termes  spéciaux  du  sixième,  septième,  ou  huitième 
ordre  ,  auxquels  la  nature  peu  convergente  de  certaines  séries  a 
forcé  d’avoir  égard  :  mais  son  caractère  analytique  et  exempt  d’exce¬ 
ptions  ,  est ,  d’ètre  exacte  jusqu’aux  quantités  du  cinquième  ordre 
inclusivement. 

Dans  la  formation  des  puissances  successives  de  F  {y)  on  doit  donc 
avoir  le  double  but  :  de  pouvoir  en  déduire  par  la  différentiation  les 
termes  correspondans  à  ceux  qu’on  voit  dans  F(y)  ;  et  de  pouvoir 
faire  servir  le  développement  du  carré  de  F  (y)  à  la  formation  de 
C(dui  du  cube;  ce  dernier  à  la  formation  de  la  quatrième  puissance; 
et  ainsi  de  suite.  Cependant  cette  règle  doit  être  associée  à  une 
.autre  qui  constitue  une  espèce  d’exception.  Voici  en  quoi  elle  con¬ 
siste.  Avant  d’obtenir  F  (y) ,  notre  méthode  donne  la  valeur  de 

(~i7rïr‘  avec  toutes  les  parties  qui  concourent  à  la  formation  des 
différens  termes  dont  on  a  voulu  tenir  compte.  Si  donc  ,  par  la 
destruction  mutuelle  de  ces  parties  ,  quelques  uns  de  ces  termes  ne 
paroissent  pas  dans  l’expression  de  F(y )  ,  cela  ne  prouve  pas  qu’il 
doit  en  arriver  autant  à  l’ensemble  de  ceux  du  meme  ordre  et 
affectés  des  mêmes  argumens  ,  qui  pourraient  naître  du  carré  ,  du 
cube,  etc.  de  F(y ).  En  conséquence,  il  faudra  porter  une  attention 
particulière  sur  les  termes  de  cette  espèce  ,  pour  éviter  toute  incon¬ 
séquence  et  demeurer  fidèle  aux  principes  que  l’analyse  prescrit  de 
suivre' dans  les  méthodes  d’approximation. 


5o4  théorie  du  mouvement  de  la  lune 

5q.  En  appliquant  ces  réflexions  à  notre  expression  de  F  (y)  ,  et 
remarquant  qu’elle  renferme  le  terme  du  huitième  ordre  ,  de  la 
forme  Ke* m? .sin^Ev  —  2cv  ,  on  sentira  aussitôt,  que  le  terme  cor¬ 
respondant  fourni  par  le  carré  de  F  (y)  serait  inexact,  si  en  déve¬ 
loppant  la  valeur  de  F  (y)* ,  on  n’avait  pas  L'attention  de  considérer 
la  combinaison  du  terme  —-^m'siniEv  avec  le  terme 


23625 

4096 


ni  e 1  sin  6Ev  —  2  cv 


? 


qui  fait  aussi  partie  de  la  valeur  de  ànt.  En  effet  ,  nous  avons 
(  Voyez  p.  5oo  ,  5o2  ,  5 16  ,  525  du  3.ièmc  Vol.  )  ; 

2  ^  —cosGEv  —  icv  4  cos  6£V- 2«>  e‘(— ^m4); 

8  (^)3  =C0s6£v-2CV  e'  (w  m')i -mfi},dv=cos6Ev-2cv 
et  comme  il  suffit ,  pour  l’objet  actuel  ,  de  poser  l’équation 


5 .tint _ 

dv 


nf Ri  dv  — 


il  est  clair  qu’on  a  j 


d.ànt 

dv 


cos6Ev  —  2cv  e'  j  — 

-ou 


3375  675  3375 __  23625  j 
512  64  1U24  1024  ! 


ni 


? 


d’où  l’on  tire  , 


dnt=  sin6Ev  —  2cv 

Au  reste  ,  ce  terme  est  le  seul  qu’il  soit  nécessaire  d’ajouter  à 
notre  expression  de  ànt  pour  en  déduire  les  puissances  de  F  (y)  ’ 
conformément  aux  préceptes  qu’on  vient  d’exposer.  Le  doute  analogue 
qu’on  pourrait  se  proposer  à  l’égard  du  coefficient  de  l’arguineIlt 
disparoît ,  en  observant  que  ,  dans  ànt  ,  nous  avoRs 
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borné  l'approximation  au  terme  du  septième  ordre ,  de  la  forme 
Km'e.siniJiEv  —  o>);  et  que  la  combinaison  du  terme  —  —  m'sinîEv 
avec  celui  affecté  de  l'argument  6/îV  —  cv  donnerait  nécessairement 
un  terme  du  huitième  ordre  ;  puisque  ,  dans  la  page  633  du  3.ième 
Volume ,  on  a  trouvé  , 

ou  =  cos6Ev  —  cv  e\îü2Âm  )• 

5i.  Tels  sont  les  principes  que  nous  avons  suivis  dans  la  con¬ 
struction  de  nos  résultats.  Nous  allons  les  présenter  accompagnés 
des  parties  dont  chaque  terme  se  compose  ,  afin  d’en  faciliter  la 
vérification.  Il  est  vrai  que  ,  pour  l’objet  unique  qu’on  a  en  vue 
dans  ce  paragraphe,  on  aurait  pu  en  abréger  l’exposition  en  donnant 

_ a  _ 5 

seulement  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  -fi-  ,  —  /  —  ,  etc.  : 

Biais  nous  ne  voulons  pas  supprimer  ici  des  résultats  intermédiaires  qui 
peuvent  être  utiles  pour  résoudre  d'autres  problèmes  du  même  genre. 
S’il  était  question  ,  par  exemple  ,  de  traduire  en  fonction  de  t  l’ex¬ 
pression  de  la  latitude  ou  de  la  parallaxe  de  la  Lune  ,  on  aurait  à 
transformer  de  la  sorte  une  série  de  termes  de  la  forme  '  pv  +  q  ; 
ce  qui ,  d’après  le  même  théorème  de  Lagrange ,  exigerait  de  former 
la  fonction 


sin  . 
cos 


[pv+ç^p2[pv+qxr(y)-% 


d.l^pv  +  r/XFÇy)']  _ 


dv 


etc. 


et  d’y  changer  ensuite,  v  eh  nt  +  z—fÇndt.  Or  il  est  clair,  que 
cette  opération  deviendra  plus  facile,  en  ayant  déjà  préparé  le  déve¬ 
loppement  des  puissances  de  .F(y). 

Ces  explications  nous  paroissent  suffisantes  pour  rendre  raison  de 
la  formation  aussi  bien  que  de  la  disposition  des  résultats  suivans 
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Les  argumens  précédens  sont  ainsi  écrits  ,  pour  plus  de  simplicité  ; 
mais  lorsqu'on  voudra  former  leurs  valeurs  effectives  ,  on  aura  soin 


de  changer 

E.nt  en 

(1  —  m )  (»f -w  —J'çndt  )  *+-  ms  —  s\  5 

c.nt  „  .  . 

.  nt+-s—j%Zndt  —  {\ — c)nt—J>rs.ndt  j 

g.nt  .  .  . 

.  nt-*rs—J'çndt  —  (\—g)nt—J'Q.ndt\ 

cm.nt  .  . 

.  ïît *+■  &f x — x!  y  mj  Çndt  '7 

en  se  rappelant  que  vît -H  1 1 — x'  représente  l'anomalie  moyenne  du  Soleil- 
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Ainsi,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  totalité  des  termes  qui  dérivent 
de  celui-ci,  ce  qui  fournit  les  équations  suivantes. 
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lain  tenant  ,  il  n  y  a  qu’à  réunir  les  termes  de  cette  dernière  équa- 
^°a  avec  ceux  qui  forment  le  second  membre  de  l'équation  posée 
ans  les  pages  54 1 -564,  pour  obtenir  l’expression  cherchée  de  y  en 
onction  explicite  du  tems.  L’équation  suivante  donne  ce  résultat 
^portant. 
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52.  Pour  faciliter  la  réduction  en  nombres  de  la  formule  qu’ofl 
vient  de  trouver,  ainsi  que  celle  des  différentes  formules  qui  détef" 
minent  le  mouvement  de  la  Lune  ,  je  vais  présenter  ici  réunis  leS 
logarithmes  des  quantités  littérales  qui  entrent  dans  la  composition 
des  coefficiens  ,  tels  qu’ils  dérivent  des  élémens  numériques  pos^5 
dans  les  pages  483  et  484. 
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Logarithmes  des  quantités  littérales  qui  entrent  dans  l'expression 
des  coejjiciens  des  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  Lune 


Nombre 

J  Logarithme 

Logarithme 
du  même  nombre 
divisé  par  sin  1" 

QUANTITÉS  DU  PREMIER  ORDRE 

m 

8,8739091 
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e' 
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1  du  même  nombre 
divisé  par  si/i  1" 

QUANTITÉS  DU  TROISIEME  ORDRE 

.  77i3 

6,62  17273 
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m*? 
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1,2879143 
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me'* 

5,32525l  I 
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my* 

6,7829633 

2,0973884 

me s' 

6,8387877 

I, l53l628 

m*y 

6,7023453 

2,0167704 

nu' y 

6,o54l072 

1, 3685323 

e3 

6,2 1 74728 

1,5318979 

v3 

6,86358 1 3 
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s'3 

4,6770130 

9,9914381 

eY 

5,7039862 

1,01841 13 

e*y 
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ey* 

6,6482  I  l8 

1,9626369 

eV 

6,i347252 

1,4491 5o3 

eb* 

6,l4o6687 

i,455o938 

e'b * 

5,627l82I 

0,9416072 

y  b* 

6,356o832 

1,6704633 

mb * 

6,2754202 

1,5898453  ! 

5<*er*> 

3,6281972 

8>9426223 

mey 

6,567  5938 

1,8820189 

e*y 

5,4058691 

0,7202942 

et  y 

5,9193557 

1,2337808 

Nombre 

Logarithme 

Logarithme 
du  meme  nombre 

Nombre 

Logarithme 

Logarithme 
du  même  nombre 

divisé  par  m  1" 

divisé  par  «h  i" 

ms  5,4956364 
m?e  5,36o8849 
m'i  4,8473983 

rrCe  5,2  261 334 
m'e'*  4^99 160  2 

m*Ÿ  5,6668724 
m'eu'  4?7 1  26468 
me 3  5,0913819 
ras'3  3,55o92  2i 
raeY  4^^778953 

raes'1  4,0644087 

raey*  5,5221209 

ra^y1  5,oo86343 

ra*ey  5,44  ^029 
me1 7  5,3o675i4 

raYy  4>928oi63 

^7  4,2797782 

ra3y  5,5762  554 

«y’  5,7374904 

e4  4,95663°4 

y4  5,8i8io8i 

e'4  2,9026840 

eY  4,443 1 438 


o,8ioo6i5 

0,6753100 

0,1618234 

o,54o5585 

9,5i35853 

°,97I2975 
0,02707 19 

0,4058070 
8,8653472 
9,8923204 
9,3788338 
o, 836546g 
o,323o594 
0,7559280 
0,62 1 1 765 

0,24244^ 

9,5942o33 
0,8906795 
i,o5i9i55 
0,27  io555 
1 ,1 3^5335 
8,2171091 

9,7575689 


3,9296572 

5,3873691 

4,8738828 

3,4161706 

4,36o3962 

5,1493293 
4,5oio9i2 
5,0145778 
4,3663397 
3, 852853i 
4,8798263 
5,3 10 5653 
4,8o3o2  2  2 
4,7932648 

5,2299473 

5. 17*  9999 
4,G585i33 
4,ï450267 
5,6027389 
3,63 1 5401 
5,0892523 
5,o95i958 
4,5817092  I 


9,2440823 

o,7oi7945 
0,1 883079 
8,73o5957 
9,6748213 
o,463  7  544 
9,8 1 55 1 63 
0,3290029 
9,6807648 
9,1672782 
o,i9425i4 
0,6249904 

O,1  174473 

0,1076899 

0,5448724 

0,4864250 
0,0729384 
9,45945 18 

0,917164° 

8, 9459652 
o,4o36774 

0,4096209 
9,8961 343 
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Logarithme 
du  meme  nombre 
divisé  par  sin  i1' 

Nombre 

Logarithme 


QUANTITES  DU  CINQUIEME  ORDRE 


4,3695455 

9,6839706 

iriz'y' 

3,8825434 

4,2347940 

9,5492I9« 

nïztf 

3,375ooo3 

3,72l3o74 

9,0357325 

rriz'*  7 

3,i536873 

4,45oi635 

9,7645886 
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4,i  1 38564 
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9,4144676 
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3,6671739 

3,0730693 

8, 3874944 

meK 
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4,53o78i5 
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mz"' 

1, 7765g3i 

4,0232384 

9,337 6635 
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3,586555g 
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9,6298371 
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3,8019254 

9,1  i635o5 

me3  7 

4,0459090 

3,9652910 

9,2797 161 

me'z'1 

2,8035667 

2,4248312 

<7,7392  563 

me1 7* 

4,2612785 

4,6113995 

9,9258246 

mexbx 

3,7537354 

3,45  i8o44 

8,7662295 

met* 

2,2900797 

4,i8o66o5 

9,495o85  6 

mey3 

4,4766480 

2,9383178 

8,2527429 

mezf 

3,74779!9 

4,3960300 

9,7io455i 

mes!xy 

3,Ol89358 

3,8884869 

9,20291 20 

mez'b * 

3,2402488 

9,1969685 

8,6894254 

8,468l  124 

9,42828l5  j 
8,981599° 

9, 1 449646 
7,0910182 

O,  0064426 
8,991 3564 
8?63l47Bo 
9,36o334i 
8, 1 179918  j 
9,5757036 
9,068  i6o5 
7, 6045048 
9>79io73i 

9j0^22I^O 

8,3333609  ! 

8,5546739  ! 
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Nombre 

Logarithme 

Logarithme  du  même  nombre  Nombre 

divisé  par  sin  i,f 

Logarithme 

Logarithme 
du  meme  nombre 
divisé  par  sin  1" 

QUANTITÉS  DU  CINQUIÈME 

ORDRE 

!  J1U  y 

S  me'*b' 


3,9691049 
2, 5054492 

3,2343o53 

2,7267622 

3,9631614 

4,1844744 

3,4556i83 

3,5324224 
3,6957880 
1, i28355o 
4,772 6355 

3, 1823014 
3,911 1575 
2,6688148 
4,1265270 
3,6189839 
3,3976709 
4,3418962 
2,8841843 

2,i553282 

3,6i3o4o4 


9, 28353oo 
7,8198743 
8,5487304 
8,0411873 
9,2775865 
94988995 

8,7700434 
8,8468475 
9,0102 1 3 1 

6,4427801 

0,0870606 

8,4967265 

9,2255826 

7,9832399 

9,4409521 

8,9334090 

8,7 120960 
9,6563283 
8,1986091 

7,4697533 

8,9274655 


3,io54973 

3,8343534 

1,6418416 

4,5572660 

3,5421798 

2,3706977 

3,0995538 

2,5920107 
3,8284099 
3,3208668 
4,0497229 
1,85721 1 1 
3,3i49233 
2,5860672 
2,0785241 
2,8073802 
4,0437794 
3,0286932 
3,5362364 
4,2650924 
3,7575493 


8,4'99224 
9, '487785 
6,9562667 
9,871691  I 
8,8566o49 
7,685i  228 
8,4139789 
7,9064358 
9,i42835o 
8,6352919 
9,364 1480 
7,1716362 

8,6293484 

7,9004923 

7>3929492 
8,i2i8o53 
9,3582o45 
8,343 11 83 
8,85o66i4 
9,5795175 
9,o7i9757 


Log.^=  5,7437984  (V.  p.  365);  Log.^'  =  5,o8o5i82  (V.  p.  4»7> 
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Sur  T évaluation  de  F  intégrale  —  En')ndt. 

53.  Pour  réduire  en  nombres  les  équations  séculaires  de  l’orbite  de 
la  Lune  ,  dépendantes  de  la  variation  séculaire  de  rexcentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre  ,  il  faut  avoir  préparée  la  valeur  de  l’intégrale 
J\i'%  —  &'}ndt .  En  conséquence,  je  vais  m’occuper  du  calcul  de  cette 
formule  ;  et  ,  pour  plus  d’exactitude  ,  j’aurai  égard  aux  termes  de 
l’ordre  du  cube  des  excentricités  des  planètes,  qui  se  trouvent  dans 
l’expression  analytique  de  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
l’orbite  de  la  Terre.  Laplace  a  négligé  ces  termes  ;  mais  il  est 
indispensable  de  les  prendre  en  considération  ,  pour  éviter  l’incon¬ 
séquence  de  les  négliger  tandis  qu’on  tient  compte  de  la  troisième 
puissance  du  tems  dans  le  développement  de  l’intégrale  f  Y*  —  E,x )  ndt. 

J’adopte  ,  pour  un  moment ,  les  dénominations  établies  dans  la 
Mécanique  Céleste  ,  relativement  à  la  théorie  de  la  variation  des 
élémens  elliptiques  des  planètes  :  et  je  pars  du  principe  ;  que  ,  e 
désignant  l’excentricité  d’une  planète  m ,  on  a 

de  _  -'è9  /  d  R  V 

dt  e  \  dti  ) 

pour  l’expression  séculaire  du  coefficient  différentiel  due  à  l’action 
d’une  autre  planète  m!  :  pourvu  que  la  valeur  de  la  fonction 

t> _  -*-sg')  _  m* 

r '3  \{x' — — j)1  -+•  — s)1  9 

s°it  réduite  à  la  partie  explicitement  indépendante  du  tems  t  qui  naît 
de  son  développement  an  termes  périodiques ,  après  la  substitution 
des  valeurs  elliptiques  dies-  coordonnées. 

La  partie  de  R  ,  dépendante  de  la  longitude  sr  du  périhélie  de 
L  planète  m ,  qu’on  obtient*  par  une  opération  conforme  à  cette 
définition:,  peut  «tire  représentée  par 
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5po 

R=  m!  ( M' -H M" é' Mw e')ee'  cos  (w -  *') 

-hm' Mly e* e'a  cos (2 2k') m' My e* ÿ cos (2^—211)  : 

de  sorte  que  ,  en  faisant  |/'ï— e»  =  1  —  |ea ,  on  a 

£=  m'ara  j  M' -4- M" en -h {M"’ - \ M’ ) e1  J  e' «»(*'-*) 

-4-  2  m' an  Miy  ee1  sin(  ns  —  2w)  —  2m'  an  Mv  ef  sin(2K—  2II). 

Cette  expression  de  ~t  est  relative  à  l’action  d’une  seule  planète ,  mais 

on  aura  sa  valeur  complète,  en  faisant  la  somme  des  quantités  sem¬ 
blables  qui  se  rapportent  à  chaque  planète  perturbatrice.  Le  coef¬ 
ficient  M'  se  trouve  dans  la  Mécanique  Céleste  :  ceux  désignés  par 
M"  ,  M'"  ,  Mry  je  les  ai  calculés  directement  par  la  méthode 
exposée  dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  de  Jupiter  et  Saturne  , 
imprimé  dans  le  Tome  36  de  l’Académie  des  Sciences  de  Turin. 
C’est  ainsi  que  j’ai  trouvé  ,  que  en  posant 
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2  Cl  MV  =  —  ~ 


32Î  12  .&V-4-  8.  a 


db> 

_ 5 

da 


d‘b, 

a  _ 5 

da? 


59i 


1  -\  »j  H  ^6t|> 


do.1* 


Ces  formules  se  rapportent  à  une  planète  perturbatrice  supérieure  $ 
mais  s’  il  est  question  d'une  planète  perturbatrice  inférieure ,  il 
faudra  les  diviser  par  a. 

Pour  évaluer  les  expressions  de 


æv; 

3 _ ï_ 

do} 


cPb{‘! 

3 _ i_ 

do? 


d'b, 

A _ ±_ 

do. 4 


d'bl1 

4 _ ï_ 

do.* 


qui  ne  se  trouvent  pas  préparées  dans  le  troisième  Volume  de  la 
Mécanique  Céleste  ,  voici  les  formules  que  j'ai  employées  ,  suivant 
les  circonstances  (  Voyez  la  page  398  du  Tome  35  de  l'Académie 
de  Turin  et  la  page  3o6  du  second  Vol.  des  Exercices  de  calcul 
intégral  par  M.r  Legendre  )  ; 


(«-«•y 


a3  d'b"! 
do} 


b!  (-6-+- 17.  a1—  +  (3  — 7.  a* -t-  12 


do .♦ 


(1  — 


(»î 


z>(?(  24  —  91  .«*+126. a4— 107. a6) 

h  Z?  ,  (—  I  2  -H  44  •  a*  —  44  •  a*  ■+■  60  *  *  )  a  ? 

s  v 

(-  *4+63  .«*-63 .«')  +i<;,(6-«3.«*+i  5.«‘)3* 

(1  -«>)y^7  =  i(:’(  120-435.  a*  +  558.«*-387.«‘) 

Z>7  .  3o-+-  1 10 .  a* —  12  2.  a4-+*90.  a6) 3a  5 


^*4 
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5^2 


da } 

9  3  .  225  5 

4  “+¥<l  + 

18375 

512 

,  138915  9  t 

aM-2Ô4ra+etC*’ 

A.  ^ 

Il  ~ 

225  s  .  18375  ,  . 
T*  ■+-Ï28  “ 

416745 

1024 

a9-+-etc.  j 

jd'b  l  _ 

Cf.  5  = 

dx* 

15  ,  1575  6  , 

2  a  -4-  a  4- 

6G15 

128 

a8  -4- etc.  ; 

a^U 

du 4 

45  4  472d  6 

T  a +  ~W«  + 

33075 

128 

a8  -4-  etc.  . 

Maintenant,  pour  former  les  différentes  valeurs  numériques  de  la 
formule  ni  an.M'  é  sin(zs' —  et)  ,  je  remarque  qu’il  suffit  de  faire 


_  22741  700238  IV__ _ 3,41_  #  v_  137,84  Vl  1580 

y.  o ,  y—  405871’  **  “  254G320’  ^  ““  1070,5’  ^  ~  3497,24’  ^  —  —  ÏtTU^ ? 


dans  réquation  posée  au  commencement  de  la  page  90  du  3.iême 
Volume  de  la  Mécanique  Céleste  :  alors  on  obtient 


—  o",  012433 
-h  o,  o44336 

—  o,  055282 

—  o,  246726 

—  O,  OOl348 
■+•  o,  oooo56 


.  (centésimales) 


pour  l’action  de  Mercure  5 

. Vénus  ; 

. Mars  ; 

. Jupiter  ^ 

. Saturne  5 

. Uranusj 


et  par  conséquent  —o", 270397  (centésimales)  pour  la  somme  de 
ces  actions. 

d  g 

En  réduisant  en  nombres  les  autres  termes  de  l’expression  de 

j’ai  trouvé  les  résultats  suivans  :  mais  pour  ne  point  compliffuel’ 
inutilement  ce  calcul  ,  j’ai  négligé  le  terme  multiplié  par  My  >  ainsi 
que  l’action  de  Mercure  et  d’Uranus ,  à  cause  de  l’excessive  petitesse 
de  ces  quantités. 
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Log. 


n  =  6,6o2o525 

4o587i  =  5,6o8388i 
m!  n  =  0,9936644 
a  =  9,859338o 


Log .m'n  e '3  sin(  —  or  )  =  4,1967175  (-*-) 
m'ne'e* sin(  zs'—zs')  =  4,9723679  (-h) 
77î zi cV«n  (2®— 2®)  =  4,8261638  (4-) 


32.aM"=  a 


„  (  7,53940  —  1 3, 1 4 

3aa(Ar'-iÆf)=  «  Q  * 

v  (-+-171,7800  =  296,. 


32.2  aMTr=-t 


(—  3,76965  ■+•  6,57484  •+■  86,6875  ) 

J-H  2  1  7,07  IO-H  17  1,7800  =478,3437  \  ’ 

7,53940  —  i3,i497  -i-  130,2426  ^ 
96,41 22 

6,33io7  —  17,9657  ■+•  26,8671 


•  1 76,1944+  i34,32  7o  =  365,7536  I 
Log-  — =  1,17459005  Log.  aÆszÆ2==  0,9667459  5 


Log.  =  i,o58o39ï  (— ). 


m' an  { M"  <?'*-+■  (A/7"  —  7  Ai7 )  e*  J  e'  sin  («/—  -t-  2  w' are  ATT  ee'* sm  (2^—  2») 

=  o", 0000 235 1 3  •+■  o", 0000869 1 8  —  ©",000076596  =  o", oooo33835  (cent.) 

TeVre  et  Mars. 


n  =  6,6o2o525 
^546320  =  7,4o59i3o 
=  0,1961395 
«  ==  9,8171024 


Log. rrin  e13  sin{  )  =  7,0043187  (— ) 

mn ee1  sin (  )  =  5,5 1 78727  (-) 

m!nee'sin( 2w  — 2e)  =  6,343o7 1 2  (-+-) 


(  — 3,2i825*+-4,9120"4’44,9^°7  / 

tl.aM  —  ^  84,2  IOS  -t-  47,7803  =  1 78,6456  )  ’ 


Tome  I 
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32.a(M"'— 6’4365  “  9,824°  +  5o, 52648  1 
(+47,7803  =  94,919^  i 

32.2aM'"=-aj  4,86701  -12, 61 10  +,4, 81 i3i 
.  (+68,2713+49,4342=124,7728!' 


Log.  aM"=  0,5639448  j  Log.  a(M"'-4M')  =  0,28930705 

Log.  2 aM,r  =  0,4080731  ( — )  ; 
/»'  an  J  M"  e'*+  {JM'"-  ±M')e'\e'  sin  (®'-  o)  +  2m'  a/i  «n  (  2®'  -  2®) 

=  —  o",oo3  7  oo5  2  —  o", 000064  i474  —  o",ooo 5638 25  =  —  o",oo43  2  84o- 

Terre  et  Jupiter. 


Log.  n  =  6,6 020525 
1070,5  =  3,0295867 

/ttra  =  3,5724658 
a  ==  9,2838993 


Log.  e'J  sm(  )  =  9,6 1807 28  (-) 

m'ne'e' sin (  ®'— ®  )  =  8,7o554i6  (-) 
m'nee1' sinjirx — 2®)  =  7,9426944  ( — ) 


32  .aM"=  aj—0’78o°i+°, 80228  +  0, 37911  | 

1+0,20433  +  0,00918  =  0,61489!  ’ 

3  2 .  a  {JM" — 4  MJ  =  «  j  ,’56o°2-  «,6o456  +  o,  12260  J 

(-*-0,009i8  =  0,08724  }  ’ 


J  o,33834  —  0,68752 -+- o, 3(3 1 23  J 
/  -*-  0,08067  -*-  0,0 1 836  =  o,  1 1 1 08  1  ’ 


Log.  aM"=  7,5675467  ;  Log.  )=  6,7194650  ; 

Log.  2  a M,v  =  6,8243852  (-)  ; 

ni' an  | M" e'1  +  (/!/'"—  4 M ) e’ |  e  sin  (®'  —  ®)  +  2/n' a»  Mty ee'1  sin  (2®'—  2") 

0  ,°oi5333  —  o", 00002661  +o",ooooo5849=  —  o”,ooi554i- 
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5?5 


Log.  n  =  6,6  o2o525 

^497^4  =  3,5437255 
/w'ra  =  3, 0583270 
a  =  9,0205477 


Log.  m'n  e'3  5m (  w'  —  or)  =  8,5674763  (— ) 
rrinee'sin (  cr'  — sr  )  =  7,5189621  (— ) 
mnee'%sin(iv—2zs)  =  8,3369586  (— ) 


0,421  i32  4-  0,424635  -4-  o,o59538 
-h  0,027621  4-0,00043898  =  0,091 1 01 


32.a(M'"-^M')=  «  j  °’842264  — 0,849270  +  0,0165726  ) 
^4-0,00043898  =  0,010006  I 

32 .  iaMIfr =—  a  |  °’°99384  —  °>ï9966  ■+•  0,100667) 
(4-0,0098712  4-0,0018906  =  0,012153  \ 

m' an  1 M!'  e'l4-  (M’"  —  i  Mf)  e1  )  e'  s  in  (V-  «r)  4-  2m'arc  sm  (2®'  -  2w) 

55 — o",oooo  11025  —  o", 000000 1 533  4-  o",oooooo865o = — o",oooo  1  o3 1 3. 


En 


réunissant  ces  quatre  résultats  on  obtient 


0  >oooo33835  -o", 00432849-  o",oo  1 554 1  -  o", 00001  o3 1 3 = -  o”,  00585907 
P°ur  le  second  terme  de  l’expression  de  de  sorte  que  ,  on  a  ; 


^  =  —  ô", 2  70397  —  o",oo5859  =  —  o", 276256. 

54-  Maintenant,  si  l’on  reprend  la  lettre  e'  pour  représenter  l’excen- 
lr*c*té  de  l’orbite  de  la  Terre  correspondante  au  temps  t ,  on  aura 

2e'  =  2Z?'  —  t.  o",5525i2  —  £\o", 0000207 

ai1  Eeu  de  l’équation  donnée  ,  pour  le  même  objet ,  dans  la  page 
°9*  du  troisième  Volume  de  la  Mécanique  Céleste.  A  la  vérité  ,  le 
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coefficient  de  tx  exigerait  aussi  la  correction  relative  au  changement 
dans  les  masses  des  planètes  ;  mais  sa  petitesse  diminue  l'importance 
de  cette  correction. 

En  multipliant  par  ^  les  coefïiciens  de  t  et  f ,  on  obtient,  en 
secondes  séxagésimales  $ 

21  =  iE  —  t .  o",i  790 1 39  —  .  o", 0000067 1  : 

et  en  parties  du  rayon  du  cercle  pris  pour  unité  ; 

"it  =  iE'  —  t .  0,000000867885  — t* .  o,oooooooooo325  i. 

Il  suit  de  là  que  , 

—  =  —  0,00000145926  —  ^^^  .o,oooooooo3652  ; 

f ($'*— (i^ô)  .0,000072963  —  ^ .0,0000001217. 

Donc  ,  en  multipliant  le  second  membre  de  cette  équation  paf 
17325593", 54  on  aura 


yV  -  E')  ndt = -  y .  1 264",  «  27  -  (  H®  )3  •  2">,  °8-. 


On  obtient  de  la  même  manière 


g'4— #  0,00000000080755  ;  -E'^ndt——  (^)  .o",699^’ 

g'6_/T6— —  ^  .  o,oooooooooooo34 2-,  mit .d',0002911 

(e*— £*‘)‘=^y. o, 00000000000  2045  ;y(£''— Eu)'ndL=  (ïSo)*-0”’001 


SL  l’on  voulait  exprimer  la  valeur  de  l’intégraley^V' — £")ndt  >  c" 
tenant  compte  de  l’erreur  qu’il  peut  encore  exister  dans  la  masse 
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Vénus  et  celle  de  Mars  on  supposerait,  que  dési- 

gnent ,  respectivement ,  ces  masses  ;  et  alors  on  trouverait 

2e'=  2/?'— t  j  0,000000867 885  —  0,000000 13929. /1/4-  0,000000 1 7 36. fi/" } 

—  £,  o,oooooooooo325i  5 
d’où  l’on  tire  5 

e'%  —  £,%  =  —  j  0,00000 1 45926 -0,00000023420 ./x.'-H 0,0000002920 1  .fl/"  j 

«  (il.)1. 0,000000003652  ; 

J' (J*—  E '*  )  dt  =  —  { 0,00007  2963-  0,0000 1 1 7 1 0.U./4-  0,0000 1 46o5.fi/' J 

—  (üjô)3*  0,000000 12175 

y(e'’— En)ndt=z  —  j  1264V  2 7— 202", 83.fi/-4-253", o4.fi/' j — (lüô)  -2V°8 

En  désignant  par  C  le  coefficient  par  lequel  on  doit  multiplier 
cette  quantité  pour  former  l’équation  séculaire  du  mouvement  vrai 
de  la  Lune  ,  on  en  trouve  la  valeur  développée  dans  la  page  4$5  ; 
niais  relativement  aux  termes  multipliés  par  fi/ ,  fi/"  il  suffit  de 

prendre  C  =  — ce  qui  donne 

Cf y'-E")ndl=-  1 1 264V  27  XC+  I  ",7028V-  2  v  237.  V'.  [ 

-(»)■•: -C- 

La  quantité 

loo.n  —  ^JLj  J  1264V  27. 7028/1,'—  2,,i23r].iit  [  (tôü)  2  J10^  -L1. 

institue  ce  qu’on  a  coutume  de  nommer  le  moyen  mouvement 
Oculaire  de  la  Lune.  Mais  cette  dénomination  est  vicieuse  5  puisque 
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le  rapport  de  l’espace  au  tems  n’exprime  pas  la  vitessse  dans  les 
mouvemens  qui  ne  sont  pas  uniformes.  Il  est  plus  exact  de  dire  que 

la  quantité  loo.n,  augmentée  du  coefficient  différentiel  d zJ'{îx—E,'s)ndt 
pris  par  rapport  à  ^  ;  c’est-à-dire 

iV=ioo.w-(î^){2528^254xC-»-3'',4o56.ft'-4,,2474.fl;J_(ïi.y6',324.C 

constitue  la  vitesse  séculaire  moyenne  de  la  Lune. 

En  prenant  successivement  t  =  —  100X20  ,  t=ioo  ,  on  aura 

N =  1  oo.n-t-2oX2528",254xC-b68",i  1 2.(2'— 84",  948/2,”— (2o)‘x6",3ï4xC 
N’=  1 00.71  -  2528", 254  xC-3",4o56,V  -  4V474/V"  -  6",324  x  C, 

pour  les  moyennes  vitesses  séculaires  qui  répondent  au  temps 
à’ Hipparque  ,  et  au  19.“"'  siècle  de  notre  ère;  de  sorte  que 

N-N=-2 1X2528", 25ixC-7  i",5  i  76./x/-h8o"57oi./xîV399x6,'3324xC 

exprime  la  différence  de  ces  vitesses.  Si  l’observation  immédiate 
donnait  un  résultat  différent  de  la  quantité 

—  21  X2528",25i  .C-*- 399x6", 324. C  , 

on  pourrait  expliquer  la  discordance,  en  l’attribuant  à  la  partie 

—  7 1",5 1 76 .  fV-H  8o",7o  1  •  f*/". 

Mais  en  cela  il  y  a  une  limite,  fixée  par  les  valeurs  probables  des 
masses  de  Vénus  et  de  Mars.  On  ne  pourrait  pas ,  par  exemple  , 
expliquer  par  ce  moyen  l'augmentation  de  N'  qui  serait  produite 

jours 

par  une  augmentation  de  o  ,  ooooooi  dans  la  durée  du  jour  moyen, 
comparativement  à  la  durée  du  jour  qui  avait  lieu  au  temps  d ’Hïp* 
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parque  ;  ou  qui  serait  produite  par  toute  autre  cause  étrangère  à  la 
gravitation.  Car,  cette  petite  fraction  du  jour  répétée  autant  de  fois 

jours 

qu’il  y  a  de  jours  dans  une  année  julienne  devient  égale  à  o,  oo36525  : 
or,  pendant  ce  temps,  la  Lune  décrit  un  arc  de  173/2  =  3^^25X0,00365 2 5, 
et  on  ne  pourrait  pas  supposer  l’équation 

—  71  ",52  ./*/-+- 80", 7  o  17 3", 2  , 

sans  supposer  à  /*/  et  p'"  des  valeurs  incompatibles  avec  les  masses 
de  Vénus  et  de  Mars  qui  résultent  de  l’ensemble  des  observations 
astronomiques.  Si  donc  une  cause  quelconque  était  capable  d’altérer 
de  0,0000001  la  durée  de  la  rotation  diurne  de  la  Terre  ,  l’obser¬ 
vation  de  la  vitesse  séculaire  de  la  Lune ,  serait  propre  à  faire 
connaître  l’existence  d’une  telle  altération  (*). 

J’aurais  désiré  pouvoir  insérer  ici  l’expression  séculaire  de  *  et 
celle  de  f  -  E'1)  ndt ,  en  termes  périodiques  5  mais  je  donnerai 
ce  résultat  ailleurs  ,  n’ayant  pas  encore  achevé  d’une  manière  satis¬ 
faisante  les  calculs  qu’il  est  nécessaire  d’exécuter  pour  modifier  con¬ 
venablement  l’expression  analytique  de  l’excentricité  de  l’orbite  de 
fa  Terre  publiée  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  de 
Berlin  pour  l’année  1782.  (page  272). 

35.  Après  avoir  considéré  la  variation  séculaire  de  l’excentricité  de 
f  °rbite  de  la  Terre  ,  il  faut  remarquer  ,  que  l’action  de  Jupiter  sur 
notre  planète  introduit  dans  l’expression  de  la  partie  variable  de  cette 


^  Oeci  peut  servir  d’explication  à  un  passage  qu’on  lit  dans  la  page  176  du  3.,tme  Vol.  de 
,a  Mécanique  CéFeste.  Le  nombre  i2,"5i  dont  il  est  question  dans  ce  passage  s’obtient  en 
noinmant  x  l’erreur  existante  dans  le  coefficient  qui  multiplie  dans  l’expression  de 

C/V 

—  En)  ndt  :  alors  sera  l’erreur  sur  la  vitesse  séculaire  moyenne:  en  y 


fai 


lls»nt  t=20xl00,  on  aura  l’équation  40.x  — 531/6,  qui  donne  x— 13, "4. 


f)oO  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

même  excentricité  un  terme  périodique ,  dont  la  période  est  égale  à 
oelle  de  la  grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  l’action  de 
Saturne. 

La  forme  de  ce  terme  est  telle  qu'on  a 


mw  my  .  K 
(  5/iv  —  2«,v  y 


COS 


[  5rivt  —  2riy  t  -t-  5sv —  2elv 


K  désignant  un  coefficient  de  l’ordre  du  carré  des  excentricités  des 
orbites  de  Jupiter  et  Saturne  ;  m IV  ,  ni'  leurs  masses  respectives  ;  et 
niyt-+-Eiy  ,  nyt-\-By  leurs  longitudes  moyennes.  En  conséquence,  l’in¬ 
tégrale  renfermera  le  terme 


3  2  mE' .  m>y  mv  K 

«  m  •  ~7~c~v - r-rr  •  sin 


(  5  ny 


-  m"  )3 


5ny  t —  2 jiv  t  -+-  OSV  —  2£ 


qu’il  est  nécessaire  d’évaluer  afin  de  fixer  les  idées  sur  sa  grandeur 
absolue. 

A  cet  effet,  je  réduis  l’expression  de  ^  posée  plus  haut  (V.  p.  570)  à 


^==  a'n'ni'M.c"  sm(vT -J)  ,  * 

et  je  regarde  rriy  ,  c"  ,  ,  M'  comme  appartenans  à  Jupiter  et  a 

son  orbite.  Alors  en  désignant  par  $elv  ,  la  variation  de  0 

et  fs *  due  à  l’action  de  Saturne  ,  nous  aurons  1  équation 

=  a'  n!  m'v  jW  j  5e"  sin  (s"  -  )  -t-  e"  5®"  cos  (  sr"  -  o'  )  j  , 

pour  déterminer  le  terme  principal  de  la  variation  correspondante  3e 
l’excentricité  de  l’orbite  de  la  Terre 

Cela  posé  si  l’on  fait  S  =  5»’  t—  zn”  t+5(y  —  2e"  ,  et  si  l’on  pre>,(l 
(  Voyez  p.  23  du  3.““e  Volume  de  la  Mécanique  Céleste  ) 

_fi  =  MM  e”  cos  (5 — 3®  )  +•  M',)  e "  e v‘  cos  (9  —  2®'  —  sr"  ) 

Mw  e'  e"' cos  (9  —  srv  —  2®"  )  ■+■  Mm  e"1  cos  (9  -  3®"  ) 

*+■  d/1  ev  -y*  cos(5  —  sv —  2  n  ) -t- d/<J) elv  7* cos  (9  —  ®,v — ) 
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il  est  évident  ,  en  vertu  des  équations 

e"  =  a”n"fdl(ià)  >  * **=-*' jrfdt(g)  , 

CIUe  *es  valeurs  de  $eIV ,  eIV  <ta,v  qu’il  faut  prendre  pour  l’objet  actuel 
sont  celles-ci  ,  savoir 

Iay  M[x)  eyi  cos  (6  —  2 wv  —  CT,V  ) 

-t-  2av  e,v  e'  cos  (8  —  a”  —  2sr'v  ) 

•+•  3a' M  \mcos  (0— 3wk)h -cfM^'fcos  (8  -  a"— 2ll)  ' 

!av  ev*  sin  (0  —  2srv  ct,v  ) 

-t-  2av  M 1 »  e”  eT  sm  (0  -  s'  -  20"  ) 

+  3à‘Mme"'sin  (9  -3a")+a'MVfsm  (S-  2n) 1 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  de  — 
c  °nne  en  intégrant  $ 


$£'  = 


a'n'm,v  A/'.a,vn,v 
av  (5/tv  —  2/iIV  )l 


|  Pcos(Q  —  cr')  -+-Qsm(0_ .sr')  J  5 


°u  l’on  a  fait ,  pour  plus  de  simplicité  $ 

P=  ay  3f(,)evl cos  2*v  2av  ilf (a)e,v  ev  cos  (tT  -t-  *v) 

4-3«v  M{i)e'yicos  2*r  -+-av  M(s)yacos  2H  ; 

Q=  av  71/(,) evi sin  2^  -+-  2av  M(a)  e"  cv  sm  (VT  zf  ) 

■+■  3av  ÆT(3)  e"*sin  2 wIV  -t-av  M^ÿsin  2  II. 

^onc  en  faisant 

l^^-h  <> .  cos  9  ,  Q=  \/p> -4-  Q> .  sin <p  , 

d  viendra 


&'  = 


fl'  it*mlv  ,1/' .  a"  n'v .  . 

av  (  5^v  __  2/llv  -  COS  ^  — 


2awi  / 
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Mais,  la  variation  de  l’intégrale  — E,%y)ndt  peut  être  expri¬ 

mée  par  ‘àm'nE'  Ç dt .  :  ainsi  il  est  manifeste  ,  que  l’action  de 

Jupiter  sur  la  Terre  est  réfléchie  à  la  Lune  ,  de  manière  que  l’ex¬ 
pression  de  la  longitude  vraie  de  ce  satellite  en  fonction  de  sa 
longitude  moyenne  renferme  l’inégalité 


3m* n E’ .  a! n' . m™  M' .a™  n17  . 
ay  (  5/iv  _  2«>v)3 


un  (9 — zs — ç 


Cette  même  analyse  fournit  aisément*  le  terme  correspondant  ,  que 
l’action  directe  de  Jupiter  sur  la  Terre  introduit  dans  l’expression 
de  sa  longitude  vraie.  Il  suffît  pour  cela  d'associer  à  la  valeur  de  ^ 
celle  de  s'  ^  ,  en  observant  qu’on  a  d’abord 

=— a’ ri M' .e™ cos (ri* 37')  5 

et  que  de  là  on  tire 

—-a’n'm”  M' .  { Se”  cos  (  _  e"  âa*  s  in  (  -  û')  j  : 

de  sorte  que  on  obtient ,  en  substituant  ici  les  valeurs  précédente5 
de  9en  ,  t ?  dn™  et  intégrant  $ 


*'&  =  { Psm(Q-x')-Qcos (?-J)  j  , 


ou  bien 


t  _ a  n’  m17  M' .  a17  n,v  .  \/p*+.  q» 


av(5nv_-an«vp 


sin(9'~zs—y'). 


•  ”1  la 

Or  en  nommant  V  la  perturbation  de  la  longitude  vraie  de 

Terre  ,  on  sait  que 


V  =  d  (rit  +  e,  )  -4-  2  5  :  j  e'  sin  (rit  •+■  e,  —  ri  )  J  -+-  etc. 
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Mais  il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  ici  négliger  les  termes  donnés 
par  la  variation  de  la  longitude  moyenne  n,t+el  ,  puisque  la  seule 
considération  de  réquation 


d(rit ■+■£,)=  3jjfln  n' dt.d.R-hia,i'J' ( ^ ) n'dt 

démontre ,  que  ces  ternies  ne  seraient  pas  divisés  par  5nv  —  irf .  En 
conséquence  il  suffit  de  prendre 


V  =  2 
d’où  l’on  tire 

V  = 


de' .  sin  (ji't  •+•  e,  —  œ-'  )  — 


2 .  a '  n'  m"  71/' .  an  nm  .  h- 
av  (5nv  —  2H1V  )a 


2  e'  dsr'  COS  (tz'/  -H  —  sr'  )  5 


—  .sin  ( n't  4-  s ,  —  64-?). 


Ou  voit  par  là  que  cette  inégalité  de  la  Terre  et  la  correspondante 
de  la  Lune,  sont  dans  le  rapport  du  nombre  2  à  la  quantité 

Maintenant ,  pour  réduire  en  nombres  ces  formules  ,  on  prendra 


,  l  av  M{1)=  .9,6074688  j  av  =  .5,80707 5o  5 

jav3f(î)=  niv  .  1,1620203  5  av  =  /7iv  .0,3320744. 

Log.eIV=  8,68193475  Log.  ev  =  8,7499264j  Log.v=  8,3417429 
sr"=  io°.2i'.4"5  ^v=  88° . 9' . 7" 5  n=  125°. 44'. 34". 


«V  mIT  Tl/’  5,12974  f**')  .  n"  ___  337212094  . 

5 ftv  __  2a,v  —  4528,387  ^  '  *  5/iv  —  a«,v  4528387  ? 


Log.  =  9,7366493  5 


n 

5nv  — 


1732oo93 
1467  > 


_  _1_ 

“  3512' 


Log.  3m' E  =  6,45o6io4  ;  Log.  =  o,52 28683  ; 

ce  qui  donne  5 


.  O  Voyez  p.  124  du  3.ièrae  Vol.  de  la  Mécanique  Céleste. 
(**)  Voyez  p.  87  du  même  Volume. 
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Log.  jP=4>7*4oi55  (— ) 

Log.  Q= 4^75967  2  (— ) 

9  =  55°.  26'. 37". 

4,9602663 

L°g-av^  =  0,0,  ,34o7. 
L°S-  =  1,8719595; 

L°g-  =  9,3384821  h, 

et  par  conséquent 

V=—  o",i732  .sin  { n't+ei—Q  + 55° ,26' .Sy"  J. 

—Jçndt=  +  o",-iS86.sm\  6  —  o'  —  55*.  26'.  37"  J. 


-  —  my.  0,018179  = 


P  =  - 

Q=  —  0,026395  =  - 


0,018179 


3512  ? 

0,026395 


3512 

Q _  rp  2639» 

P  =  Tang- ?  =  lgî?9  > 


Log.  =  Log.— = 

L°g-  ~  (/>-+- Q*  =  4,6969156; 

L°s-  5^-v  — „lv  =  7?o54i6i9  5 


_ iv  71  n  _,v  _iv 


Ces  résultats  s’accordent,  à-peu-près,  avec  ceux  que  Laplace  a  publiés 
dans  le  Yol.  de  la  C.e  des  Tems  pour  l’année  1821  (Y.  p.  268-270)- 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


6o5 


§  6. 

Réduction  en  nombres  des  formules  posées  dans  les  pages 
485-5oi  et  574-584. 

56.  Cette  opération  est  évidente,  puisqu'elle  consiste  à  réduire  en 
nombres  tous  les  coefficiens  des  argumens  ,  à  l'aide  des  élémens 
donnés  dans  les  pages  585-588  et  596.  Cependant ,  pour  plus  de 
clarté ,  je  dois  avertir  le  Lecteur,  que ,  dans  les  équations  suivantes , 
le  nombre  entre  les  deux  petites  paranthèses  qu'on  voit  placé  à 
côté  des  parties  constituantes  de  chaque  coefficient  indique  ,  que 
la  partie  qu  il  affecte  ,  résulte  de  la  somme  algébrique  de  toutes 
les  quantités  de  l'ordre  exprimé  par  ce  nombre,  qui  entrent  dans  la 
valeur  analytique  du  même  coefficient.  Cette  séparation  des  quantités 
des  difîerens  ordres  rend  sensible  la  convergence  des  séries  qui 
expriment  les  coefficiens  des  inégalités  Lunaires  ,  et  offre  le  moyen 
dévaluer  par  induction  le  reste  de  la  série  ,  dans  le  très-petit 
nombre  des  cas  où  la  valeur  de  ce  reste  mérite  d'être  prise  en 
considération.  On  reconnaîtra  les  parties  qui  ont  été  ainsi  calculées 
Par  le  signe  (ind.)  placé  à  côté  d'elles. 

Réduction  en  nombres  des  formules  posées 
dans  les  pages  485  et  486. 

0,008392850  (2)  —  o,oooi4i  759  (4)) 

■+■  0,000095632  (5)  — o,oooo28553  (6)  >  J * V*  —  E,%y)do 
-f-  o,oooo25333  (7)  =  o,oo83435o2  J 

o,o  1 049 1 063(2)4-0, o362334 1  4(4)=o,o467  2447  7  \Jl*'—Eh)ds>  j 
0,000 1 58489  .(4)y^Ê/*—JEva)*^  4-0,0 1 2  23g5 1  (2  £v6  )dv 
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/{  03004i96425  (2)4-0,002942793(3)1 

14-  0,000023oq4  (4)  +  0,000273299  (5)[ 

!  5  y  9  J  \  J\  0,008450056 

J 4-  0,000080293  (6)4-0,000023969  (7)1 

([4-  0,000000264-0,000009923  (ind.)  ] 

f  0,006294637(2)4-0,01079026(3)  1 

4-  <4-  0,007532435  (4) 4- 0,00401751 5 

[4-0,00323765  (ind.)  =  0,03187 2 5o  \ 

(  0,0078683(2)4-0,02354235(3)  I  r(,,_E^dv 
/=  o,o3i4io6  Y  - 


if— 0,004196425  (2)4-0,0001 177 12  (3) J  ^ 

|4-  O.OOOO56761  (A.)  4-  0,000002456  (5)[ 

'  a)  '  o*  ;  ;}  =  -,.0,004021595 

j —  0,00000 1 060  (6)  —  0,00000000 1  (7)1 

[  —  0,00000026  — 0,0000001 1  (ind.)  J 

f— 0,006294657  (2)4-0,00043161  (3)1  /' 

4-  <4-  o,ooo334944(4)"^“  0,000 1 38087  (5)  (  J\eri--jE,l)dv 

[  =  —  0,005389996  J 

^1-0,0078683(2)4-0,00094169(3)  ^  ^ 

[  =  — 0,00692661  ^  ' 

En  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  des  intégrales  données 
dans  la  page  596  ,  on  aura 

fidv=~{ mf-  io",57998-(i^),.o",o,7588  ; 

(  1  -  c)v-\-Jàdv = a,  -+■  t».o,oo845oo56  —  .  4o'',3 1  j87  —  (î4j)o',0^7 1 

0,—  p.o,oo4o2i595-t-(j^  .  6',82986-i-  o",oi i38>> 

où  z5t  et  0,  désignent  les  constantes  arbitraires  ,  ou  époques  ,  qul 
sont  censées  comprises  dans  les  ^intégrales  J* vdv,  J* Odv.  On  trouver3 
dans  le  §  suivant  la  valeur  numérique  de  la  constante  de  la  parall33ce' 


(—22626", 255  (i)  —  49^°7^(3) 


sin  cv 

-6",659(4)  +  4",6o9(5)+  i",i97  (6) 
(+  o",366  (7)  +  35a", 586  (V*  -Æ'“)  J 

=-22675w,8i4 

sin  2cv 

j+465",375  (2)  +  o",i36  (4)  -  2>4o  (5)  j 
/- ©",822  (6)-o",238  (7)  —  o",i  16(8)  j 

►  =-4-462",2q5 

1 

sin  3cv 

|-ii",344(3)+o",o37(5)i 

=  —  ii",3(>7 

sin  4  cv 

t  +  o'',292(4)î 

=  -t-  o",2Q2 

sin  5cv 

1-0", 008  (5)! 

=  —  o",oo8 

singv—fo 

j  -+-  8’',932  (2)  -+-  0",  1 7 1  (3)  j  smjs 

=-+-  6",  57  7 

smgv+.fv 

1  —  o",343  (2)!  (  Voyez  p.  4»5  ) 

=  -  o",343 

sin  2gv 

1+4 18",  234  (2) -12", 846  (4)) 

|  + 1  ",3  7 1  (5)  +  o",o46  (6)  \ 

=+ 4o6", 806 

s  in  4gv 

j  +  o",425(4)l 

=+  o",425 

-S/W  2gv  —  (jp 

i  +  9 1  "> 7  5  7  (3)  “  2  8">956  (4)  ) 
j— 3",  004  (5)  —  0",  204  (6)  ) 

=  "H  59",593 

2gV-+-ct> 

j—  22",94o  (3)  ■+•  o",5j6  (4)  i 

=  -  2  2", 364 

2gV —  2CV 

j  — o",63o  (4)  —  o",794  (5) +  0", 344  (6)1 

=-  i",o8o 

sin2gV+2CV 

l  +  o", 944  (4)j 

=  +•  o"j944 

sin  2 gv —  3cv 

o",o78  (5)  ■+■  o",o87  (6)  | 

— ■+■  o'',oo9 

sin  2gv  h-  3 cv 

|-o>35(5)} 

=  -  o'',o35 

sin  4  gv  —  cv 

j  +  o",io5  (5)  | 

=  +  o",io5 

sin/[gv+cv 

j— o",o35(5)( 

=  -  o",o35 
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THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

sin  dmv 

j  4-778", 263(2)- 70", 899  (4)  -  28”, 3 1 7(5)  J 

i-i'fill  (6)- 1", 444 (7)  -  i",387  (8) 

j  =  4-00» 

sin  ic'mv 

|->‘9,,>8i3(3)  —  i",  042(5)  —  0",  791  (6)  î 

=  4- 

7">98o 

sin3dmv 

j  +  o",,  62(4)1 

=  4- 

0",  1 6  2 

sin  \drnv 

(4-o",oo3  (5)  ) 

=  4- 

o",oo3 

|  -+■  3  2",o  1 4  (3)  4-  20", 654  (4)  j 

sin  cv^  dmv 

|  +  1  o",658  (5)  +  5", 994  (6) 

=  4- 

71", 689 

U 1  ",665  (7  ) + o",534  (8) + o”,  1 7  (ind.)  ) 

| — 3  2  ",o  1 4  (3) — 44",  202  (4)  -j 

sin  cv  — dmv 

|  —  2  2", 4 1 3  (5)  —  1  o",467  (6) 

=  —  ] 

[  I7",OI2 

(- 4",52o  (7)  _  j",996  (8)  -  i",4 (ind.) J 

sincv —  2  dmv 

{ — o",4o4  (4)  —  o",7  29  (5)  —  o",455  (6)  | 

=  — 

i",588 

sin  cv -\r  îd mv 

!  ■+■  °">4<>4  (4) + 0",  1 94  (5)  +  0",  1 59  (6)  J 

=  4- 

°"j757 

sin  cv  —  3c' mv 

|  —  o", 007(5)! 

= _ 

o",oo'] 

sin  cv  4-  3dmv 

J  +  o",oo7  (5)  ! 

=  4- 

o",o°7 

sin  2CV — dmv 

i+  1", 317(4)+  i",65q (5)  +  o",822  (6)  i 

=  4- 

3",  798 

sin  2cv  4-  dmv 

)— 1",3 17(4)— 1  ",009  (5)| 

=  — 

2", 3  26 

sin  2cv  4*  2c'mv 

i  — o",oi7(5)| 

=  — 

o",oi7 

sin  2cv—  2cfmv 

)+o",oi  7(5)j 

=  4- 

o",o  1 7 

sin  3cv  4-  dmv 

l+o",o48(5)j 

=  4- 

o",o43 

sin3cv—c'mv 

i-o",o48(5)| 

=  — 

o",o43 

sin2gv —  dmv 

(  - 1  ",  1 83  (4)  -  0",o9  2  (5) + o",o34  (6)  | 

=  — 

i",a4* 

sin2gv+c'mv 

|+i",i83(4)  -o",i88(5)  ! 

=  4- 

o",995 

sin  2gv+2c'mv  j  +  o",o  1 5  (5)  { 

=  4- 

o",oi5 

sin  2  gv  —  ic’mv 

|-°",oi5(5)j 

— _ 

o",oi5 
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s  in  2gv -ct»+ dmv  j  -+-  o",389  (5) } 

Sln  zgv—cv-~  c'mv  (  —  o",3  89  (5)  ( 

{— o",o32(5)} 
sin  2 gv  +  cv  —  cW  j  -+-  o",o3  2  (5)  | 

f —  1  586", 88  7  (2)  —  270^444  (3) 

«'«  2£V  ]-  39", 383  (4)  -  4", 00  2  (5)  -  o  >64  (6) 

(—  o'',025(7)  —  o”, 029(8)  —28", 042 

I-  3 1 7  3", 388  (2)  —  1 1 27", 524  (3) 

—  295", 81 1  (4)  —  67", 703  (5) —  1 2",  187  (G) 

-  i",687(7)— o\i5i  (8)— 94", 1430'*—^)' 


=  -H  0^389 

=-  o",389 

=  —  o",o32 

=  -4-  o",o32 

=— i9oo",834 


=—4678', 45 1 


j+I26".599(3)  +  .7",4i7(4)+2", 399(5)  j 
■+•  o",o99  (6)  —  o",  1  a  2  (7)+  i”,S5i  (/*—£*■)] 

=  -+- 

1 46", 392 

Sln  iEv  +  cmv 

(+i3",34i  (3)  —  o",8o6 (4)  —  o",2 28 (5) 
|-i-o",255  (6)-)-o",242  (7)  -h  o",i  63  (8) 

=  -h 

I  2>67 

s*n  iEv  —  c’mv 

U  93",386(3)-3i',425.(4)-9", 586(5)1 

1  -  2", 25g  (6)  —  o",369  (7) •+•  o>26  (8)  j 

=  — 

V 

136", 999 

j—  i3o",539  (3)  — 19", 963  (4)  1 

sm  2  Ev  —  2  cp 

|—  i5",o83  (5) -7", 243  (6) 

( — 3",4 1 2  (7) — 1  ”,  1 99  (8) — o”,96  (ind.)  ) 

—  — 

!77''>439 

S171  2  Ev  —  2  gv 

j  -  7°''>39°  (3)  + 1 2>76  (4)1 
(+ 1",885  (5)  +  o",4o2  (6)  j 

=  — 

55",227 

sltl  2Ev-h2CV 

!-7>52(4)-o", 654(5)| 

=  — 

7",7°6 

sifl  2Ev-*-2gV 

I— 3",2i8(4)  — o",3o8(5)  f 

=  “ 

3", 526 

sin  2Ev-h2c’mv 

i-o>33(5)| 

=  — 

o",o33 

sin  zEv  —  idmv 

3",8i4(4)_  ,",856(5)  | 
o",888  (6)  —  o",3 1 4  (7)  | 

=  - 

6",872 

Toras  / 


78 
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simEv+c'mv  —  cv  j 

+  53",357(3)  +  o",499(4) 

—  1 2",  1 48  (5) — 9",56  2  (6) 

\  =  4- 

t 

21", 298 

sin  2  Ev — c’mv — cv  | 

-  5', 547(7)— 2", 701  (8)— 2", 6  (ind.) 
- 1 24", 2 1 4  (3)  -  59",o36  (4)j 
-19", 36,  (5)-4", 864(6)  ( 

1 

208", 25o 

sin  2ÆV  4-  dmv  •+•  cv 

—  o",35 1  (7)  —  o",424  (8)  | 

(  —  1  ",064  (4) — 0",  1 7  7  (5)  ) 

i",5o9 

sin  2  Ev  —  dmv  4-  cv 

/-o",i7i(6)-o",o97  (7)\ 

(+7",448(4)  +  i"J964(5)j 

=  4- 

io",58o 

sin  2Ev-*-3dmv 

| -t-o", 867  (6)-4-o",3oi  (7)  J 

J— o",  000  (5)| 

— _ 

o",000 

sin  ’iEv  —  3c' mv 

{ — o",i33(5)  ) 

=  — 

o",i33 

sin  lEv^r  dm  v— 2  cv 

I+2",  i95  (4)  —  o",57i(5)| 

=  4- 

l",624 

sin  2  Ev  —  dmv  —  2  cv 

{— 5",i2i  (4)  —  o",575(5)  | 

=  — 

5",694 

sin  2  Ev  4-  dmv  4-  2  cv 

i  +  o",o59(5)| 

=  4- 

o",o59 

sin  2Ev— dmv  4-  2cv 

|  — o",4i5(4)| 

=  — 

o",4‘5 

sin  2  Ev-*r  dmv  —  2  gv 

|-hi'',i83(4)  +  o",29°  (5)i 

2=4- 

i",473 

sin  2  Ev— dmv — ,2  gv 

i  — 2", 762(4) +  0", 433  (5)  | 

=  — 

2", 329 

sin  2  Ev  4-  dmv  4-  2 gv 

j  4- o",o  27(5)i 

=  4- 

i",473 

sin  2 Ev  —  dmv  4-  2 gv 

l-o",  189  (5)| 

=  — 

0", 1 89 

sin  2 Ev  —  3cv 

|+o", 488(5)  î 

=  4- 

sin2Ev  +  3cv 

j -h  0", 333  (5)| 

=  4- 

0",  333 

sin2Ev  —  2  gv — cv 

{-i",93i(4)-ho",2o9(5)! 

=  — 

i",732 

s.in  2Ev-t-2gv — cv 

|  —  3", 2 1 7  (4)  —  1  ">3o4  (5)  | 

=  — 

4", 52* 

CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

sin lEv  —  2gv4-cv  {4-  io",939(4)—  i"?434(5)  ! 

=4- 

61  I 

9",5o5 

sin  2ZÎV4-  2gv*3rcv  l-t-o",385  (5)} 

=  4- 

o",385 

(— 3", 8 1 3  (4)  —  2"  ,3oo  (5)  ) 
sin iEv  —  2cnw  —  cv  J  J  ™  ’  )  '  [ 

__ 

l",  458 

(“  !  >°i 6  (6J  — o  ,329(7)  ) 

sin  2ZÎV  4-  ic’mv  —  cv  | 4-  o'fij 3(4) -h 0^895 (5)  4-  0^435  (6)  ( 

—  4- 

2",oo3 

sin2Ev-2c'mv-*-cv  j-ho"33o4(5)  | 

=  4- 

o",3o4 

sin  2/sV4-  2c' mv  —  2cv  { —  o'%  1 89  (5)  { 

=  - 

o",i8g 

sin  2 Ev —  2 dmv —  2 cv  j  —  o",i57  (5)  | 

=  — 

o",i57 

sin  2Ev  -H  2cW  —  2gV  jH-  0",020  (5)  j 

=  4- 

0",020 

sin2Ev  —  2cfmv  —  2gv  j  —  o"3o85(5)( 

=  — 

o",o85 

sin  nEv  +  2gv  —  2CV  j  —  o",6 1 8  (5)  j 

=  — 

o",6i8 

sin  2  Ev  —  2gv  4-  2  cv  j  —  o",4o6  (5)  | 

=  — 

o",4o6 

sin  2 Ev  —  2 gv  —  2W  |  -h  o",o35  (5)  [ 

=  4- 

o”,o35 

5m  2jEV  —  4 gs>  { —  o",o47  (5)  | 

=5  — 

o",o47 

sin  2Ev  —  4 cv  !  —  o”>°33  (5)  ( 

=  — 

o",o33 

sinïEv  +  Sc’mv  —  cv  |4-o"3ooo4(5)  1 

=  4- 

o",ooo4 

#  $in2Ev  —  3c'/m>  —  cv  j  —  o"3io6(5)| 

=  — 

o",io6 

siniEv  +  c'mv  —  2gv4-ct>  j  —  o",i84(5)î 

=  — 

o",i84 

2Ev-jt-dmv  —  2gv  —  cy  j  -h  o"?o3  2  (5)  1 

=  4- 

0"  jo3  2 

2Ev  —  c'/Wl>  —  2gV  4-  0>  j  +  o",429  (3)  i 

=  4- 

o",429 

sin  2 Ev —  dmv —  2 gv—cv  J  —  0^079  (5) } 

=  — 

°V>79 

SW2^  +  cW+2^-C(J  |4-o"?o54(5)  ( 

=  4- 

o",o54 

sin  2 Ev  —  dmv  4-  2gv  —  cv  { —  0",  1 26  (5)  j 

=  — 

o'',I26 

6  I  2 

sin  Ev 


sin  Ev  —  cv 
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r-+-72",9îo(3)-4-33"38i8(4)  j 
+  io",7io  (5)+4",572  (6)  (i  -i)  =+ 1 2i",489 

i  ■+■  i”,934(7)+o',86o(8)-t-o",5(ind.)  ) 


(+ i°",999(4)-t-4V3ï  (5) 
|+i”,656(6)+o”,724(7)-t-o",3(ind.) 


i7",5o4 


sin  Ev  ■+•  cv 

j-3>oo(4)-i>77(5)),  t  v 
|-o",299(6)-o",io7(7)  \\  «/ 

sin  Ev  -+-  c'mv 

j— 2i",855(3)-t-7",357(4)|  /  n 
| -3", 266  (5) +  0", 562  (6)  |  \  44  ‘ 

sinEv — c'mv  j 

1—  1", 226(4) *+■  i",202  (5)-*-o",i57  (6)  { 

sinEv  —  2  cv 

|-+-o",i65  (5)  j 

sinEv^r  2CV 

|-t-o",no(5)! 

sinEv—  2  gv 

j+o",8i4(5)| 

sinEv-t-2gv 

1  +  o",o74(5);| 

sin  Ev  •+•  26 mv 

{ ■+■  o"^oo3  (5)  | 

sinEv  — 2c'mv 

|-o>75(5){ 

sinEv + c'mv —cv  |  —  i  ",498  (4)  ■+■  i  ",o3  2  (5)  J 
sin  Ev+c'mv+cv  j-t-  (>",899  (4)  —  o",3o3  (5)  | 
sinEv— c'mv  — cv  j-t-o",o25(5)  | 
sin  Ev — c'mv  -t-  cv  j  -+-  o",o5  1  (5)  ( 
sin  Ev  + c'mv— 2cv  j  —  o", 082(3)! 
sinEv+c'mv+  2cv  j  —  o",o33(5)| 
sin  Ev  ■+■  c'mv — 2 gv  |  —  o",o3  7  (5)  ( 
smEv-t-c'mv+2gv  j — o",02i(5)( 


=  -  4",38i 

=  -  16", 91 2 

=-t-  o",i33 

=+•  o",i65 

=  -t-  o",  I  I  o 

=+  o",8i4 

=+■  o",o74 

=  -t-  o",oo3 
=  -  o",o75 

=  -  o"A66 

=  +  o''£96 

=  +  0",025 
=  +  o>5* 

=  _  o",o82 

=  _  o",o33 

=  _  o>37 

=  -  o",02l 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


sin  3  Ev 

j-i",395(4)-o",7o6(5)|,  _±. 
|-o",29i(6)-o",i07(7)P  44/ 

sin3Ev  —  cv 

j 4- o',3o9  (5) 4- o",o77  (6)  4-  o",oo5  (7)  | 

sin  3Ev+cv 

|+o",i56(5)} 

sin3Ev  -\-c'mv 

j  4-0",  i45  (5)| 

sin3Ev  —  cmv 

j  — o'',n5(5)| 

sin  3Ev —  2cv 

j  4- o", 64oj[5)j 

sin  3Ev  —  2  gv 

1 4-0", 247(5)l 

sin  3  Ev  4-  dmv  —  cv 

J4-o",iî6(5)1 

sin  4  Ev 

|4-7",i39(4)4-o', 846(5)4-0", 8o5(6)! 

sin/±Ev  —  cv 

1 

j4-i7'',756(4)4-7",3i8(5)| 

\+2",5q2  (6)  4-0'', 702  (7)  j 

sm  /\Ev~^cv 

|—  i",o38  (5)  | 

sin/^  Ev  +  cmv  | 

|  —  0",  1 2 0  (5)  —  o",oo6  (6)  | 

sin/±Ev  —  cmv 

1 4-  o">84o  (5)  4-  o",3 1 6  (6)  j 

sin/^Ev —  2  cv 

1 4-9,154(4)4- 4", 588  (5)4- 1",363  (6)1 
1 4-  o",3  7  3  (7)  4-  o",o95  (8)  j 

sin^Ev  —  2  gv  | 

1 4-  o",3  29  (4)4-o",  1 93  (5) — o",o7  2  (6)  | 

Sln  4  E  v  4-  cmv  — cv  | 

i-o",448(5)-o",io,  (6)4-0", 043(7)  I 

sin^Ev  —  c'mv  —  cv 

[4-  i",74i  (5)4-o”, 952 (6)4-0', 358(7)  I 

sm  4  Ev  —  3cv  j 

4-0", 355(5)1 

sin  4  Ev  —  2gv  —  cv  j 

4-o",i63(5)1 

sin  4  Ev  —  2  gv  4-  cv  | 

—  o",oi8(5)  | 

sin  t\Ev  -*rc'  mv —  2 cv  j 

-  o",3o8  (5)  J 

sin^Ev  —  c'mv—2cv  { -h o'%7  18  (5)  { 

sin  4 Ev 4- cmv  —  2 gv  j 

—  o",ou(5)l 

sin  4 Ev  —  c'mv  —  2gv  j 

4-o",o26(5)  j 

6l  3 

=-  2", 44* 

■+“  o",39i 
4-  o",i56 
4-  o",i45 

-  o",n5 
4-  o",64o 

4-  o",247 
4-  o",I26 
4-  8",  7  90 

:  4- 28", 368 

l",o38 
0",I26 
:  4“  l",l56 

:  4-  1 5^,47 8 

4-  0^45° 

-  o",5o 6 
4-  3",o5i 
4-  o",355 
4-  o",i63 

-  o",018 

-  o",3o8 
=  •+-  o'',7i8 

-  o",OlI 

:  4-  o",026. 
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Expression  numérique  de  la  latitude  de  la  Lune  en  fonction 
de  sa  longitude  vraie  (  Voyez  p.  5g6-5oi  ). 

L=  Latitude  de  la  Lune=- 


s  in  go 

j-t- 18576",  000(1)  —  37", 665  (3)i 
(  -t-  <>'',094  (5)  -  o",oo  2  (6)  j 

=  -h  1 853", 842  7 

s  in  3go 

|-t- 1 2", 556  (3)  -t-o'',  002  (5)  | 

=  +i2",  558 

sin  5  go 

j  -t-  o",o  1 5  (5)  | 

=  H-  o",o  1 5 

singo  +  co 

| — 5",7oi  (4)-t-o",i6o(5)  | 
f-t-o",i4i  (6) -4-  o",o  1 7  (7)  J 

=  -  5", 383 

sin  go —  co 

(-+- 1 7'',  1 02  (4)  -H  I  ",9 1 9  (5)  ) 

| -t-O1', 348  (6) -4- 0", 086  (7)  | 

=“*•  19", 455 

sin  go  —  2 co 

j — 34'r;92  6  (3)  -t-  8", 8 1 7  (4)  | 
o'',25i  (5)+  o",i42  (6)  | 

=  “  25", 7 16 

sin  go- 1-  2  co 

j+o",2i8(5) 

= ■+•  0^218 

singo  —  3co 

|— o",o  11(6)  — o",oo4  (7)1 

=  —  o",oi5 

sin  3  go  —  co 

j-4-o'',o46  (6)  —  o'',oo8  (7) } 

=  4-  o",o38 

sin  3 go  —  2  co 

t  ~  °"> 1 7  7  (6)  +  <A°7  2  (6)  ( 

=  —  o",io5 

sin  go  +  c'mo 

|-4-26",ï83(3)  —  1", 884(4)) 
f  —  °"492(5)  —  o",i56(6)  \ 

=  -4-  23", y  5 1 

sin  go  —  cmo 

j- 26", 283  (3) +  0",  246(4)) 
j-hor,5c>4 (5)-4-o",253 (6)  | 

=  -25",  280 

singo +  2c'mo 

|  o'',33  2  (4)  —  o",o  1 9  (5)  | 

=  h-  o",3i3 

sin  go  —  ic'mo 

j  —  o",332  (4)  —  o",o  1 0  (5)  +  o",oo4  (6)  | 

=  -  o",338 

singo+3c'mo 

j  +  o'',oo6  (5)| 

=  4-  o",oo6 

sin  go  — 3c' mo 

|—o', 006  (5)  t 

o",oo6 

sin  3go  ■+.  dmo 

j-t-o'',o55(5)| 

==^i-  o',o55 

sin3go  —  dmo 

t-o>55(5)| 

=  -  o",o55 

CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 

6 1 5 

singv  4-  cv>  4-  c’mv 

|-o",i44(5)| 

=  — 

o",i44 

singv  — cv  — c'mv 

j  +  o",43  i  (5) } 

=  4- 

o”,43i 

singv-^cv  —  c'mv 

|— o",i  44(5)| 

=  — 

o",i44 

sin  gv  —  cv  4-  c'mv 

j+o",i44(5)j 

=  4- 

oV44 

sin  gv  —  zcv — c  mv 

00 

1 

=  4- 

o",i48 

sin  gv  —  2  cv  -f-  c'mv 

!-o",i48(5)| 

=  — 

o'',i48 

singv  —  2cv-*~c'mv 

{  — o'f,002  (6)  J 

=  — 

0^00  2 

sin  gv  4-  cv  —  2  c’mv 

!—o",oo4(6)  ( 

=  - 

of;oo4 

singv — cv  4-  2c'mv 

(4-o",OH  (6)! 

=  4- 

o",OI  I 

singv _ cv  —  2  c'mv 

i-o',on(6)j 

=  — 

o",o  I  I 

sinfv  {  —  io"?44°(0” 

-o'.igS  (  2)— 0',  1 6 1  (3)= — 1 0",  7  96 1  sm  2« 

=  — 

7", 886 

f  +  52  i",o66  (2)  -t-  9", 7  44  (3)  j 

sin  2 Ev — gv 

-3",49>(4)-°",i35(5) 

=  4-  52  7", OI  I 

(  -t-  0",  1 7  3  (6)  ■+•  9  7”,  1 2  (e'* — )  J 

sin  2 Ev-t-gv 

j  —  i",o59  (4)  —  o",4oo  (5) — o’',o54  (6)  j 

=  — 

i",5i3 

siniEv-^r  c'mv — gv 

{ — 8",7  5 1  (3) — 1  ",556  (4) — 0", ,  57  (5)  t 

=  — 

10", 464 

sin^Ev — cmv—gv 

1  h-  2  o",443  (3) + 1  ”,  7  7  5  (4) + o",o  2  5  (5)  1 

=  4- 

2  2", 243 

sin  2  E  v c'  mv gv 

j  — o'',oi7  (5)  ( 

=  — 

o",oi  7 

siniEv— c'mv  4-gv 

|  +  o>4i  (5) } 

=  4- 

°>4i 

2/ÎV —  PV  —  cv 

Ui7'',io5(4)-3V99(5)J 

—  . 

2o",938 

o 

\  —  o",5  56(6)  —  o",o88  (7)  j 

sin  2  Ev-hgvwi-cv 

|-Ho",o32  (6)  j 

=  4- 

0'',o32 

sin  2  Ev  —  gv^-cv 

H- 5", 701  (4)  +  o",55i  (5)  —  o",o33 (6) ) 

=  4- 

6", 2, 9 

sin  2  Ev-^gv  —  cv 

j  — o'',8oo  (5)  —  o",257  (6)— o",o42  (7)! 

=  — 

i>99 
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sin  2Ev-2cv+gv  |  +o",98o(4)  -  o",559(5)  -o',  243(6)  | = + o',  1 78 


siniEv+w-gv  { —  o",  1 45  (5)  ■+■  o",o  1 2  (6)  j  =  _o",i33 

siniEv—zcv—gv  { —  3',9 1 8  (4)  —  o",8 1 3  (5)  i  =-4",73i 

simÉv — 3gv  j—  i",o57(4)-ho", 275(5)  !  =  -o",782 

sin  iEv->r  2c'mv -gv  j  -o’,  u  1  (4)  -  o’,o  1 1  (5)  -  o", 006(6)  j  =  -  o",  1 28 

sin  2 Ev-  2 c'mv-gv  |  -+-  o",626  (4)  -4-  o'>9 1  (5)  (  =  +  o",7 1 7 

sin2Ev-3gv-*-cv  j  +  o",o46 (6)  |  = + o",o46 

sin2Ev+gv-3cv  |-o>32(6)(  =-o",o32 

sin  iEv -h  3c' mv — gv  | -o",oooi  (5)  f  =  -o",oooi 

sin  2 Ev-  3c  mv — gv  j  ■+■  o>  i  7  (5)  (  =  0",o  i  7 

sin  2Ev-t- c'mv  — 3gv  | -*- o",o  1 8  (5)  |  =  W,0l8 

sin  2Ev  c'mv  —  3gv~  j-oVja  (5)  |  =  -oV>4* 

sin2Ev-3gv  +  2cv  }  —  o",o  1 5  (6)  f  =  -o'',oi5 

sin  2 Ev+  2  c1  mv  -3gv  j  -1- o'',ooo2  (6)  {  =  .+.  O",ooo> 

sin  2  Ev  -+•  c'mv  — gv  -t-  cv  j-o",o48(5)|  =-o",o48 

sin  2 Ev— c'mv — gv-t-cv  [  -t-  0^336  (5)  )  =  +  o",33<5 

sm  2 Ev  -t-  c'mv — gv—cv  )  -1-  o'',  1 44  (5)  (  =•+.  o",  1 44 

sin  2 Ev— c'mv- gv—cv  |  —  1  ",007  (5)  }  =  —1  ",00 ^ 


sin2Ev+c'mv+gv—2cv  j  — o",oi6(5)  f  =_o",oi6 

sin2Ev  +  c'mv-gv-2cv  |  +  o",o66  (5)  f  =+0",o66 

sin  ïEv — c'mv-bgv  —  2cv  j  +  o",o38(6)  (  =^_0",o38 

sin2Ev—c'mv—gv—2cv  { —  o",i 54 (6) }  __ _ 0"t j 5i 

sin  2Ev+  2 c'mv  -gv-hcv  |  —  o", 00007  (7)  f  =  —  o",ooo°7 

s>n2Ev  +  2cmv-i-gv—2cv  |  —  o",ooo2  (6)  (  =  —  o",o°oî 

s,n2Ev-i-2c'mv—gv—2CV  {  —  o'', 0008(6)  (  =  —  o",oo°^ 
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s  in  Ev  gÿ 

^o",i68(5)| 

=  "+-0^168 

sinEv  —  gv 

j-*-o",6o3  (5)| 

=  4-  o"?6o3 

s  in  Ev  4-  gy  _  çy 

t+o"452(5)| 

=  +  0", 452 

sm  Ev — gv  -t-  cv 

|-o",54i(5)| 

=  — o",54i 

sin  Ev  —  g  v _ cv 

|h-o",54«(5)( 

=  -*-o%54i 

s  in  Ev  4-  c'mv  -h  gv 

J  —  o",  00  27  (6) -1-0", 002  7  (7)  ) 

=  —  o",ooo 

sin  Ev  -+■  c'mv  —  gv 

|  —  o",oof]  (6)  ■+■  o",oo5  (7)  I 

—  —  C>",00  2 

s  in  Ev  —  c'mv  4-  gv 

j  +  o",oo8  (6)  j 

—  -4-  o",oo8 

sm  Ev  —  êmv—gv 

|-t-o",oi4(6)| 

=  4-0",0ï4 

tin  Ev^  c'mv  -hgv  —  cv 

(  —  o\o27  (5)  —  o",o37  (6)  J 

=  -o"5o64 

siti  Ev  4-  c'mv  —  gv  —  cv 

1—  o",o54  (5)  —  0",  022(6)  j 

=  — o",o76 

Sln  Ev  4-  c'mv — gv  4-  cv 

|  -t-  o'',o36  (5)  —  o",o  29  (6) } 

=  4- 0^007 

*ln  Ev— c’mv  4-  gv — cv 

)-l-0'',0I2(6)j 

=  4-o",OI2 

sinEv  —  c'mv — gv cv 

t-o’',OI2(6)| 

=  •—  0",0  1  2 

$in  3  Ev  — -  gv 

|-o",.67(5)| 

=  -o",i67 

sin  3  Ev _ gv  —  cv 

)— o",i5o(5)| 

=  -o",i5o 

Sln  3  Ev  +  c'mv — gv 

|-t-o",oo8  (6)  j 

=  4-  o,r?oo8 

s*n3Ev- f-  c'mv  -gv-cv 

l+o'', 007  (6)| 

=  4-0^007 

Sln/\.Ev—gv 

i-*-o",37i  (5)  { 

=  4-0", 3  7 1 

sin/iEv—gv  —  cv 

|  -t-  o",8oo  (5)  -h  o",3  2  2  (6)  I 

=  -h  iw,i  22 

sin  !\Ev — gv —  2  cv 

t  H-  0^,282  (5)  j 

=  -*- 0^282 
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Expression  numérique  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune 
en  fonction  de  sa  longitude  moyenne  (  V.  p*  §74-584  ) 


-h  s  — /  Çc/y  4- 


.  1 
sin  c.nt  \ 

1 

[+  2  2626’, 2  55  (  1  ) + 4o', 563  (3)  -  5”, 548  (4)  j 
-  i3",499(5)-4'',876(6)-  .'',269(7)  [  = 

! -t- 352", 2 2 2  (s'*— E") + 4 1 5", 400  («"  —En)  ) 

: 2264l", 626 

sin  2 c.nt  | 

-h  775",622  (2)  -  o",583  (4)  -  a',6i6(5)| 

—  2", 049  (6)  —  o",7o8  (7)  —  o'',i 89  (8)  > 

-t- 36"  ,4540" -•£'*)  ) 

=  -+-769", 477 

sin3c.nt 

)  -t-  36", 869  (3) — 0",  1 49  (5)  1 

=4-  36", 7 20 

sin  4 c.nt 

|  +  2",oo3(4)| 

=  4-  2  ",oo3 

sin  5c.nt 

|-+-o",i  17  (5)  1 

=4-  o",n7 

sin  g.nt  — f.nt  j  —  6", 5  7  7  j 

=  -  6", 577 

sing.nt+f.nt  J4-o"?343| 

=  +  o",343 

sin  ig.nt 

j-4i8",234(2)+5",3oo(4)| 
j- t-i",985(5)-o",o92(6)  j 

■^r 

vt 

1 

II 

sin  kg. lit 

l+o",  424(4)  I 

=  -t-  0",  4*4 

sin  2g.nt  — 

j-68",8i7(3)-i-28",968(4)j 

(-t-  2",4o8  (5)  -+-o",25o  (6)  ( 

=-  37", «91 

sin  2g. nt  4-  c.nt  j  —  45”>88 0  (3)  4-  9  (5)  ! 

=  _  45", 2°* 

sin2g.nt~~2c.nt  |-*-o,',629  (4)  4-  o#/,794(5)  —  o",344(6)  1 
sin  2 g.nt+  2C.nt  J  —  4", 089  (4)  ( 

-  +  i",o79 

__  4", 089 
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sin  2g.nt—3c.nt 

|  +  o",o8.(5)-o",o33(6)| 

=  4-  o",o48 

sm2g.nt+3c.nt 

j— o",339(5)  1 

=-  o",339 

sm  4  gmt  —  c.nt 

|  +  o",i4o(5)} 

=  -+-  o",i4o 

g.nt  +  c.nt 

1+.o",o93  (5)j 

=  -t-  o",og3 

s  in  c'm.nt 

1-  778V63(2)+7o”,898(4)+28’,3  i  7(5)  j 
j-4-  7",7  25  (6)  i",35i  (7)4- .",328  (8)1 

|=- 668", 644 

s  in  ic'm.nt 

J  —  9",8 1 4  (3)  -+- 1  ",  1 5 1  (5)  4- 0/791  (6)  t 

=  -  7">872 

sin  3c'm.nt 

t-o", .62(4)1 

=  —  o",  1 6  2 

s  in  4< c'm.nt 

j  — o",oo3  (5)  j 

(  ”  7  4’>7  °2  (3)  — 2  3",847  (4) — 7",o3o  (5)  j 

=  —  o",oo3 

1 

sm  c.nt  -h  c'm.nt 

|  -  4",o46  (6)  —  o",965  (7)  —  o'',339  (8) 

(— o",i7(ind.) 

{■+•  74’>7°2(3)+4«>09(4)-t-i  7’>897(5) 

j=—  1 11", 099 

sinc.nt  —  c'm.nt 

J+  8", 286  (6)  +  3", 7 1 4  (7)  ■ 4-  i",73  .  (8) 
(4-0", 7  2  (ind.)  j 

j=4- 148", o59 

sin  c.nt—  idm.nt 

j  -4-  o",942  (4)  ■+■  o",7  49  (5)  ■+•  °">44°  (fi)  1  =  -+■  2",  1 3 1 

Slnc.nt-h  2c'm.nt 

l-o", 942  (4)  -  °V74(5)  -  o",o56(6)  1 

=  —  l",I72 

Sln  2c.nt  — c'm.nt 

tH-5",I2.(4)+2",8l9(5)  ) 

=  4-  9;,5644 

(4- i",io4(6)  +  o",6(ind.)  j 

sin  2 c.nt  -t-  c'm.nt 

1-5", 1 2 1  (4)-i",673(5)  — o',55(ind.)  | 

!«-  7”, 344 

sin  2c.nt+2c'm.7it 

I  —  o",o65  (5)  t 

=  -  o”,o65 

sin  2c.nt—2c'm.nt 

|4-o",o65(5)  ( 

=+  o",o65 

sin  c.nt  —  3cm. nt 

l-*-o'',oi6(5)t 

=  -4-  o",o  1 6 

sinc.nt-b3cm.nt 

l-o", 016  (5)| 

=  —  o",oi6 
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sin  $cMt-*-cm.nt  j  —  o",365  (5)  \  = 

sïn  3iCja  —dm-nt  j  -4-  o",365  (5)  (  = 

s  in  2g. nt  —  c'm.nt  J  —  o",3g5  (4)  -t-  o",  1 5  2  (5)W,  ni  (6)  |  s: 
sin  2g.nt+- dm.nt  )-4-o",395  (4)-4-o"3i9o(5)4  = 

sin  2g. nt  -4-  2 cm.nt  j  -4-or,,oo5  (5)  J  = 

s  in  2  g.nt  —  2dn1.nl  }  —  o\ooS  (5)  f  = 

sin  2 g.nt  —  c.nt+dm.nt  J—  o",  1 62  (5)  i  = 

sin  2 gjit  —  c.7i/  —  dm.nt  | -4-  o",  1 62  (5)  f  = 

sin  2g. nt  -4-  c.nt  -+-  dm.nt  |  -4-  o",  1 95  (5)  f  = 

sin2g.nt-*-c.nt  —  dm.nt  j  —  o",i95(5)|  = 

- 1 586", 88 7  (2)  ■+-6i8^,5 17  (3) 

- 1 3 1  ",82 1  (4)  27V  54  (S) 

-4",92i(6)W',99o(7) 

•o",o3o  (&)-)- 52*, 5i  1  V'-E") 

|  3 1 73',388  (2>-h  1 040', 488  (3) 

]-<- 291", 5i4(4)+66", 253(5) 
j-t- 1 2", 38  2  (6)-*-  i",566(7) 

(-+•0",  107  (8)  ■+•  84V  83  (r  “-£•■)  J. 


2  E.îlt 


sin  2E.nt-c.nt 


o "J6S 
o",365 

o'',i3o 

o!',5S5 

o",oo5 

o",oo5 

o\i62 

o"3i62 

0^195 

0V95 


=  -4-  23']0",320 


=-4-45B5^648 


r-4-i34,'J5r2(3)^46",28o(4) 

sin  ïE.nt  +  c.nt  j-h9",377  (5) -4-  i",7i6(6) 

(-4-0", 261  (7) -4-  1  i5",932  («'*— ZT1) 

!'  'f;34' W-'_'>35(4)-.Vi4(5)I 

(  +  0  »%5(6)h-i  ,460  (7)  —  o",o76(8)j 
/+93",386(3)-h5i>7o(4)  j 
s‘iiE.nt— c'm.nt  |-i-  16", 384(5)-t-4" »°4°(6)  > 

(-♦-  o",87  i  (7)  -4-  o",o99  (8)  ! 


ig2",i4ô 


23",6ti 


i65",85£> 
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i  3o%539  (3)  +  46>oa  (4) 

siniE.nt—  2C.nt  |  ■ -+-  2  2  ",602  (5)  -t-8/*,439  (6)  ( 

|^-3,',558(;7)H-o,,,963(8)-+.off,26(md.)) 
^  a£\«t -h  2c.7rt  ]  -h 1  o",3o7  (4)  +■  3", 364  (5)  -h o\448 (6) } 


sm  zE.nt  —  2g. nt 

sin  2E.nt-\-2g.nt 
sin  2E.nt-\-2c'm.nt 

sin  2E.nt-2dm.nt 


Sln  lE.nt -t-  dm.nt  — c.nt 


;+7o",39o(3)-i2»87.(4)[ 

—  2",  125(5)  —  </,  479(6)  ( 

I  —  3", 2 1 8  (4)  —  o",  1 58  (5)  T 
l-o>65(S)t 
j+3",8i4(4)  +  2>i(5)) 
(+0")997  (6)W3oi  (7)  { 

(-53",357(3)-5",754(4)' 
-io*45a(5)  +  8*,84i(6)| 

-  S", 693  (7)  +  2", 8 1 4  (8) 
-2",5(ind.) 


11 2  4", 5o  1  (3)  -4-  5g", 900  (4)  > 
■+■  1 9'', 436  (5)-4-  5",  82 1  (6)  ( 

o",o66  (7  )  +  o'',5 1 8  (8)  ) 


SI,t  2  E.nt  s-c'rn.nt-i-c.iit 


—  i",i3i  (4)-  i",3io(5> 

—  o",363  (6)  —  o",o8  r  (7) 


i",343(6)+o',38ï(3)) 


sm  2E.nl -4-  3 c'm.nt 
sin  iE .nt  — 3c' m.nt 


i-t-o'',ooo2  (5)  | 
t  +  o",i3o  (5)  î 


621 

=  +  2 12", 363 

=  -+-  i4",H9 

=■+■  54",  91 5 

=-  3",376 
=  -  o",o65 

=  +  7'V8i3 

=  -  28",8ii 

=  -4-209", 742 

=  —  2", 884 

=-•-  i4',o44 

—  ■+■  o",0002 

=+  o”,i3o 
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{sin  2E.nt-3c.nt  1-4-8", 353  (4)  -+-  ^',98 1  (5)-*-  (6)  J  =-4- 1 2^,807 

^  {sin2li.nt-h3c.nt  1-4-3", 252 (5)-4-o",o57 (6)  |  =  ■+■  3", 309 


(*)  Pour  calculer  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coefficiens  des  deux  argumens 
2E.nt-Zc.nt  ,  2E.nl  ■+■  3c. nt  j’ai  ajouté  au  développement  des  fonctions  Ffi)*  ,  ,  F (TJ* 

les  termes  suivans  ;  savoir 


F(vy=  cos2Ev  —  3cv  e3  ; 


187057  135  52011  15  59 _ 705797  3 

1536  32  1024  64  “*”36  9216 


COS  2iEV -4- 3ct> 


F(i>)3=  siniEv  —  3cv 


s  in  2E\>  -4-  3ct> 


F(»y=  cos  2Ev—3cv 


161  119  59  __  3475  1  3  . 
24  32  36“*  288  i  m  9 


17595  45  59  59  17347  45 53529  } 

"Ï28*  "*■  8*  Ï6  16  **“  256  8  “  256  \ 

653  112 _  415)  3 

48  16  16  24  16  \  m  > 


-h  cos  2Ev-h3cv  ^(y'7*3)- 


11  suit  de  là,  que  la  fonction 


1  d.FJÿi »  1  æ.F(^*  1  dKFJÿ)< 

2  dv  2.3  dS  2. 3. 4  dv* 

1  enferme  ces  deux  termes 


s  in  2  Ev—3cv 
sin  iEv-h3cs> 


J  \  705797  269  405  ,  17843  ,  537  15^59  ,  11  __  1905793  j 

e  f  18432  192  128  512  "^16  16  72  T  18432  I 

^3  j  17375  289  10375  ,  955  ,  7375  275  2317  /  _3 

e  j  576  "48~  96  48  ^  72  T  576  J  m  9 


lesquels  étant  réduits  en  nombres  donnent 


A  la 


5in2E.nl  —  Zc.nt  (-+-1",473),  simE.nt  +  3c.nt  (0",057). 

vérité  on  néglige  de  cette  manière  les  termes  analogues,  que  l’intégration  directe  int»0<*u 
dans  — F(v)-t  mais  la  petitesse  de  ces  termes  dispense  d’en  faire  le  calcul. 
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,iÀsin2E.nt+dm.nt-2CJit  \’-2%ig5^)-t-o\'jo^(5)-ho\og6(6)\  =  ~-  i' 

(sm 2E.nt-cm.nt — 2 c.nt  j 4- 5",  1 2 1  (4) -4- 2",  1  o5 (5)  4-0 ",536 (6) \  =  4-  7^762 
sin2E.nt-hcm.nt-t-2c.nt  [  — 0^087  (5)  |  =  —  0^087 

sin2E.nt-cm.nt-t-2c.nt  |-ho,,?6o7  (5)  (  =-*-o"36o7 

sin2E.nt-t-dm.nt— 2g.nt  { —  1  ",  1 84(4)  —  °%29 1  (5)  l  =—  i'Vb^ 

îm  2/?.^  —  c'm.nt  —  2  g.nt  j  ■+■  2^,762  (4)  —  o",433  (5)1  =  4-  2",  329 

sw  2E.nt-t-dm.nt-t-  2g.nt  } -f- 0^,028  (5)  1  =  4-o",q28 

sin  2  E.nt  —  c'm.nt  4-  2g. nt  j  —  o",  189(5)!  =  —  o",  189 

sin  2 E.nt—  2 g.nt— c.nt  J-4- 2,f,574(4) — ï%958  (5) — o*,586(6)  |  =  4-o",o3o 
sin  2 E.nt  -t-  2g. nt— c.nt  } — 6",435  (4)— 2", 4^9 (5)—  o",5 1 0(6)  |  =  —  9",384 
sin  2E.nt-2g.nt-t-  c.nt  |  —  7", 078  (4)‘+’(A927  (5)  1  =  —  6”,i5i 

—  0^62  6  (5)  1  =  —  0^,626 

4-  3", 8 1 3  (4)  4-  2rf?4°2  (5)  | 

■+"  1  "?o  1 4  (6)  4-  0  ^298  (7)  J 

—  o",673  (4)  —  (/,87o  (5) 

-0^71(6) 

-H  o", 323  (5)1 


n 


sin  2 E.nt  4-  2 g.nt -t- c.nt 
sm  2E.1U  —  2 c'm.nt  —  c.nt 


=-*-  7^,527 


sin  2  E.nt  4-  2  c'm.nt  —  c.n* 
2E.nl  —  2 c'm.nt  -t-  c.nt 


’!  - 


2f,?0 1 4 
o",323 


O  Pour  avoir  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coefficiens  des  deux  argumens 

lE.nt-t*  c'm.nt _ ic.nt  ,  lE.nt  — c'm.nt —  ic.nt  ,  j’ai  réduit  en  nombres  les  coefficiens  de 

ces  deux  termes  (  Voyez  p.  5 1 7  et  5i8)  ; 


1  d.F[v)% 

2  dv 


sin  2Ev-t-c'mv  —  2CV 
sin  2Ev  —  c,mv  —  2CV 


/  1053  , 

45 

1413 

eV| 

(-6r  + 

T  ~ 

C4 

eVi 

/  47367 
^  ~Ï28  “ 

105 

8  — 

15687 

128 

ni 3 
ni1 


ce  qui  revient  à  négliger  les  termes  analogues  que  l’intégration  introduit  dans  le  développement 
de  — F[v). 

C¥)  Voyez  la  page  637. 
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sin  iE .nt+  2C1 m.nt  4-  2c.nt 

t—  0", 190(5)} 

=  - 

o'',igo 

s  in  2  E.nt  —  ic'm.nt  —  2C.nt 

l-ho",i57  (5)1 

=  4- 

o",i57 

sin  2  E.nt  4-  2  d m.nt  —  2  g.nt 

j_OW,020(5)| 

=  — 

o",02O 

sin  2  E.nt  — 2c1  m.nt  —  2g.  nt 

l+o",o85(5)| 

=  4- 

o",o85 

sin  2E.nt  +  d  m.nt  —3c  ait 

)  — o",i4o(5)| 

=  — 

0",  1 40 

sin  2  E.nt  —  d  m.nt  —3c.nt 

J+o",328(5)  j 

—  4* 

o",328 

sin  2 E.nt  4-  2 g.nt  —  2 c.nt 

5-o’'>94i(5)I 

=  — 

o*, 94» 

sin  2E.nl  —  2  g.nt  —  2  c.nt 

l—o", 177  (5)  | 

=  — 

°">*77 

sin  2  E.nt  —  2 g.nt  4-  2  c.nt 

l-o",529(5)l 

=  — 

0",529 

sin  2E.nl  —  ig.nt 

(  — o",og5  (5)  ( 

=  — 

o",oç)5 

sin  2 E.nt  —  4 c.nt 

l+o”, 873  (5)1 

=  4- 

o",873 

sin  2  E.nt  4-  3c  m.nt  —  c.nt 

)  —  0", 0006  (5)  1 

=  — 

o’',ooo6 

sin  2 E.nt  —  3cm. ni— c.nt 

|-4-o",io6(5)  1 

“  4- 

o",io6 

sin  2.E.nt-\-cm.nl  —  2gjit-trC.nt  {4-oVig(5)  ( 

=  4- 

o",i  19 

sin  2  E.nt  —  cm.nt  —  2 g.nt  4-  c.nt 

t-o’,278(5)l 

=  — 

o",278 

sin  2  E.nt  4-  d  m.nt  —  2  g.nt  —  c.nt 

j-o",o43  (5)  i 

=  — 

o",o43 

sin  2 E.nt  4-  dm.nt  4-  2 g.nt— c.nt 

t+o^ioS  (5)  ( 

=  4- 

o",i88 

sin  2E.nt  —  dm.nt  4-  2 g.nt — c.nt 

i-o",î53(5)l 

=  — 

o",253 

sin  2 E.nt  —  cm.nt  —  2gJit  —c.nt  1 4-  a",  1 0 1  (5)  ( 

=  4- 

7  2’, 920  (3) 

r  .  )- 10", 939  (5) 

sui  E.nt  I  v 

-'">847(7)- 

(  — o'',5(ind.) 

— 33",8i8(4) 
-4", 393  (6) 

-(>",829(8) 

j(-i) 

—  _  I22",l'° 
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Sln  E.nt  —  c.nt 


sin  E.nt -b  c.nt 


-io",999(4l-r,56o(5)) 

—  i", 820(6)  — o'', 786 (7)  j(l— 4!})  =-  18", 045 

(— o",3(ind.)  J 

4";999 (4) — 2", 334 (5)  ),  ±)  __ 

(-<>",821  (6)-o", 284(7)  I'  44'  7 


sin  E.nt  -h  c'm.nt 
sinE.nt  —  c’m.nt 


U- a, ",855  (3) -7", 357  (4)J,  n  _ 

j+3",468(5)-o",35o(6)  |v  44  /  *-  *7  ‘G 

|+i",226(4)-i"54  23  (5)-o",  i86(6)|  =-  o",383 


«n E .lit  —  2c.rc£  j  —  o,r,j96  (5)  ( 
sin  E.nt -b  2c. nt  |  — o,?5357  (5)  | 

Sm  Z? .72^  —  2g-.7tf  j  —  Of,,7  39  (5)  ! 

5,71  ^  -h  j  4-  o",  I  48  (5)  | 

smE .nt-b2cm.nt  j  —  o'',o44  (5)  I 

sinE.nt  —  2cm.nt  {-+-o'',o75  (5)  j 

5  in  E.nt -b  c'm.nt— c.nt  j-H  i",498(4)  —  i",o32  (5)  ( 

c'm.nt  -b  c.nt  { *+■  i  ",498  (4)  —  o",5o4  (5)  i 
Sln  E.nt  —  c'm.nt  —  e.nt  j  — o",o25(5)  j 


=  -  o",796 

=  -  0^,357 

=—  0^,739 

=  ■+■  o”,  1 48 

=-  o>44 
=  “+-  O",  075 
=  +  o"466 

==“f-  °",994 
=  —  0",025 


Sln  E .nt  —  c'm.nt  -h  c.nt  }  o",o84  (5)  j 

sin  E.nt -b  c'm.nt  — 2c mt  j-4- 0^172  (5)  f 
sin  E.nt -b  c'm.nt -b  2c.nt  j4-o",i  1 7  (5)  ( 
sinE.nt-bdm.nt—  2g.nt  {-t-o",oi5  (5)  } 
sinE.nt-bc'm.nt-big.nt  o",o4 6(5) } 


=5+  0^084 

=  4-  o'#,T7i 

=-*-  o*,II7 
=4-  o>i5 
=-  *>46 


Zb/ne  /. 
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sin  3E.nt 

j-t-i",364(4)-o",o82(5)) 
j  —  o", 262(6)  — o",i33<7)i 

=  4- 

o",88j 

sin  3E.nt  —  c.nt 

j-i",58o(5)-o", 954(6)) 

(- 0", 416(7)  \ 

=  — 

2",  95° 

sin3E.nt-*-c.nt 

|+o",i43(5)| 

=  -4- 

oV43 

sin  3E.nt  -4-  c'm.nt 

|4-o'',oii(5)  i 

=  -+- 

o",o  I  1 

sin  3E.nt  —  c'm.nt 

j  4-  o",o  I  2  (5)  I 

=  -h 

o",0  I  2 

sin3E.nl —  2  c.nt 

t-o",64o(5)| 

=  — 

o",64° 

sin  3E.nt  —  2 g.nt 

t-o",246(5)| 

=  — 

o",24^ 

sin  3 E.nt  ■+•  c'm.nt  - 

—  c.nt  J-t-o",ig4(5)  1 

=  -+- 

o'',i94 

1  sin  \E.nt 

(4-  5", 070  (4)  ■+•  5", 322  (5)  ) 

—  -  1—  i 

'4",4°9 

2", 287(6) -t-  i",i3o (7)4-0", 6 (ind.)  | 

—  «T*  1 

\sin\E.nt  —  c.nt 

j  -+- 1 8", 866  (4)  4- 1 2", 499  (5)  ) 

) -b  5"?i  2 1  (6)4-  i",i  1 5  (7) 4- o",4  [ind.')  | 

=  -4-38",ooi 

sin  l\E.nt  -4-  c.nt 

1 4-0", 855  (5)| 

=  +■ 

o",855 

sin  ^E.nt  ■+■  c'm.nt 

t-o",o85(5)-o",  1 16(6)  i 

=  — 

o",20* 

sin  [\E.nt  —  c'm.nt 

(4-o",597(5)4-o",6i3(6)| 

(-*-  i5",254(4)+i4",737  (5) 

$in\E.nt— zc.nt  j-+-  2", 567  (6)-h  1", 746(7)  =  -4-34” 

f-f-  o",2 1 4  (8) 


sin  \E.nt  —  2^.^ 


-o",33o(4)W',349(5) 

-ho",o35  (6) 


—  j.  o",o54 


O  Voyez  la  page  63 1. 
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ton  t \E.nt  -4-  c'm.nt—cnt 


-o",476  (5) -0^53(6) 


'  93(7) 

(+i",85o(5)+i",363(6) 
sin  \E.nt — cm.nt—c.nt  I  )  '  v  ' 

{+0  ,624(7) 

s'« \E.nt  —  3c.ra«  j  -(-  o",5o2  (5)  [ 

4^.72^  —,  zg.nt  —  c.7rt  j  -h  o"3397  (5)  ( 

4Æ\7tf  —  2g.77*  -H  C.77*  |  —  o",o3 6  (5)  | 

ST/l  4£,.72/  -+-  C'/TZ.Tî*  —  2C.7lt  j  —  o",5  I  3  (5)  | 
sin  ^E  ,nt  —  c'  m.nt— 2c.nt  |-4-  i",i97 (5)  I 
ton  \E.nt  -4-  c'm.nt  —  2g\w£  j  -4-  o*,o  1 1  (5)  ( 
s  in  \E.nt  —  c'//z.«£  —  2g, nt  j  —  o",oa6  (5)  | 


=  —  0,922 


=-4-  3", 83  7 


=  -4-  o",5o2 
=  -4-  0^,397 
=  —  o",o36 
=  -  o",5 1 3 

=  +  I">197 

=  -4-  0;,,0 1 1 

=  -  o",026. 


37.  Pour  calculer  la  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  aux  coef- 
ficiens  des  deux  argumens  iE,nt—2g.nt  —  c,nt>  2E,nt-h2g,nt —c.nt , 
1  ai  d’abord  trouvé  qu’on  a  5 


F(F)'= 


(21  1883  17347  .  165  ,  59  _  41519 \  3 
V  32  1536  1024  +  64  +  48  ~  WÏ2  )  m 


9  21 

15 

3 

15  \ 

+  32  32 

32  +  64  = 

11 

£ 

15  225 

45 

45\ 

a  i 

<45  75 

15\ 

32  64 

+fiî=32)We-' 

^16  32 

“32)' 

17347 

165 

59 

1485  _ 

15615  \ 

m* 

+  1024 

- -4- 

64  + 

12 

256  = 

=  1024  / 

21  15 

.  3 

45  \ 

_ * 

75  ri 

+  32  +  32 

+  Î6  = 

=  32j 

7  —32^1  £ 

i 

15  225  45 

.  45 

285 

V 

+  82  +  64 

+  Î6 

+  64 

“  32  ( 

jmt 
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sin  ïEv  —  2 gv — cv  ey 


sin  2Ev-*-2gv— cv  ey 


F®1** 

I  /59  59  59  59\  >  /  3  3  8\ 

/45  15  15  45  75  45  9  _3  \  a  ( 

V32**“  4  ‘“P‘l6",|r64  16“*”  64  )  fUe  J 

1  /59  59  59  59V  s  /3  l  3  ,  8  9\  ,] 

\48"h4S"h48“lG/  m  \64  +  64"4"64"~64//W?  / 
/165  45  15  15  ,  45  75  45  15  1005\  ,{ 

“^^e^T^ÏG^GÎ^ÏG^Gl^ÎG^lîrj^6  ) 

coszEv  —  2gv  —  cv  eyl^—^me*^  -+-  cas  2E\>  •+■  2gv  —  cp 
d’où  j’ai  conclu  que  , 

(  /  41519  439  9  83231  \  }  \ 

,  J""  \  G144  64  128""  G144  /  Wi  f 


i  d.Fn y  r 

=■ — =  sin,2Ev  —  2gv  —  cv  ey 


dv 


i  15  ,  45  a 

(-mwï  “cime 


15 

'  6ï  m 


2  ^  -+-  2gV  —  CP  cy 


(  /  46845  135  417  _  356G1  \  3 

,  J  V  2948  "*"128  64  2U48  )m 

)  135  ,  855  ,  225  „ 

+  +-Mme  + 


1  d\F(?)i  _ 

2.3  d*  — 

sin iEv  2gv-*-cv  e-i  |-(  gg  -^îë=^)»»î-+-  ëi  À  me1 

simÊv-t-igu—cu  e-i\  (‘33 j 

p.'4*ffi>!as  smzEr-igv-cv  e-/(  |  me*) 

sïn2Eu  +  2gv—cv  e/( 
réunion  de  ces  trois  dernières  parties  donne 
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1  d.Fjvj*  1  d\F(ï)S  1  dKFJÿ)  4 

2  '  dv  2.3  dvx  “*“2.3.4  di*  ~ 


^  ,  /  91231  3  13  2  31  »  15  /t  \ 

Sin  lE  O  —  2gV  —  CO  ey  ïwm?  —  Ô4  me  ~  64  ™£  ) 

pi  j  /  28oi)7  3  243  i  76a  »  22a  /»  \ 

«»2/r^+2gl>-cP  e7  +  ). 

En  réduisant  en  nombres  ces  coefliciens  on  obtient 

sin  2E.nt-2g.nt  —  c.nt  ( — o",586);  sin2E.nt  +  2g.nt—c.nt  (—  o",546). 

58.  La  partie,  du  même  ordre,  que  l’intégration  introduit  dans  la 
valeur  de  —  F(o)  serait  beaucoup  plus  petite.  C’est  ce  qu’il  nous  est 
facile  de  démontrer  relativement  à  l’argument  2ÜÏV-+*  2gv  —  co.  En 
effet;  d’après  les  résultats  trouvés  dans  les  pages  377  ,  44 1  >  et  619 
du  second  Volume ,  nous  avons  ; 

—J'Ridv~  cos  2E0 -f-  2  go  —  co  ey'(  î-  — 


—  =  cos  2  Eo  +  2gO  —  CO  ey 


4  15  205  ,  3G17  3 

)  Çî™“*“  356™“*“  12288™ 


m,  0  I  _  7a  .  9  .75  „  l  ’ 

r-mme-Timi -128  mi  ) 

(SuA*  n  i/  7  i,  53  j  105  ,  21  ,\ 

-)=  cos3£t.-t-3gu-ct>  ey  y—  s™+tnm+nme-*‘iîgml  )’ 

et  par  conséquent  ; 

—  B  —  —  ni  J B,  dv  =  cosiEv+îgv  —  c\>  ey'  (  j  »**—  )  ? 

1  15  541  »  /  53  3617  1471 V  3  1 

13 m  i«  m  -  \  M - êîiî  -  m  ) nt 

/315  75  \  ®  ,  63 _ 135 \  ,  75 

\  cT"“f28“"ï28/  xie^is*""!^)™^ —64™€  ] 

Le  produit  AB  donne  le  terme 
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cos*Es>  +  >gs>-cs> 


237i 


m 


partant  on  a  ; 


cos  2Ev-b2gv—cv  e/< 


Y=A-B+AB= 

15 


657 

"Ï28* 


/1471  517,237  7901\  * 

SI w  +Î28m  W  +  m  +  2î5  =  2ÏÏÏ8)  m 


555  ,  135  ,  75  ,a 


Le  produit  F^i—  y)  renferme  le  terme 

1  /32281  13  §5_6931\  3 

\  3072  12  32  ”  1024  )  m 

+  (!-Â-f-81-p  =  5l),nr‘ 

/  15  45  45 _ 1G5  \ 

\  32’4“32"*"64~"  64  )  me 


Donc  nous  avons  l'équation 


‘■4?=  (i-ÿr-r- 


(  45  855  j  /  6931  7901  5961  \  3 

i  32  ^  128 171  ^  =  ^  lm3 


C05 


\  1024  2048  2048  /  ^ 

ru  i65_ 225\  .  /135  63  2G1\ 

2/W-f-2gl>  CV  e/  — -*-(ï28-+-64  =  i28)m? 


<  75  75  225  \  ,a 


qui  étant  intégrée  ,  donne 


ànt= 


sinîEv->ri%v—cv  ey 


(—  î?m—  ??5ml_/1987  . 95  55  14201  \  3 

32  128  \20Ï8  +  Cl-884  =  6iïT),7t 


128  w  e  +  12g  m/+^m  e'* 


75 


Maintenant ,  si  l'on  réduit  en  nombres  la  partie  du  sixième  ordre 
ce  coefficient  on  la  trouvera  égale  à  —  o",o36. 
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59.  La  partie  du  sixième  ordre  et  celle  du  septième  ,  qui  appar¬ 
tiennent  au  coefficient  de  Fargument  4 E.nt  ,  ont  été  calculées  par 
le  procédé  que  je  vais  exposer  en  peu  de  mots.  Avant  tout  ,  ïl  est 

necessaire  d’ajouter  le  terme  — sïT  n^e  z=~“0'  ^2^  au  coefficient  de 

1  argument  4 Ev  posé  dans  la  page  49^?  ce  qui  réduit  à  -+-o",079 
la  partie  correspondante  du  sixième  ordre  donnée  dans  la  page  61 3: 
de  sorte  que  ,  on  a  8", 064  pour  le  coefficient  de  sin^Ev.  La  peti¬ 
tesse  de  la  partie  o",079  permet  de  négliger  la  suivante  ,  qui  serait 
du  septième  ordre  dans  l’expression  de  F  (y)  5  mais  ,  relativement 
au  carré,  au  cube,  et  à  la  quatrième  puissance  de  cette  même  fonction 
il  est  indispensable  de  tenir  compte,  au  moins,  des  termes  suivans; 
savoir 


cos  4£V 


/  369  6633  885  ,  595  .  285  68161  \  ,  »  \ 

+  )me 
/250469  45  371459  11859  4465  .  96915  .  11305  168925287\  5  J 
\  1280  8  8192  256  128  2304  "*"1 "28”-  368640  )m  C  [ 

/  31405  52687 21023  \  7  \ 

\  864  864  216  )  171  ) 


m= 


f 2889  635  3487  .  205  295  ,  3135  .  11  283  9115 


128  128  16  ^16 


135  11  283  _  9115  \ 

28  4  128 - 64/  m  e 


s*fi  4  Ev 


7363727  495  638099  18703  4465  19345 

30720  ~hÏ28’+“  6144  192  96  384 

5605  ,  190817  ,  59  2309  1991  __  23248349 

64  ^  '  *2048  4“  6  ’4"  192  160  ~~  30720 


COS  AEv  i 121  _L_ 121 _ 3G3  \  4  ,  /  649  649  649  649  \  5 

C°S^V  j  Vw^32=^)"l^-(-2T^24-|'-24=T-)Wc  |  5 


lesquels  donnent  ; 
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'21023 

1865 

108 

32 

68161 

2415 

256 

- 64" 

168925287  6 

«  à  •  lr?..  ]  /  68161  2415  58501  \ 

2— si —  «***»  <-(  w— cr  =  -25ir)w  e 

/  / 168925287  68161  _  119849307  \  , 

[  V,  184320  —  256  —  184320  / m  É 


1  d‘.F(7)>_  .  ,r 

2.  3  ri  u*  - 


/ire 


/911a  165  _  7135  \ 

\  24  2  “  24  / 

/  23248349  9115  1G5 _ 14973149  \ 

\  11520  12  ”^~4  11520  /' 


i  121  ,  .  , 

/649 

363 

1507  \  s  . 1 

\--Tm  e  ~ i 

(  à 

4  ~ 

-w)me  ! 

1  d>.FÇ)k_ 
2.3.4  ~ 


En  ajoutant  ces  trois  parties  avec  le  terme 


—  F(v)  =  sin  4 Ev  (  ~2 


/  647G23  6  19125 


28800 


512 


e‘) 


on  obtient 


—  F  (o\. 4-  _ L  1  d*.F(»)  4 

vV  2  dv  2.3  rfy*  ’r'  2.3.4 


/7135 

121 

58501 

19125 

_ 116545' 

\  24 

4 

256  H 

h  512 

1536  , 

.  117829^7) 


f  14973149  1507  1198493G7  96573497 


Î93G7  __  96573497  \  5  » 

320  ~~  184320  /  '/Z  e 


”  \  11520  12  184320 

=  sin l\Ev  {  2", 287  (6)-h  i",i3o  (7)  J. 

60.  La  partie  du  sixième  ordre  qui  appartient  ail  coefficient  àe 
l’argument  4 E.nt  —  c.nt  est  égale  à  la  somme  de  ces  deux  termeS 
*+*  "4006"  m  e  "+”  1Ô24* m  e  ’  c*ont  *e  seconct  a  ete  calculé  en  faisant 

FrT>;= 

cj  975  9045  165  12825  9( 

+  W  C\  64^  256  +  ü4^W^2 


cos  A 


9045  45 36915  j 

256  256  ! 


772.  Vj 
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FW3: 


sin^Ev  —  cv  e 


2415 

,  10005  ,  495  , 

495 

.  4755 

128  ' 

+■  128  64  + 

128 

+  ”6T 

4275 

15  495 

15  _ 

8595 

64 

+  T  +  Î28_t‘ 

2  = 

=  32 

F(y)'= 

165 

165  165 

495  1 

! 

8  8  8 

8  i 

1  //i  6  y 

1  sLQ3i 

2  dv* 

1  5».F(7p 
2.3  rfy» 


S/7Ï  4^V  —  Ct> 
sw4^V— ci> 


„  |  2025  110745 

e  f  64  512 

(  2»78a  6/5 

ei  “ëî - r 


94545  i 
512  i 


20385 

64 


m3e*  5 


1  rf3./XT4  .  /r,  (  4455  3  ,\ 

2X4—57*—=  sm\Ev-cv  e^-  —me)-, 

el  en  prenant  la  somme  de  ces  trois  derniers  termes,  augmentée  du 
terme  sin\Ev — cv  e  e*  )  appartenant  au  développement  de 

-p(y)  (*)• 

Je  ne  pousse  pas  plus  loin  ces  calculs  partiels  :  il  suffit  d’avoir 
indiqué  par  quelques  exemples  comment  la  réduction  en  nombres 
de  nos  formules  met  en  évidence  l’ordre  et  la  forme  des  termes 
<jui ,  pour  plus  de  précision  ,  doivent  être  ajoutés  à  l’expression  ana¬ 
lytique  des  coefficiens  de  la  longitude  de  la  Lune  à  l’aide  d'un 
développement  ultérieur. 


O  On  obtiendra  aisément  ce  terme  de  —  F(v'),  en  cherchant  d’abord  le  terme 

/  465  ,  V 

'  cos  4 Ev  —  cv  e  f  ^  m3  e*  1 

appartenant  à  l’expression  de  Su  ;  ce  qui  n’exige  que  l’addition  d’un  petit  nombre  de  termeé 
dans  les  développemens  exposés  depuis  la  page  349  jusqu’à  la  page  fyxi  du  second  Volume. 

La  meme  remarque  s’applique  au  terme  précédent , - m*c*,  qui  fait  partie  du  coefc 

ficient  de  l’argument  ^Ev. 

Tome  I 
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La  méthode  des  coefficiens  numériques  pour  retourner  la  formule 
primitive  ,  serait  sans  doute  plus  ex  péditive;  mais  elle  a  l’incon¬ 
vénient  de  confondre  les  quantités  d'ordre  différent  ,  et  de  présenter 
des  résultats  définitifs  sur  lesquels  on  ne  peut  rien  statuer  à  l’égard 
de  la  partie  négligée. 

61.  Pour  pouvoir  calculer  ,  par  la  formule  précédente  ,  la 
longitude  vraie  de  la  Lune  correspondante  à  un  instant  donné  ,  il 
faudra  former  la  valeur  numérique  des  argumens  ,  en  partant  d  une 
époque  fixe  ,  et  en  supposant  connues  ,  d’après  l’observation  ,  les 
quantités  constantes  (  Voyez  p.  564  )  qui  entrent  dans  leur  compo¬ 
sition  ,  c’est-à-dire  les  élémens  suivans. 

Prenons  pour  l’origine  du  temps  t  l’instant  de  minuit  moyen,  au 
méridien  de  Paris  ,  du  premier  jour  de  Janvier  de  f  année  i8oi- 
Pour  cet  instant  on  a  p 

e  =  Époque  de  la  Longitude  moyenne  de  la  Lune  =  iii.°  36/ 
Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  noeud 

ascendant  de  l’orbite  de  la  Lune  =  i3.°  54/  54'?2' 

5t,  =  Époque  de  la  Long/  moy/  du  périgé  Lunaire  =  n66.9  6/  44'?4' 
c\=  Époque  de  la  Longitude  moyenne  du  Soleil  =  280.°  9/  32"?°’ 
v!  =  Époque  du  périgée  Solaire  =  279.0  3o\ 

Moyen  mouvement  sidérai 

de  la  Lune  en  36f>^  =  i3.  i32.°  39/ 

7?'=  Moyen  mouvement  sidéral  du  Soleil  en  365' |  =  359.°  59/  37 "A 

'  Il  est  presque  superflu  de  faire  observer  ,  que  les  argumens  étan1 
composés  par  des  différences  ils  demeurent  les  mêmes  en  employa111 
pour  n  et  v!  les  moyens  mouvements  relatifs  au  point  équinb*^' 
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~  S  -tir: 

'•  •..  :  *.  >  • 

Expression  analytique  et  numérique  de  la  parallaxé 

équatoriale  de  la  Lune . 

62.  La  formule  (9)  posée  dans  la  page  5'  du  troisième  Volume  , 
donne 


sin^—  (  1 - sin'l)  .  (1  -k* K r  )  \/^D(l — s*')- 

\  I-HjA,,)  /  Vi+ss  \  8  ^/l  -TlY+iyj’-. 

pour  le  sinus  de  la  parallaxe  horizontale  de  la  Lune  ;  où  le  facteur 


(1  =  0,0 i658o95  =  3'42o#/, 0667  . sin  1,". 


La  petitesse  de  sin  sr  permet  de  prendre  sr=:5/>iCT-f- ^  ,  et  même 

faire  .. 

r,***"as  l  (> *•■*<■>).  w1'^'56’' 

En  prenant  (  Voyez  p.  855  du  second  Volume  ) 

/=  g  ,n‘+m  "i+eî  m‘  '''  fy  -4 111  1  \  '  "l'1" 


et  développant  la  fonction  *  x^£lA—  jusqu'aux  quantités  du  -cinquième 
ordre  inclusivement,  à  l’aide  des  résultats  posés  dans  les  pages  838- 
854  du  troisième  Volume,  j’ai  obtenu  la  formulé  suivante. 
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(i-bp)au  _ 

]/~l  -4-  s  s 


j  i+e‘+im,+  (î— i=o)/+e'-(i-^+i+^=o)7‘ 

J  J 1  1  1  \  ,  /  9  9  n\  *  *  /135  .9  3  3  \  3  » 

COSOV  j—  î)C?  “*\2S6  256“0)m/  \512H"512  32""  Ig)77* ? 

[■+’288wM“(ê4'+'6=Î92)m  e  +  4  ™  E+Jm  +  TWm  e~ïm(£  ~L  'J 

1  4  V  “*“6  771  ^\64  64  32 /  *  ^ 288 rn  I 

/  45  1  167  \  ,  »  1  ,  rv,  /I  5,1  19  \  »  *  [ 

^  (  64^6  =192  e-+-4m  ^  -V4"'32'4“2=32)  e  V  > 

/-  45  9  9  1  66'5\  »  *  3  \t j%  p*\  I 

\l  “ '25G  +  2S6  —  256*f"24  —  768/m  ?  4 "H  L>  ) 

,i  1  ,  15  .  /  S  5  ft\  ,  ,  / 135  13$  .\  ,  ) 

COS2CV  e  j  -m-HTm-i-(i5-ï5  =  0)7  +  (i2s-ï2g  =  0)mv  { 

cos3ci>  «’(  ^7*  —  èm’) 

Il  ,  /3  3  3  \  j  /I  1  „\  ^ 

2  W  ~  (  32-(-3-2  =  i6)  m  +  (  4— ï  =  °) 

/I  1  \  /i  i  i  3  v  \ 

"*■  (  4  "  4  =  0  )  e* +  (  î«  + 1«  +  Î6  ”  Î6  =  0  )  ^  ï 

cos4gv  y'i-à-è+à^0) 

\“*\8  8  4  /  ^  64  777  2  256^512  8  “512/  ( 

C0S2gV-CV  Cy)  ,8V.  /81  S  1 _ 33  \  , 

(■4_\32  32  32  32  /  ^  8~  64  / e  1 

,  <  1  1,  /I  3  1  37  \  »  3,i 

COS  2gV  +  CO  ey  j  g-+-8e-(2-52  -  58  =  96;W-32Ï  } 

COS-igV  —  2CV  e  y  J-(ï6  +  Ï6  =  4j  +  (li28  +  m  =  l2  )m\ 

cos  2gt>-3co  eV  (—  ||—  ^  =— 1|  ) 
cos4gV—cv  e7'(-^  +  4=-ÎT8) 
cos4gv+cv  e-/'(  i) 
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cos  cv — c'mv  et' 


,  ,i  3  »  /585  1  581  \  4  ,  69  ,  ,  27  ,  /3  3  3  9\ 

cosc'mv  <  j-fw+(î6+î=1ç)^+Twe-Ï6m£^ •*-(ï+ï+i=ï)“V. 
cos  2c'mv  ep  ^ —  I  w*  ) 

cos  ’Sc'nw  £,î  (  “  il ) 

I9  ™  837  /‘7438  ^  8 _ 17481  \  3 , 

8m  64  m  \  256  “*“16“  256  )m  ) 

\ 

—  jQme  £  “^  \  4  ”*“  32  32  )mY  J 

19  .  1113  ,  .  Z35553  .  3  35601\  31 

8m+  64  m  +  (  256  16  256  )  771  I 

> 

9  ,81  „  /9  9  81  \  ,  ! 

+  Vàme  “(ï  82==32/m7  J 

co*  cp-h  2C'w  (-  ^  "I— ^  ) 

C0*  w  ee"  ( 

co<s  cv  -*-3c'/m>  ee' 3  ^ w  ) 

C05  cy  —  3cW  ee'3  ^  ||  m  ^ 

co s  2  cs>  -hcW  eY  ^  | 

c°s  2ci>  -c'my  eV  ^  | 

c0i  igv-bdmv  s'y‘  j  (re“Ê=0)'”^(ï§"ïS”ï5S=:§),”‘l 

c«î2gv— c'/»i> «y |  (^-^=9)"*-t-(n§+n8-Â=ï)m'i 

cos  2 go  -  2dm»  s'V  {  g  _  g = 0  J  m 

C0S2gv  +  2c'mv  i'y  j  |Z — §1=0  j 


cos  2 gv  —  cv  —  cW  ee'ÿ 


a  189 _ 9^  _9_ 

64  64  "“32 


9 

81  j 

«1 

II 

1 

a 

9 

81  ) 

32  “ 

32  i  m 

Tom  / 
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cos2gv  +  c<Hrc'mv  — p  =  ^\m 

cos2gv+-cv-dm»  =  m, 

(  »  19  3  /64  1  131\  ,  /19  ,  1475  383\  5  /  3  3  _\ 

/  3  1  19_  1\  ,  ,  / 19  273  461  29  \  3  , 

'  (ô4  4  64“  2  )m  7  V  24 "4“  1024 3072 “24/ m  ? 

„  ,  ,  ,  233  ,  >  S  ,  95  3  *  .  /15  15  n\ 

■2.me+¥me-^£  6  ^(^“â^0)  772*? 

/ 3  3  9  n\  ,  a  /27  3  3  3  9  3  \  J 

■VS^ie-"  16“°jme7  \128  64  64  128  128“128/^J 

15  .  273  a  / 13875  5  14035  \  3 

8/?i+wro+(w+r6=ii2-),w 

/  164711  91  167623  \  <  45  ,,1527  aîl 

"  \  2048  64  “  2048  /  m  16  ^  4“  128  771  e  [ 


COS  2  Ev 


cos  2Ev  —  cv  e< 


cos  2Ev-*-cv  e 


I  75  rr,'»  75  / 9  3  15  3\ 

-{O772*  “  8  772  6  “(s  *“32*+’32==2)mV 

/  3  _3_  .273  315  __  273  \  a  # 

\  2  128  128  "*”  64  32  / 772  V- 

1  5  ,  23  3  /  71  5  191  \  4  5  j  t  1 

-  8  771  48  ^  y  fl52  48  ÎÎ52  /  772  8  772  6  ( 

l25  3  »  /  3  1  3  5  63  \ 

16  771  £  'h32m?  “16-+-32  =  ï28)/w7  ) 

t  1  >  19  3  /317  .  I  329\  4  a  a  1  t  ni 

„  ,  \“  2  777“24m-(m  +  ll  =  Ï44)77Z-77iC“+-fïï77îM 

cos2Ev-*-c  mv  s  \  r 

j  ,  /  3  3  _\  ,  ,  /I  15  j  23  1  \  a  ,  l 

f4"  (  16  '  16  /  4"(8^644"C4“4  y772  7  I 

'  7  ,  133  3  /1003  7  3037  \  4  _  ,  , 

2W1+ +  ^  +  ^-j7?î+7.m  e 

123  ,  *  /  7  7  ft\  ,  /7  19  75  7\m*v| 

-  16  774  £  ^(l6-Î6  =  °j772V  “(8-64  +  04=  4'j'72  V 

M7  B  /m  .  5  8611  \  3  ) 

jm+i|rW  +  |  256  8  =  256  j  772, 

45  j  75  ,»  /135  45  15  15\  ,( 

+T,Me__OT£-_^_+__r6=_)wy  ) 

ros  2^-t-2Ci»  e*(  |/?za— 


cos2Ev-~cinv  £  < 


cos2Ev—  2cv  e  { 


cosiEv—îgv  i 


C0S2Ev-\-2gV  7 
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/  3  3  \  /  3  69  1  , 

\  / 19  273  657  1  \  s  ,  / 15  «  \  . 

,]"*"(  55  H"  1024  1024  48  /  ^  32  32  °  / 

i/3  3  33  75  \ 

h  (s^Ie4- 8‘:==l6)me 

/  3  ’  3  3  3  3  27_  _ _ 3_\  >  1 

k-"\128"f’l28”t“32"t“64  64  128  Ï28  32/  1  i 

J  (|+|=ï)w*+(Â-+‘5l=^)w3| 
(à-Œ-w-ni“0)^  I 


cos  2ZÏV  *\r  dmv — o>  es' 


/ 17889 

5  _  17809 

H) 

V  256 

16  256 

i  /9 

8  15  3  \ 

, ,( 

32  32  2  J 

1  my  j 

n  ,  i  /  5  j  79  3  3  j  \ 

cos  iEv+-cmv+cv  est  —  32 / 


cos  iEv —  c'mv  —  cv  es 


f  35  1691  .  / 23115 35  69905 \  _3 

Tm+-urm+('2îr+-48=w)m 


105  a  615  ,a  /21  7  ,  35  7  \  a 

16™-®-“  — (T'"32'4"32=:2)'nV  ) 

iEv  —  cW  +  ci>  es'  (—  ^ /«'—  ^  m3~*~4i mt'  ) 

<  17  »  323  3  /  51  51  \  *  1 

«  j  Tffl','Tm“(64_6Î  =  0)TOï  | 


cos 

COS  2 ZiV—  2c'wi> 
COS  2E\>’h2C,mV 

cos  2 Ev  —  3a> 

COS  2Ev-h3cV 

cos  2Ev—2gV  — 

COS  2 ZîV-fr-  2£V-«- 


,  /  15  61 

«  (  Tm+1T8TO  ) 

eî(•“s^"^’) 


3 

15 

39  \ 

/ 

'579 

273  . 

3 

Ml- 

1 32  64 

®)m-\ 

128  256  ' 

128 

(  15 

f  273 

5 

253 

\  m* 

) 

i  «“-M 

<256 

64 

256 

)m 

! 

i  /45 

3 

51\ 

/ 

'  5 

3 

i 

335 

1  \64 

32 

II 

IL 

a 

i 

64  128 

^“2“ 

512  " 

(  5 

5 

15 

# 

j  32  64  64 

r/i 
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cos  2Ev  +  3c'mv 

s'3 

(  m  m') 

cos  2  Ev —  3  c'mv 

s'3 

(  f-’) 

cos  2  Ev+  2 c'mv  —  cv 

es'1 

/  45  6399  a  \ 

\  32  171  256  m  / 

co  s  2Ev—  2c'mv  —  cv 

C6,a 

(  £—!£-•) 

cos  2  Ev  —  2 c’mv  -H  cv 

es'1 

(-  SH 

cos  2  Ev  +  c'mv  —  2  cv 

eV  1 

/  15  129  ,  \ 

cos  2Ev  —  dmv  —  2 cv 

eV| 

( 

cos  2EV’*rC'mV’*r2CV 

eY 

(-Â-*) 

cos  2  Ev  — c'mv ■+■  2 cv 

eY 

(  3-0 

cos  2Ev+c'mv  —  2gv 

s'y1 

}  (i|-Â=0)w  +  ( 

21 

32 

3  1  1  \ 

32  16“ '2  )m  » 

cos  2  Ev  « —  c'mv  —  2 gv 

y; 

1  (â+n=ï)”*-( 

103 

32 

23_7  V  . ) 
16^32  4  /  * 

COS  2Ev-\-  c'mv  -4-  2gv 

•y] 

i_±_±_  11, 

(  16  16  8  1 

cos  2  Ev  —  c’mv  -4-  2 gv 

£V; 

|  7  7  7  1  , 

f  16 IG  “  8  1  m 

COS  2 Ev  —  2 c'mv  —  2CV 

eV1 

f  255  \ 

(  16  m) 

COS  2 Ev  -h  2 c'mv  —  2CV 

eV( 

’  45  \ 

-8W) 

COS  2Ev  —  2CmV  —  2 gv 

«Y  J 

|  51  51  SI) 

1  64  64  —  32  4  m 

COS  2  -4-  2 c'mv  —  2gv 

sV| 

1  9^9  „  1 

“  64H"6Î—  0  1  m 

cos  2  £V  ■+•  2 gv  —  2  cv 

eYj 

75  ,  15  15  1 

“Î28-t-M‘hÎ28  =  0im 

/  •  V 

I 

J 
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COS  lE\>  —  2gV  2  CP 
cos  2  Ev  —  2  gV  —  2  CP 
cos  2  Ev — 

cos  iEv  ■+•  c'/?2P  —  3cP 
cos  iEv  —  c'rap  —  3cp 
cos  2  Ev  -h  3c'mv  —  cp 
cos  2Ev  —  3c mv  —  cp 


cr¬ 


is  15 


»=o  « 


128  ^  128 
15  15  15 


15  ,  15  ,  15  i 
l- Ï6‘+*32*4*32  =  °i"t 

4  j _ 9,  _3_,  _3  _  3  ( 

M  128  + 128  +  32  128””  128  i  m 

eV(-  -/») 
eV(  «„) 

e£”(-ém) 

fj/  845  \ 

«  (  64  W) 


cos 2Ev+c'mv—2gv+cv  ec'f  j  +  =  gî|m 

cos2Ev-c'mv-2gv-hcv  ce'/  j-^  +  ^=-p}m 
cos lEv+c'mv-igv- cv  et'f  j 

cos  ïEv  c'mv — 2gv—cv  et'f  {-  £  -+-^-+-^=-gf }  m 
cosiEv-t-c'nw+igv — cv  e«y(—  g|OT) 

Cos  ïEv  —crmv+2gv—cv  ee'y1  /  ô\m) 

!15  81  ,  /  3231  *  5 _ 3251  \  3] 

16 m  16  ni  V  128  "4“  82  128  /  W  f 

/  75  15  165  \  ,  45  ,  45  „  ( 

4"(32^64=6r)^““ÎGme-Î6W£  J 

‘(“I"1’) 

cos  Ev  *+■  c'mv  e'b*  J  /?î?î  =  6— \  m’_L_  5  c»  _  5  «  5  „ 

i  4  Tm^V^r^24*-  192/m^i,e  — 8  Y  -+“4  6 

cos  Ev— c’mv  s’b'( 


cos  Ev 

°os  Ev  —  cv 
cos  Ev  -+-  cv  .  eb s 
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cosEv—igv 

7***1 

j  105  15  195  i 

!  64  128  128  )  m 

cosE»+  2gv 

7***1 

(-£*) 

C0sE»Jr2Cm » 

£'***l 

(~mm) 

cos  Ev  —  zc'mv 

«*{ 

{  î» 

cos  E v  ■+■  cW  —  cv 

'  5  iSry,\ 

ï~  nm) 

cos  £V  —  c'mv  —  cv 

«'&*( 

!  S») 

cos  ÜV  4-  cW  —  2cv 

eYZ>*( 

-A  ) 

cos  E»  4-  dm v  —  2gv 

Y 

s'7**’{ 

f  35  5  55  \ 

48"+"32~'-'%/ 

COS  ZV  4-  cW  4-  2g» 

£V*‘( 

l  32  ; 

cos  32sV 

'  !ï  ,415  ,\ 

,  C4TO+256m  ) 

cos  3E»  —  cW  e'b*  ^  ~  nd  ) 

cos  3Ev  dm»  e'b*  ^  ttl  ^ 

cos  3E» — cv  eb'(—  | 

cos  3E»  4-  cv  e&*  (—  ||  ) 

cos  3 E»  —  2cv  e'b*  (—  ^  ^  ) 

cos  3Z?v  —  2gv  y’i1  ||  m  ) 


cos  4£V 


1  .  351  r  45  3  ,  ,  /  3  3 

I-  iw"Hra+32me  +  (s  +  M 
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cos  \Ev  —  co 

<- 

75  ,  1215  ,  45  . 

6ïm-is6m-hmm  y  ) 

C0s4ÆV-+-CV> 

e( 

S-) 

cos  4  Ev  ■+•  c'niv 

.  '( 

1  m‘) 

cos  \Ev  —  c'mv 

î  »•) 

cos  4  Ev  —  2  CO 

e'( 

Tm  ) 

cos  4  Ev  —  2  gv 

ri 

\256  256  v  jrtl  y5|2”**32 

cos  4  Es?  -+-  c'mv — co 

ei’( 

225  3\ 

128  m  ) 

cos  /±Ev  —  c'mo— co 

Ê£’(- 

875  A 

128  m  ) 

cos  4  Ev  -+-  c'mv  —  2  gv 

«v{ 

9  9  A  i  , 

128  128  0  \  m 

cos  4Ev  —  c'mv  —  2go 

‘V  j— 

21  21  n  i  , 

128“*“  128““° J  m 

cos  l±Ev  —  3co 

eî( 

675  A 

256  m  / 

cos  \Ev  —  2  go  —  CO 

<7*  j  — 

9  45  9  _  99  \  . 

256  256“^  512  ~~  512) 

cos  4ÆV  —  2gV  -+-  CO 

ey'( 

9  »\ 

5Ï2  m  ) 

Maintenant,  si  l’on 

réduit 

en  nombres  les  diflférens  t 

formule  on,  trouvera ,  que  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune 
fonction  de  sa  longitude  vraie  est  exprimée  ainsi  qu'il  suit. 
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Parallaxe  équatoriale  de  la  Lune  = 
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63.  Pour  avoir  l'expression  de  la  parallaxe  horizontale  en  fonction 

explicite  du  temps  il  faut  éliminer  o  de  la  fonction  -*-p)a<<  ^ 

/TTïï 

l’aide  de  l’équation 

ni-1re--/çdo  =  v+F(y) 

(  Voyez  p.  5o2  )  y  ce  qui  revient  à  former  les  différens  termes  de 
la  série 


et  à  changer  o  en  Jit-i-s  — f\do  ,  après  l’exécution  des  opérations 
indiquées. 


En  différentiant  la  valeur  précédente  de  —IZ Ia “ ,  et  faisant  ensuite 
ie  produit  par  celle  de  —  F  [y]  y  de  manière  que  toutes  les  quantités 
d  un  ordre  supérieur  au  cinquième  soient  négligées  ,  on  obtient 
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8. 


Expression  de  la  Latitude  de  la  Lune 
en  fonction  explicite  du  temps. 

65.  En  désignant  par  L  la  latitude  de  la  Lune,  nous  avons  donné 
son  expression  eu  fonction  de  la  longitude  vraie  dans  les  pages 
496-joi  de  ce  Volume.  Maintenant,  qu’il  s’agit  d’exprimer  cette 
meme  latitude  par  le  temps,  il  n'y  a  qu’à  former  les  différens  termes 
de  la  série 


\m^\ 


et  à  changer  v  en  nt-+-s — fedv  ,  après  la  différentiation.  C’est  une 
opération  tout-à-fait  analogue  à  celle  qu’on  vient  de  faire  pour  la 
parallaxe.  Seulement  il  est  nécessaire  d’avertir  que,  nous  conservons 
dans  ce  calcul  plusieurs  termes  d’un  ordre  supérieur  au  cinquième, 
semblables  à  ceux  qu’on  voit  dans  l’expression  de  L  en  fonction 
de  r.  Après  cela  ,  la  simple  disposition  des  développemens  suivait 
suffit  pour  expliquer  leur  formation. 
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67.  Cela  posé,  si  l'on 
nombres,  on  trouvera; 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE 


7 1 7 


L  =  Latitude  de  la  Lune  en  fonction  du  temps  = 


sing.nt  | 

4-  1 8576",ooo  (1)  —  1 1 2"5382  (3)  j 
4-  2",oo4  (4)  *+•  o",8o4  (5)— 0", 888 (6)| 

8465', 538 

s  in  3  g.nt 

|-6",278(3)-o",i46(5)[ 

=  — 

6", 44 

sin  3g.nt 

|4-o'',0?6(5)j 

=  4“ 

o",o°6 

\ 

sing.7it-\-c.nt  ^ 
! 

4-ioi9>58(2)-6"?i45(4)  ] 

l-o”, 700(5)- i",o56(6) 

! — o1', 263(7)4-21", 378(£" — E"~)  ) 

=  4- 

1010", 8g4 

sing.nt  —  c.nt 

1019", o58 (2)+ 14", 474(4)  ) 
|h-3",oî3  (5)  +  o",9oi  (6) 

(•+-o",i  5 1  (7)-?.  i",378  (l'-E*)  ) 

=  — 

IOOO",  609 

sing.nt  —  ic.nt 

t — 4 1  ',9 1 1  (3)  8">8 1 7  (4)  •+■  o",7  5 1{5)  ] 

!=  — 

32",343 

sing.nt  +  2C.nt  {4- 62", 865  (3)  — o",4o3  (5)| 

=  4- 

62", 462 

sing.nt  —  3c.  nt 

|  —  2",  1 7 1  (4)  ■+■  o",484  (5)  1 

=  — 

*",687 

sin  g.nt  +  3c. nt 

|+4",o86(4)i  0 

=  4- 

4”y 086 

sin3g.nt-c.7it 

|-4",i3a  (4)-w",3o4(5)-o>2o(6)  ! 

[=  — 

2", 848 

sin  3g.nt  +  c.nt 

j—  i",o33  (4) +o",i  58  (6)  j 

=  — 

°",875 

sin3  g.nt  —  2c.  nt 

|  +  o", 092  (5)| 

=  4- 

0'',092 

Sln3g.nt-\-2c.nt  (  — o",i2i  (5)| 

=  — 

0",  121 

sing-nt-b^c.nt 

|+o",  274(5)1 

=  4- 

o",274 

sing.nt  —  fc.nt 

i-o",i3o(5)| 

=— 

o",i3o 

(*)  Le  second  terme  de  ce  coefficient  est  du  sixième  ordre. 

Tome  I 

9l 

7 1 8 

sing.nt-*- c'm.nt 
sing.nt —  cni.nt 


THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  L4  LUNE 

-8'',76i(3)-i",884(4)+.2",7i6(5)) 


■  i",38i  (6)-i-  i",i  (ind.) 


+  8", 761  (3)-t-o",246(4)  — 2",557  (5)  J 


(—  i",283  (6)  —  i",o  (ind.) 
sing.nt- f-  2 c'm.nt  j  —  o",i  1 1  (4)—  o",o35  (5){ 
sing.nt  —  icm.nt  |-ho",iii  (4)  —  o",oo5  (5)| 
sin  g.nt  4-  3cm.nt  j  —  o",oo2  (5) } 
sin g.nt  —  3 cni.nt  j  4-  o",oo 2  (5)  j 
sin  3g. lit 4-  cm.nt  j 4-  0^,009  (5)  j 
sin  3g.nt  —  c'm.nt  j  —  0^009  (5)  | 

sin  g.nt  4-  c.n  t  4-  cni.nt  J  —  3", 844  (4)  —  1  ",  2 1 3  (5)  —  o",  2  48  (6)  j 
sin  g.nt  —  c.nt  —  c'm.nt  J  4-  2  ",884  (4)  ■+■  1  ”,47  4  (5)  -4-  o'',5©6  (6)  j 
sing.nt  4-  c.nt  —  c'm.nt  j  4- 3", 844  (4)  ■+■ 1  ",8 24 (5)  4-  o",69 2  (6)  J 
sin  g.nt  —  c.nt  4-  c’m.nt  j  —  2", 884  (4)  — 1  ",33o  (5)  —  o",969  (6)  | 
sing.nt  —  zc.nt  —  cm.nt  j4-o",2  57  (5)  j 
sing.nt — ic.nt-\-c  m.nt  j  —  o", 257(5)) 
sing.nt  4-  2 c.nt  —  c'm.nt  { 4-  ©",445  (5)  j 
sing.nt  4-  ic.nt-\-c  ni. nt  j  —  o", 44^(5)  j 


=  — 5",448 

=4-4”,  167 

=  -o",i46 

=  4-0",  106 
=  — o",002 
=  4-0",  où  2 
=  4-0",  009 
=  —  o",oo9 

=  — 5",3o5 
=  4- 4", 864 
=  4-  6”  ?36o 
=  -5",i83 
=  4-oV57 
=  —  o",237 
=  4-o",445 
=-o'V# 


sin  g.nt  —  c.nt  4-  2c  nuit  j  —  o",o36  (5)  | 
sing.nt — c.nt —  2 cni.nt  j4-o',o36(5)t 
sin  g.nt  4-  c.nt  4-  2 c'm.nt  { —  o",o49  (5)  | 
sin  g.nt  4-  c.nt  —  2  cni.nt  j  4-  o",o49  (5)  j 
sin  fut  j— 7",886j 


=  -o>36 

=r  •+-  O  ',0$ 

=  _0  ",o49 
—  +.0",o!\9 
=  __7",8S6 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


r 

+  7  *">457  (3)  -+-  20", 347  (4)  1 

siniE.nt-\-g.nt  \ 

+  7*>95,(5)  +  .’,653(6) 

4-  o",3  (ind.)  ' 

4-52iV>66(2)4-8i",20o(3)  1 

siniE.nl—g.nt 

h- i8",i25(4)  +  o'',689(5) 

+  o",396(6)-4-8",7460'‘-^'‘)' 

sut  ïE.nt-*-  cm. nt  —  g. nt 

—  8"j76i  (3)  —  3",  1 4°  (4)  ) 

—  o",4 1 3  (5)  -h  o",o42  (6)  ( 

sin  2E.1U  —  cm.nt  —  g.nt 

j-H  20", 443  (3)  -i-6",963  (4)  ) 
+  i",9i5(5)  +  o",2i4(6)  j 

.  „  ! 
sin  2L.nl-*-c m.nt-hg.nt 

1 

)  —  °">6o  7  (4)  —  o",68  2  (5)  | 
-i-o",o95(6)  j 

sin  2E.nl  —  c'm.nt + g.nt 

-t-4'f,2o4(4)-i-  2", 65  7  (5)) 
|-i-o",732(6)  1 

( 

■+■  1 1 4", 3 1 7  (3)  -1-  3  7",4 1 1  (4)  j 

sin  2E.nl  —  —  c.nt  J 

j-i- 1  i",65o  (5)  -t-  2",637  (6) 

[ -1-0", 6  (ind.)  ) 

s*n 2E.nt-*-g.nl-*-c.nt 

| + 9">97 6  (4)  •+■  4”,°  1 7  (5)  | 

|-t-o",68i  (6)h-o",i  (ind.)  \ 

Sln2  E.nt  —  g.nt  4-  c.nt 

1 

l+28",579(3)  +  4>97(4)  j 

[+  2", 454  (5)  —  o",og  1  (6)  j 

l 

sln2E.nt+g.nt—c,nt 

j-t-i 42", 897(3)+42", 934(4)  | 

f-H  10", 858  (5)-o", 465(6)  ( 

.  „  .  ! 
Sln  %  E.nt  — 2c.nt-*- g.nt 

o",98o  (4)  —  o",95o  (5)  | 

l  +  o",  047  (6)  \ 

7 1 9 

=  -+- 1  oi,r,7o8 

=  4- 621", 476 

=  —  12",  272 
=  *+*  29", 535 

=  -  i",i94 

=  -h  7",593 

=  -h  i66",6i  5 

=  -*“  i4"?774 
=  4-  35",o39 

= -H  1 96", 224 

=  -  i",883 


720 


THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


sin  ’iE.nt^ric.nt — g.nt 

j-H.",764(4)  +  o",68i(5)) 
j-o>68(6)  | 

=  -t- 

2",377 

sin  2  E.nt —  2 c.nt  —  g.nt 

j+9",6o2(4)  +  4",879(5)j 
/  -1- 1  ",4°6  (6)  ■+■  o",33(ind.)  J 

=  4» 

i6",2I7 

sin  ,iE.nt-\-ic.nt->rg.nt 

|+i>38  (5)  — o",i7i  (6)j 

=  4- 

o",867 

sin  2  E.nt —  3g. nt 

|  ■+■  2", 648  (4)  —  o",3oo  (5)  | 

=  4- 

2", 384 

sin2E.nt-¥-3g.nt 

|-+-o",24i  (5)| 

=  -*- 

o",24> 

sin  2 E.nt  —  2 dm.nt  — g.nt 

j  -h  o",3 1 3  (4)  -t-  o",3 1 4  (5)  [ 

=  4- 

o",627 

sin  2  E.nt-tr  2  dm.nt — g.nt 

|  —  o",o55  (4)  —  o",oo7  (5)  | 

=  — 

o",o62 

sin  2  E.nt  —  2 dm.nt  -+-  g.nt 

j-f-o’',i72(5)| 

=  4- 

o”,I72 

sin  2  E.nt  —  3g. nt  —  c.nt 

t-*-o,',4o6(5)j 

=  4- 

o",4o6 

sin  2  E.nt  -H  3g. nt  —  c.nt 

l-o", i45  (5)| 

=  — 

o",i45 

sin  2 E.nt  —  3g.nt-\-c.nt 

l-o’', 3, 8(5)| 

=  — 

o",3 1 8 

sin  2  E.nt  —  3c.nt-Jrg.nt 

j+o'’,2i5(5)j 

=  4- 

o",2i5 

sin  2E.nt-Jr3c.nt — g.nt 

t-t-o",n  5(5)| 

=  4- 

sin  2  E.nt  —  3c. nt  —  g.nt 

S-t-i”,o75(5)| 

=  4- 

i",o75 

sin.  2E.nt+-3c'm.nt—> g.nt  J—  0', 0001  (5)| 

=  - 

o’>ooi 

sin  2 E.nt  —  3c'  m.nt  —  g.nt  J  4-  o\o  1 7  (5)  | 

=  4- 

o",oi7 

sin  2 E.nt  4-  dm.nt  —  3g.nt  j  o",o44  (5)  | 

=  — 

sin  2 E.nt  —  cm.nt  —  3 g.nt 

jH-o”,io6  (5)| 

=  4- 

o",io6 

sin  2  E.nt  4-  dm.nt  -\-g.nt  - 

-c.nt  { —  2", 402  (4)  —  o’’,2qo  (5)  j 

=  — 

JW 

sut  2E.nt-irdn1.nt— g.nt  - 

-  c.nt  |  —  1  ",92  2  (4)  —  o",o23  (5)  S 

CHAPITRE 

COMPLEMENTAIRE. 

7  21 

sin  lE.nt— c'm.nt -h  g.nt  —  c.nt 

(+5",6o6(4)-Ha",534(5)) 
(H-o",786(6)  +  o",3(ind.)j 

=  ■+■  g', 226 

sin  2  E.nt  —  c'm.nt  — g.nt  —  c.nt 

(-h4",485(4)-i-2",o49(5)) 
l  + 1  ",o  1 7  (6)  -+-  o",7  (înd.)  j 

=  -4-8H?24i 

sin  iE.ntJircm.nt — g.nt -h  c.nt 

|-k-o,,,64i(4)  +  o"}264(5)| 

=+o'',9°5 

sin  2E.nt-hdm.nt -h  g.nt  -h  c.nt 

|-o",o84(5)j 

=  —  0^084 

sin  2  E.nt  —  c'm.nt  -4-  g.nt  •+■  c.nt 

( + o", 588  (5)| 

=  -4-0", 588 

sin  2  E.nt  —  c'm.nt  —  g.nt  ■+•  c.nt 

|-h  i",i  2 1  (4) «+■  o",455  (5)  | 

=-4-i",576 

sin  lE.nt  -4-  dm.nt  -hg.nt  —  2 c.nt 

j-t-o",oi7(5)| 

=  -h  o'',0 1  7 

sin  lE.nt  -4-  dm.nt — g.nt  —  2 c.nt 

[  —  o", 102(5)1 

=  —  o",i62 

sin  2  E.nt —  c'm.nt-*- g.nt —  2 c.nt 

j  —  o",o39(5)| 

=  — o",o39 

sin  lE.nt  —  dm.nt  —  g.nt —  2 c.nt 

t+o",373(5)y 

=  ■+•  0^373 

sin  lE.nt-h dm.nt — g.nt-*-  2C.nt 

|-o",o3o(5)| 

=  —  o"?o3o 

sin2E.j1t-dm.nt-g.nt-h2c.nt 

j-t-o>69  (5)j 

=  -+-  o",oGg 

sin  2  E.nt —  2dm.71t-hg.nt — c.nt 

|h-o",o86(5)J 

=  -4-0", 086 

sin2E.nt-2dm.nt— g.nt— e.nt  \-ho\i3rj  (5) J 

=-4-o"?i37 

sin  iE.nt  -*-  2dm.11t-hg.nt  —  c.nt 

j  —  o",o3o(5)j 

=  —  o\o3o 

sin  2  E.nt  -h  icm.nt — g.nt  —  c.nt 

j-o", 024(5)1 

=  —  €>",024 

sin  2  E.nt —  2 cm.nt — g.nt -h  c.nt  |-*-o",o34(5)j 

=  +  o"?o34 

Sl/i  2  E.nt  -*-  icm.nt  —  g.nt  -h  c.nt 

j  —  o",oo6(5)| 

=  —  o",oo6 

E.nt  4-  g.nt  j  —  3',i83  (4) —  i",î45  (5)  —  o", 488(6)  j 

=  ~5>16 

*‘n E.nt— g.nt  ’|-3",283(4)-o",84i  (5)  -  o",494  (6). 

=—  4,r,6i3 
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sin  E.nt -{-g.nt  —  c.nt 

|  -ho",  1 35(5)j 

=  4-o",i35 

sin  E.nt — g. nt  —  c.rc£ 

l-o", .35(5)| 

=  -o",i  35 

sm  E.nt -{-g.nt  4-  c.nt 
• 

J— o'',4o5  (5)| 

=  -o",4o5 

— g.nt  4-  c.nt 

j  —  0", 585(5)| 

=  -o",585 

sinE.nt-hc’m.nt-\-g.nt  1 4- 0^984  (4)  —  o',o33  (5)| 

==4-o",95  I 

sin  E.nt  4-  cm.nt  —  |  -+-  0^984  (4)  —  o",o33  (5)  j 

=  4-o"?95l 

sin  E.nt — cm.nt -{- g.nt  j  4-  o",oo6  (5)  | 

=  4-ç/,006 

sin  E.nt  —  c'm.nt—g.nt  |  4-  o",oo3  (5)  j 

=  4  o",o°3 

sin  E.nt  4-  c'm.nt  4-  g.72* 

—  c.nt  j  —  o",o  1 3  (5)  | 

=  —  o"?o  1 3 

s/n  Zs.tié  4-  cm.nt  — g.72£ 

—  c.nt  {  h- 0^067  (5)  | 

=  4-0', 067 

sin  E.nt -t-c’m.jit-h g.nt -b  c.nt  j4-o",i  22  (5)| 

=  4- O7, 122 

5/w  ZT.7z£ 4-  cm.nt  —g.nt  4-  c.?^  j 4-  o''?o5o  (5)  j 

=  4-  o"}o5o 

sin  3  E.nt — g.nt 

t-o",  199(5)1 

—  —  1 99 

sin  3E.nt-{- g.nt 

|  -+-  o",o6o  (5)  j 

=  4-  o'',o6o 

sin  3  E.nt  —  g.nt  —  c.nt 

j  —  o'',i5o(5)j 

=  —  o",i  5o 

sin3E ’.nt+c' m.nt  —  g.nt  {4-0", 028  (5)  j 

=  4-  0^028 

sin  /{E.nt —  g.nt 

|  H- 1",  1 85  (5)-h  <>",217(6)1 

=  4-  1^402 

sin  /{E .nt  4-  g.nt 

l  +  o", 366(5)j 

=  40'', 366 

sin  /{E.nt  —  3g.nl 

|  +  o>74(5)| 

=  4-0^074 

sin  /{E.nt -{-g.nt  —  c.nt 

j -H  r", 399  (5)J 

=  +!'',  399 

sin /{E.nt  — g.nt  —  c.nt 

|+4>o8(4)+.",74o(5)+o 

"?8(ind.)  S=4-6"?54^ 

sin  \E.nt— g.nt  4-  c.nt 

j  4-0", 28o(5)j 

=  4-or'?2  80 
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sin  L [E.nt  —  g.nt  —  2  c.nt 

H-  0",  35,  (5)| 

=  -4-o",357 

sm  /[E.nt. g.nt —  2C.nt 

j-l-  I'',237(5)| 

=+i",237 

sin  /[E.nt  h-  cm.nt — g.nt 

|  — </,o5i(5)[ 

=  —  o*,o5 1 

sin  /[E.nt  —  cm.nt  —  g.nt 

|-*-°',ji97  (5)l 

=  +  0,197 

sin  /[E.nt  -+-  cm.nt  —  g.nt  - 

—  c.nt  j  —  o",i35  (5)| 

=  -o",i35 

sm  4 E.nt  —  cm.nt — g.nt 

—  c.nt  j  -+■  o",3 1 5  (5)  j 

=  -+-  o",3  1  D. 

§  9- 

Composition  des  argumens  des  Inégalités  Lunaires  ,  et  disposition  des 
trois  coordonnées  propre  au  calcul  direct  d'un  lieu  de  la  Lune 
pour  un  instant  donné. 

68.  Pour  composer  les  argumens  de  la  formule 

nt  ■+■  s  =  o  H- pçdv  —  2  2675"  ,8 1 4  •  sin  co  +  etc. 
qui  occupe  les  pages  607-613  ,  il  faudra  d’abord  changer  ; 


CO 

en 

CV  —  I  — 

c  )  £  —  ^do  5 

g» 

en 

-g)e-fsdvi 

cmo 

en 

cmo  —  x'-t-s',* 

—  c’me  ÿ 

> 

en 

>+(*-/)* 

i 

Eo 

en 

ZiV  +  me  —  i\ 

? 

et  prendre  ensuite  dans  les  pages  6o5  ,  606,  634  ^es  valeurs  numé¬ 
riques  propres  à  la  formation  de  ces  quantités. 

Mais ,  s’il  était  question  de  composer  les  argumens  de  la  formule 

y  =  nt  -4-  £  —  fl  do  +  2  264 1  ">626  sin  c.nt  -+-  etc. 
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posés  dans  les  pages  618-627  >  ^  faudrait  y  changer: 

c.nt  en  c(nt-J"çiidt)+t  —  T3i--J'z5 .ndt  -, 

g.nt  en  g(nt—J'çndt)-+-s—Oi—Jo.ndt, 

cm.nt  en  cm  ( nt  —J'çndt )  -+■  e\  —  x'  • 
fnt  en  yfo-he; 

E.nt  en  E  (nt —J'çndt)  + 1  —  e\  ; 

et  remarquer ,  que  d’après  les  résultats  donnés  dans  les  pages  6o5  , 
606,  on  a,  en  désignant  par  T  un  nombre  de  siècles  écoulés  depuis 
l'époque; 

—  cf^ ndt  —J'vndl  =  T'(c.  1  ©",57998 -t-40,/33 1287  ) 

■+■  T\c .  o",oi  7688  -ho", 067 187  )  ; 
-gfzndt-fîndt=T'(g.i  o", 57998  -  6", 8  2986  ) 

-+-  J'5  (  g-.  o",o  17588  —  0", 01  i38i); 

-c'/n^ Çn<*  =T'.m.  ro", 57998  +  r.ra. o",o  17588 ; 

-E  =  T'.E.  10", 57998  +  7”.^’.  o’',oi7588. 

De  sorte  qu’en  substituant  ici  pour  c,  g,  ra,  E  leurs  valeurs  nu¬ 
mériques,  on  obtient; 

■\  \ 

~cJ\ndt—Jandt=-¥-  T\  5o",8o345  +  T5  '  o",o846 1 6  ; 

—gfÇndt  —  ^ )ndt=+T‘ .  3", 79266  +  7” .  o", 006278  ; 

-c'/n/' 'ndt  =  +  7" .  o",79 1 398  +  T3 .  o'',oo  1 3 1 6  ; 

—  E J\ndt  =+ 7”. 9", 788582  +  7”. o", 016272  j 

pour  la  partie  séculaire  de  c.nt ,  g./rt  ,  cm.nt ,  Z?.?**. 
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69.  O11  peut  regarder  chaque  argument  des  inégalités  Lunaires  , 
exprimées  en  fonction  du  temps  ,  comme  composé  oc  trois  parties 
distinctes,  savoir*.  i.°  la  partie  constante,  oui  époque  de  1  argument  ; 
2.0  la  partie  proportionnelle  au  temps  ,  ou  le  moyen  mouvement  de 
l’argument;  3.°  la  partie  séculaire,  c’est-à-dire  la  partie  de  la  forme 

AT'  +  BT\ 

Lorsqu’on  ne  veut  pas  construire  des  tables,  le  calcul  des  tiois 
coordonnées  Lunaires  pour  une  valeur  donnée  de  t,  censée  expiimée 
en  jours  moyens  comptés  depuis  l’époque  définie  dans  la  page  634, 
pourra  être  exécuté  par  le  procédé  suivant.  D’abord  on  divisera  t  par 
la  période  de  chaque  argument ,  et  on  retiendra  seulement  les  restes 
de  ces  différentes  divisions  :  ensuite  on  multipliera  chacun  de  ces 
restes  par  la  valeur  correspondante  du  moyen  mouvement  de  l’argu¬ 
ment  pour  obtenir  la  seconde  partie  qui  lui  appartient.  Le  calcul  de 
la  troisième  partie  doit  être  fait  à  l’aide  des  quatre  formules  posées 

plus  haut,  en  y  faisant  3*^25 • 

Les  valeurs  positives  de  t  sont  assez  faciles  à  former;  mais  pour 
avoir  en  jours  et  fractions  du  jour  la  valeur  négative  de  t ,  qui  répond 
à  l’instant  d’un  phénomène  antérieur  à  l’époque  que  nous  avons  prise 
pour  l’origine  du  temps  ,  il  faudra  se  rappeller  ces  deux  bases  de  la 
réformation  Grégorienne:  i.°  qu’ immédiatement  après  le  4  octobre 
de  l’année  i58a  on  a  retranché  dix  jours  de  ce  mois,  en  nommant 

i5  ,  au  lieu  de  5 ,  le  lendemain:  2.0  qu’on  a  statué  de  rendre  com¬ 

munes  (depuis  ce  changement)  toutes  les  années  séculaires  composées 
d’un  nombre  de  siècles  non  exactement  divisible  par  4.  De  là  011 
conclud  sans  difficulté  les  régies  suivantes. 

i.°  S’il  est  question  d’un  phénomène  antérieur  au  commencement 
de  l’ère  chrétienne  ,  dont  A  soit  l’année  ,  et  K  le  nombre  des  jours 

et  fractions  du  jour  écoulés  depuis  son  commencement ,  on  fera 

— 1  =  (  i8oo-t-^)365i-|-  — (A-i- 12)  ; 

mais  on  aura  soin  de  supprimer  le  reste  de  la  division  de  A  par  4* 
Tome  J 
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2.0  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  commence¬ 
ment  de  l’ère  chrétienne  et  le  4  octobre  de  Tannée  i582  ,  on  fera 

—  f=(  1801  —  ^)365'.  j-— (Â-t- 12); 

3.°  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  le  4  d’octobre 
de  Tannée  i582  et  Tannée  1700,  on  fera 

-<=(I8oi-^)365i.|-(fi+2). 

4.0  S’il  est  question  d’un  phénomène  compris  entre  les  années  1700 
et  1800,  on  fera 

-<=(  1801  _^)365i.|—(Æ-4- 1  ) . 

Dans  ces  trois  derniers  cas  on  supprimera  toujours  le  reste  de  la 
division  de  1801 — A  par  4- 

Ainsi  pour  avoir  les  valeurs  de  t  correspondantes  aux  deux  éclipses 
considérées  par  Lalande  dans  la  page  1 56  du  second  volume  de  son 
Astronomie,  je  prends  d’abord  A=  721;  A=  77  .  i8«ii  j 
ce  qui  me  donne 

—  J=(  18004-721  )365*.î-—  (77  '•  18  •  1  /  •+■  1  2 '); 

ou  bien 

— 1=.  2521  X365'.|—  89'.  i8h*  1  /. 

Ensuite  je  prends  A=  1771?  A ==  295'»  16  28';  et  la  formule  du 
quatrième  cas  donne 

— /=(  1801  —  1771  )365'*î-  —  296'.  i6h.  28  . 

La  différence  de  ces  deux  valeurs  de  t  sera  par  conséquent 

2491  X 365. 206-22  .i7  =9ioo43'.22h.  17', 

3 

en  supprimant  le  reste  ^  provenant  de  2491  divisé  par  4* 
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70.  Jusqu’ici,  nos  formules  donnent  la  longitude  de  la  Lune  depuis 
un  point  équinoxial  fixe-,  de  sorte  que,  il  devient  nécessaire  d’y 
ajouter  les  termes  qui  déterminent  le  mouvement  du  point  équinoxial 
sur  l’écliptique  vraie,  si  l’on  veut  composer  une  formule  propre  au 
calcul  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune,  telle  qu’elle  serait  donnée 
par  l’observation.  Pour  remplir  cette  condition  ,  il  faut  avoir  égard 
à  la  précession,  à  la  Nutation  Luni-solaire,  et  même  à  l’aberration 
de  la  lumière ,  qui  nous  fait  paraître  la  Lune  moins  avancée  en 
longitude  d’environ  o",8.  Or  on  sait,  que  le  mouvement  de  préces- 
sion  doit  être  calculé  d’après  la  formule 

( 50", 22350 ) t  +  jr,  1,'j221go4-  T3  •  o", OOO  189; 

et  que  la  Nutation  Luni-solaire  peut  être  exprimée  par 

iNcot .  .  sin  ( g.nt  — f.nt  )  —  |  Ny  sin  (  2g.nt  —  2fnt  ) 

—  1", 336. 5/71(27^-+-  as',)  —  o",2oi  sin{2nt-¥-  2 
N  étant  le  coefficient  défini  dans  la  page  34  du  3.vme  Volume.  (Sur 
quoi  voyez  ci-après  la  page  73i).  Donc,  en  prenant  N=  8^92 5  , 
nous  aurons 

16", 68  7  5  .sin  {g.nt  -f.nt  )  —  o",6o84 .  sin  (  2  g.nt  —  if.nt  ) 

-  i",336o . sin (  2 n't -+•  2e'f )  —  o",20 1  o .  sin  (  2nt  -+■  2e ) , 
pour  l’expression  complète  de  la  nutation  en  longitude  du  point 
équinoxial. 

D’après  cela  il  est  manifeste ,  que  le  principal  terme  de  la  nutation 
peut  être  réuni  avec  le  terme  — 6rf,5 7 7  ,sin{g.nt  f.nt),  posé  dans  la 
page  618  ,  en  remplaçant  ce  dernier  par 

(  1 6"  ,68  7  5  -  6", 57  7  =  1  o",  1 1 0  5)  sin  ( g.nt  -f.nt .) 

Remarquons  maintenant,  que,  conformément  au  résultat  trouvé  dans 
la  page  606 ,  nous  avons 

—J'zndt—T*.  1  o", 57998  H-  T 1 .  o",oi  7588. 
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Donc ,  en  ajoutant  à  ces  deux  termes  la  partie  semblable 
T'.  1", 22180-+-  T\  o", 000189,  due  au  mouvement  de  précession  du 
point  équinoxial,  il  viendra  T1.  1  i'',8oi  78 -h  773 .  o", 017777  Ponr  la 
somme  de  ces  deux  parties  séculaires. 

71.  Avant  d’aller  plus  loin,  je  profite  de  cette  occasion  pour  dé¬ 
velopper  quelques  remarques  ,  qui  me  sont  suggérées  par  l’emploi  que 
je  fais  ici  de  la  précession  des  équinoxes.  On  a  coutume  de  regarder 
les  mouvemens  de  l’équateur  terrestre  et  du  point  équinoxial  comme 
tout-à-fait  indépendans  des  variations  séculaires  de  l’excentricité  et  du 
périgée  de  l’orbite  du  Soleil.  Cependant,  il  serait  plus  exact  de  dire, 
que  ces  variations  ne  peuvent  produire  rien  de  sensible  dans  les  mou¬ 
vemens  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité:  car,  mathéma¬ 
tiquement  parlant,  l’expression  analytique  de  l’obliquité  de  l’écliptique 
renferme  un  terme  multiplié  par 

fdt-  e'* sin ( du  double  du  périgée  solaire); 
et  la  précession  un  terme  correspondant  multiplié  par 
fdt.  z* cos  (du  double  du  périgée  solaire); 

Pour  mettre  en  évidence  l’origine  de  ces  termes,  remarquons, 
que,  suivant  les  dénominations  établies  dans  les  paçes  3io-3i7  du 
second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste ,  les  fonctions 

fXYsinO,  ^  (F* -Z') sin  26 

renferment,  respectivement,  le  terme 

3  l  .  a  .  3  l  .  , 

2 .  ^smd.sin  au  ,  —  —3sin  20. cos  20. 

Or  en  supposant  que  l’astre  L  soit  la  Lune,  si  l’on  prend 

T  ==~lT~  =  \  |  1  zb% ,cosEv+-c'mv  J  ; 

ndt  =idv  j  i+/f  zb 1 . cos Ev  +  c'mv  j . 


il  viendra 
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~.  —Àsi7i6sin2v.dt  = 

2  r,3 

sin  5  sm  20 .  do  j  1  -H  A  z'b\  cos  Ev  -+ -cW  j *  j  i-t-  K'  e'Z»1  .cos  E\>+-  dnw  j  , 
ce  qui  introduit  dans  cette  fonction  le  terme  séculaire 
|  sin  0 .  sin  2vdt=do  .^-^-3sinO.  6V*  (  K'  -+•  AA'  )  sm  (  20  —  2E0  —  2c’mv  ). 
Par  la  meme  raison  on  a 

-  ~ sin  2O . cos  2 0 dt  =— do . ^ -—sin  2 0. Z>V*  (K'+KK!) cos  (20  -  2ZÎV  -  2 cW). 

Maintenant ,  si  l’on  remplace  do  par  ndt ,  et  si  l’on  observe  ,  que 
l’argument  20  —  2  AV  —  2cW  revient  au  double  du  périgée  solaire, 
c’est-à-dire  à  2*  ,  nous  aurons 

| .  ~  sin  0 .  sin  20  .  oÙ= |  .^sinO  .bs  (  A*-+-  IiK'  ) .  s'1  sin  2 x' .  dt  ; 

— |  — 3 tt»  2$.cos  2V.dt  =  — ^ ^ sm 25 .b*  ( AM-  AA' ) .  e'* cos  2x'  . dt. 

Donc,  conformément  aux  formules  posées  dans  la  p.  3i2  du  second 
Volume  de  la  Mécanique  Céleste,  on  doit  avoir  dans  l’expression  de 
0  le  terme 

(■)  •  • 

et  dans  l’expression  de  MT  le  terme 

(2)  . .  y  =  ~cos0.b'(Kx+KK')  fdt.t'cos  2/. 

i  \  w  / 

Mais,  le  principal  terme  de  la  nutation  est  tel  qu  on  a 

A  désignant  la  longitude  du  noeud  ascendant  de  la  Lune  j  c'est-à- 
dire  (suivant  nos  dénominations)  l’angle  où  j’écris  n 

au  lieu  de  n  pour  distinguer  celte  valeur  de  n  de  celle  qui  multiplie 
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C ,  employée  par  Laplace  pour  désigner  le  mouvement  diurne  de  la 
terre.  Ainsi  cela  revient  à  dire,  que 


0 


/A  +  B-iC\ 3 
\  2  nC  /  2  ' 


L  y  .cos 6 

Ha*  {i- g) 


.  cos  A. 


Donc  en  nommant  N  ce  coefficient  de  cos  A,  les  formules  (i)  et  (2) 
posées  plus  haut  se  changeront  en  celles-ci  ; 


(0  •  .  .tang.9.b'{K?+KK)fdt.?sinvl  ; 

(2)  .  .v=\Nrï^^.b\K'+KK)fdt.?cos2Ti. 

Et  comme  si  l’on  prend  ici  l’année  julienne  pour  unité  de 

temps  on  pourra  laisser  dt  au  lieu  de  ridt  3  ce  qui  donne 

(1)  .  .  G  =  ~]V. LilZil .  tang.  0 .  (  Tv1-*-  KK!  )  J" dt .  e'1  sin  2x’  3 

(2)  .  .  V=\N.{~£)V(K'+KK) fdt.fcos  2x'. 

Nous  avons  K=^  —  y/re  etc.,  K’= — ^-Hy/re  etc.  (Voyez  page  85 1 

du  troisième  Volume,  et  page  494  de  celui-ci)3  et  les  autres  facteurs 
sont  assez  petits  pour  rendre  ces  termes  tout-à-fait  insensibles,  si  l’on 
observe  que  ^ b 4  -  ) .  =  0,0000028.  Mais,  en  théorie,  il  est  permis 

de  considérer  de  telles  quantités  pour  faire  cesser  les  doutes  par  des 
argumens  incontestables.  C’est  ainsi,  par  exemple,  qu’on  fait  cesser 
les  doutes  qu’on  pourrait  éléver  sur  les  variations  du  jour  moyen  > 
en  démontrant  que  ces  variations  accumulées  pendant  des  millions 
d’années  ne  peuvent  produire  qu’un  petit  nombre  de  minutes  (  Voyez 
page  325  du  second  Volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

72.  Cette  analyse  donne  aisément  le  terme  affecté  du  double  de  1* 
longitude  du  noeud  de  la  Lune  qui  entre  dans  l’expression  de  la  ntt' 
tation  et  de  la  précession.  En  effet  3  d’après  les  formules  posées  dans 
les  p.  3 1 3  et  317  du  second  Volume  delà  Mécanique  Céleste ,  on  a 
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3£XYsinQ.dt=dt.\j-isin6\sm'iv-*-'ÇsmïK  J  , 

1  • 

—  (  Y  —  Z*)  sin  2 0 .  dt = -  dt .  |  £  sin  i0  j  cos  2 p  +  %  cos  2 A  j . 

Actuellement,  si  Ton  prend  r,  =  a  ,  et 

ndt  =  dv  j  i  4-y  cos(  2^—  2A)  [  , 

d  viendra  ,  en  conservant  seulement  les  termes  affectés  de  l’argu¬ 
ment  2  A  ; 

^ XYsinO.dt  =  t.^fsinS{\  +  \)sin2 A  ; 

^  (  F*  -  Z*  )  i w  26 .  Æ  =  - ^ /  «n  2 ®  (  j  -I- 1  )  cos  2  A. 

Maintenant ,  il  suffit  de  comparer  ces  deux  termes  avec  ceux  mul¬ 
tipliés  par  sin  A  et  cos  A  pour  en  tirer  la  conséquence  ,  que  les 
deux  inégalités  dépendantes  dè  cos  A  et  cos  2A  qui  entrent  dans 

l’expression  de  0  sont  dans  le  rapport  de  l’unité  à  — |y  .tang.6-7  et 
que  les  deux  inégalités  correspondantes  de  la  précession  sont  dans 
le  rapport  de  l’unité  à—  \^tang.  20.  Cela  posé  il  devient  facile  de 
voir,  que  ,  Laplace ,  dans  la  page  269  du  5.irae  Volume  de  la  Mé¬ 
canique  Céleste,  obtient  le  coefficient  — ^  au  lieu  de  g,  parceque  il 
n’a  pas  eu  égard  dans  la  formation  des  produits  A  Y  .dt,  (I  —Z^dt, 
au  terme  de  l’expression  de  dt  affecté  de  l’argument  2^  —  2  A. 

Il  y  a  dans  l’expression  de  0  et  ¥  un  terme  du  même  ordre  que 
le  précédent  qui  dépend  du  double  de  la  longitude  du  périgée  Lu¬ 
naire.  Pour  en  voir  l’origine  ,  réduisons  à 

— .XYsinO.dt  ==l  fiSiTiQ.sm2V.dt , 

r,5  &  r, 

IL  (  r-  Z')  sin  iYdt  =  -  %~\sin  20 .  cos  20.  dt, 

sr,5  '  '  ’  « 
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les  équations  posées  plus  haut  5  et  remarquons  que  l’astre  L  étant 
la  Lune,  on  peut  y  faire  • 

i  =  -i(i-hecoso>)3=  ■+■  3e  coscv -h  |e*  cos  âcv)  ; 

ndt=.dv  j  1  —  2eco5C0  4-|e*C05  2à>[  ; 
ce  qui  donne 

^ ( r  - Z‘)«7t  20. <*=-§. -| c^p-0 dv.cos{w-  2CV) ; 
et  par  conséquent 

_  (A+-B — 2C\  9  e'Lsinô  cos(iv  —  9,c<' ) 

^  \  inC  /  4  ‘Tla3  *  2(1—  c)  * 

^ /  A  +  B —  îC\  9  e'LsiniQ  sin(iv — icv) 

\  2  nC  /  *  8  ~n  a*sin  0  2(1*— c)  ’ 

ou  bien 

®=  )i*ng.0.coi(w—icv)-, 

¥=  —  iV-Irr^T^f)  .iw(  20  —  2a>). 

Ces  coefîlciens  peuvent  être  regardés  comme  insensibles  ;  car  nous 
avons  fEf=-^gsi  5  2V=8V,92  5  ;  d’où  l’on  tire 

Log’( tEt)  =9)6775422  ;  Zog.|y  =  8, 3988493  ; 

6  =  —  o",o4o.C0S(2t>  —  20>)  j  'Ezso’^IOI  .5/71  (2V>  —  2Cv). 

Pour  compléter  l’analyse  de  ces  petits  termes,  je  ferai  remarquer? 
que  les  équations 

—  XY.sinû.dt  =  dt.^^Çsin0.sin  2A , 

ri  *  r* 

Yx  —  Zl)siri29.dt=:  —  dt.^^Çsin  zO.cos  2A, 

donnent , 
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i£XY.sin6.dt==- !-^resV  b'.sin$.sin^X-¥-Ev-t-dmv—cv), 

Z‘)  sin  2S. dt  =  -t.^.  ^etf.  b'.sin  20 .  cos  (2A-HEV-+-  cW— ck), 

en  y  faisant  ndt=dv,  et  j  i  •*-Hes.'b'  .cos(Ev-+-cmv — Cf)J. 

(Voyez  pag.  85  a  du  troisième  Volume).  De  sorte  que  on  aj 


6  =—  |  N.  ( ^  ï~^)  #ee'v  b' .  fcwg. 0 .  cos  (2À -+•  ZïV  -H  c'inv — cp)  , 
M'=  Hee'ib\sin(2A+Ev  +  c'rnv--cv). 


Mais  il  est  aisé  de  se  convaincre,  que  ces  termes  sont  insensibles 
malgré  la  petitesse  du  diviseur  3  —  2 g  —  c. 

73.  Je  reviens  maintenant  à  mon  sujet,  et  afin  de  faciliter  toute 
l’opération  que  j’ai  indiquée  ,  je  vais  reproduire  ici  les  formules  des 
trois  coordonnées  Lunaires,  en  plaçant  à  côté  de  chaque  coefficient, 
la  période  de  l’argument,  l’époque,  et  le  moyen  mouvement  pour 
l’unité  de  temps  que  je  suppose  être  le  jour  moyen.  Sur  cela  il 
est  essentiel  d’observer:  i.°  que  la  désignation  de  l’argument  a  été 
faite,  pour  plus  de  simplicité,  sans  écrire  1  it  à  côté  des  parties 
qui  le  composent:  2.0  qu’on  a  rendu  toujours  positive  la  partie 
constante  et  la  partie  proportionnelle  au  temps  ,  en  changeant  con¬ 
venablement  le  signe  primitif  du  coefficient  et  en  ajoutant  36o  a 
l’argument-,  3.°  que  les  inégalités  sont  ici  disposées  d’après  l’ordre 
de  grandeur  de  leurs  coefficiens;  4.0  que  l’on  a  supprimé  les  inégalités 
dont  le  coefficient  est  au-dessous  d’un  cinquième  de  seconde. 

Cela  posé  ,  si  l’on  désigne  par  V  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
comptée  sans  interruption  depuis  le  commencement  du  19*  siècle, 
on  aura  sa  valeur  par  rapport  à  l’équinoxe  mobile  du  printemps  , 
en  prenant 


1 1 i\36'.42",8-H 


(50",  22350)*  (13d>.l32°.39,.58/,,54)t 


365,25 


365 ,2<i 


-+-r.  1 


1", 801 78  4-  71I.o",oi77 


n  7 
4  J 


-4-  la  suite  des  termes  périodiques,  dont  voici  le  tableau. 


Tome  1 


THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


784 

Termes  périodiques  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 


Argument 

Coefficient 

Période 
de  l’argument 
en  jours  moyens 

Mouvement  moyen 
pour  un  jour 

Époque 
de  l’argument 

C 

+  2  264l"626 

27^5545o 

i3°  3.54>5 

2o5°29 .58  4 

2  C 

-h 

769*477 

13,77725 

26.  748,10 

5o.59.56,8 

3c 

-h 

36, 720 

g,i8383 

39.1  I.42,l5 

256.29.55,2 

4c 

4- 

2,003 

6,889 

,  52.i5.36. 

101.59.53,6 

5  c 

-h 

0,117 

5,5 1 1 

65.19.30. 

307.29.62,0 

2E  —  C 

4- 

4585,648 

3i,8i  201 

1  i.i8.5q, 35 

1 77.24.23,2 

4E  —  2  c 

4- 

34,3  l8 

1 5,90600 

22.37.58,70 

354.48.46,4 

2  E 

2370,320 

i4,76529 

24.22.53,36 

22.54*2 1,6 

E 

I  22,1  IO 

29,53060 

12.1 1.26,68 

191.27.10,8 

3E 

+ 

0,887 

9,843 

36.34.20. 

214.21.32,4 

4  E 

4- 

1 4,5 1 4 

7,38265 

48.45.46,72 

45.48.43,2 

dm 

- 

668,644 

365,25637 

0.59.  8,19 

0.39.  7,0 

2dm 

— 

7,872 

182,628 

i.58. 16. 

1.18.14,0 

3dm 

— 

0,162 

9i,3i4 

2.57.25. 

1.57.21,0 

4dm 

— 

o,oo3 

45, 657 

3.56.33. 

2.36.28,0 

2 n-h  2z\ 

— 

i,336 

182,628 

i.58. 16. 

200.19.  4- 

— 

4u,o4i 

1 3,6o6i  1 

26.27.31,30 

195.23.37,2 

4g 

4- 

0,424 

6,8o3 

52.55.  3. 

30.47.14,4 

2E—2C 

— 

2 1 2,363 

205,88670 

1.44-54,68 

28. 5.35,2 

E-c 

4- 

18,045 

411,77335 

0.52.27,34 

i4-  2.47,6 

2E  —  dm — c 

4- 

209,742 

34,84701 

io.59.5i,i3 

I76.45.l6,2 

2E  +  C 

-h 

192,146 

9,6  ï  371 

37.26.47,45 

228.24.20,0 

^E —dm 

— 

i65,85o  | 

i5,3873i 

23.23.45,20 

22.l5.l4  fi 
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c-hc'rn 
2 ch-  2c'm 

2  E  —  2  g 

2g +C 
2g -C 

4E-c 
2  E  -*rdm  —  c 
2E  -+-  dm 

E  -+-  dm 
2  E  -4-  2  dm 

2  E  -H  2C 
E  c 

2  E  —  dm  +  c 
2  E  —  3c 

S—f 

2^’-t-2g'— C 
2c — dm 
\2.E —  2dm 
E  —  dm 

2  E  —  dm —  2c 
2  E —  2  dm  —  c 
2  c  -+•  dm 


—  m?099 

—  o,o65 

—  54,915 

—  45,201 

—  37,191 
-h  38,oo3 

—  28,811 

—  23,6ii 

-+■  17,216 

—  0,0  65 

-+*  i4,h9 

—  8,237 

■+■  i4,o44 

—  12,807 

-4-  1  O,  I  I  I 

—  10,608 


29*80278 

i4,9°i 

25,62  l64 


173,31044 

9,10846 

26,87835 

10,08460 

29,2633l 

I4,i916o 

2  7,32  IÔO 

1 3,66 1 

7,1 2707 
14,254 

9,87345' 

24,30210 

68i4,3o5 

3407,153 

9,53o 
1 4,3 17 

16,064 

32,128 

1 3 1,668 
38,522 
3,276 


12”  4!45''86 
24.  9.  32. 

14.  3.  2,24 
28.  6.  4. 

•  2.  4-37,91 
39.3l.25,32 
13.23.37,26 
35.4l*52,68 

12.18.  7,50 
25.22.  1,58 

13.10.34,87 

26.2 1 . 10. 

5o.3o.4i,4° 

25.l5.2I. 

36.27.39,20 

14.48.48,78 

o.  3.io. 
o.  6.20. 

37.46.30. 

a5.  8.39. 

.  22.24.36. 

1 1.1 2.18. 

3.44*  4* 
9.20.43. 

27.  6.56. 


2o4"5o'5i"4 

49.41.42.8 

206.  9.  5,4 

52.18.10.8 

172.29.15.6 

40.53.35.6 

349.53.38.8 

200.18.44.8 
178.  3  3o,2 

23.33.28.6 

192.  6.17,8 

24.1 2.35.6 

73.54.18,4 
36.57.  9>2 

227.45.13,0 

233.35.33.6 

346.  6.  5, F 

332.12.1 1.6 

12.48.  0,4 

50.20.49.8 
2i.36.  7,6 

190.48.  3,8 

28.444252 
176.  6.  9  2 

3i.39.  3,8 


TH  KO  RIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


Période 
de  l'argument 
:n  jours  moyens 


Mouvement 


Epoque 
de  l’argument 


Argument 


Coefficient 


6  i5i 

32*764 

io°5 

H 

16" 

33°  0 

4,089 

3,837 

3,376 

6*846 
10,37 1 
7,081 

52.3 

344 

5o.5 

1 

I9* 

44. 

iL 

246.23 

199-39 

9  T  H .  1  n 

28.32.1^. 
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Argument 

1 

Coefficient 

Période 
de  l’argument 
en  jours  moyens 

Mouvement  liioyen 
pour  un  jour 

Epoque 
de  l’argument 

3#—  2  c 

_ 

o'64o 

341 475 

IO°26.42” 

1 63°  2 1.35' 6 

îE  2g-\-C 

— 

0,626 

5,633 

63.54. 18. 

63.47.57,2 

2  E  —  cm -h  2  c 

4- 

0,607 

7,286 

49-3i.32. 

1 1 3. 1 5.i  1,4 

ig+c'm 

4- 

o,585 

13,117 

27.26.39. 

196.  2.44,2 

2E—  2g  -4-  2C 

— 

0,529 

.  i4,967 

24. 3. 9. 

278.30.41,2 

4  E  -+*  cm  —  2  c 

_ 

o,5 1 3 

1 5,244 

23.37.  7. 

355.27.53,4 

\E  —  3c 

4- 

0,502 

37,625 

9.34. 5. 

149.18.48,0 

E  -+-  cm  —  c 

— 

0,466 

3233,294 

0.  6.41. 

1 3.33.4o,6 

4  E  —  2g  —  C 

4- 

0,397 

38,955 

9.14.22. 

4-55.  7,6 

3c  —  c'm 

4- 

o,365 

9.42  1 

38.i2.34. 

255.5o.48, 2 

3c  «+-  cm 

— 

o,365 

8,958 

4o.io.5o. 

257. 9. 2,2 

E-+-2C 

— 

0,357 

9>395 

38. 1 9. 1 5. 

242.27. 7,6 

4- 

o,343 

1 3,634 

1 7.57.50. 

20g.17.31, 4 

2 g  -4-  3c 

— 

0,339 

5,483 

6S.39.13. 

92.53.32,4 

2  E  —  2cm  -+-  c 

4- 

o,323 

IO,l48 

35. 28.3i. 

227.  6.  6,0 

2  E  —  cfm  —  3c 

— 

0,328 

26,033 

15.47.57. 

234.1440, fi 

2E-cni-2g+c 

— " 

0,27$ 

35,992 

11.  0.  8. 

32.21.35,9 

2  E—c’m  +  2g  —c 

— 

o,253 

9>786 

36.47.22. 

12.  8.53,4 

3  E-*g 

— 

0,246 

36, 068 

10.  6.49. 

1 18.57.55,2 

4  E  4-  cm 

— 

0,201 

7,237 

4944.55. 

46.27.50,2 

j2tt-+-  2c 

4- 

0,201 

1 3,66i 

26.2i.i9. 

2  23.1  3.26. 

74.  La  formule  suivante,  cfui  sept  au  calcul  de  la  latitude  de  la 
Lune  au-dessus  de  l'écliptique  vraie  ,  a  été  tirée  de  celle  donnée 
vers  la  fin  du  §  précédent:  on  a  supprimé  les  inégalités  dont  les 
Goefficiens  sont  inféritetWs  à  un  cinquième  de  la  seconde. 


Argument 

Coefficient 

Période 
de  l’argument 

Mouvement  moyen 

Époque  U 

en  jours  moyens 

pour  un  jour 

de  l’argument 

2C 

•g  +  c 

2C 

•  cm  —  g 

2C-g 
lE  -hC-t-g 

2  E  -hc'm — g 
2  E —c'm+g — c 
lE  -  cm — g — c 

~T~ 

iE  —  cm  -h  g 
Ç-c 

g  H-  C  —  cV/2 
g-  ■+■  cm 


-H  I 

QO 

00 

0 

00 

27*21222 

i3°i3'45"66 

— 

6,424 

9,°  7 1 

39.41.17. 

-h 

0,006 

5,442 

66.  8.48. 

-h 

1010,894 

13,691 15 

26.17.39,72 

— 

1 000,509 

2190,914 

O.  9.5  1,60 

-h 

621,476 

32,28075 

>>•  9-  7,72 

196,224 

1 4,66644 

24.32.44,99 

— 

166,91 5 

.88,19935 

1.4446,34 

+- 

101,708  1 

9,57>7> 

37.36.39,07 

4- 

62,462 

9,14648 

39.21.33,78 

4- 

35,o39 

14,86547 

24- >3.  i,55 

+- 

32,342 

27,90563 

12.54.  2,44 

h 

29,535 

35,41028 

>°.  9.59,57 

- 

16,217 

24,035 1 4 

1 4-58.4o,63 

h 

>4,774  j 

7>io397 

5o.5o.33,io 

- 

12,272  ! 

29,66952 

12.  8.1 5,83 

- 

9,226  j 

l5,28o 

23.33.36. 

8,241  1 

I  24,203 

0.55.38. 

27,322 

9,829 

16,023 

l4?225 


1 3. 10.35. 

36.37.3 1 . 
22.28.  7. 

25.18.31. 


97°4i.48,6 
297.  5.25,8 
128.29.  3,o 

303.1  1.47,0 

252.1  I.5û,2 

285.1  2.33,o 
275.  6.11,8 

280. 1 7.25.4 

1 20.36. 10.2 

148.41.45.4 

130.42.31.4 
3i3.i8.  8,2 
284.33.26,0 

234.1 2.36.2 
326.  6.  8,6 
285.5i.4o,o 

273.27. 4.8 

280.56.32.4 

1 1 1.36.42.8 
119.57.  3,2 
257.23.  3,8 
3o2.32.4o,0 

98.2 
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Coefficient 

Période 
de  l’argument 
en  jours  moyens 

g  4“C4-c'/72 

_ 

5>5 

13496 

g—c-+-crn 

— 

5,i83 

3i3,oÔ2 

E+g 

— 

5,oi6 

1 4j  162 

g  —  c  —  cm 

— 

4,864 

438,342 

_£-§• 

4- 

4,6 1 8 

346,625 

g  — c'm 

4- 

4,167 

29,403 

g--t-3c 

-H 

4.086 

6,867 

3  g  — C 

— 

2,848 

I  3,522 

iE-\-cni-*-g—  c 

— 

2,692 

i4?io6 

2E-3g 

— 

2,384 

25,52  I 

2E-+-2C  —  g 

4- 

2,377 

9,656 

zE-hdni—g—c 

4- 

1,945 

388,242 

2  E  —  2C-\-g 

— 

i,883 

3i,357 

g— 3c 

4- 

1,687 

1 3,865 

4  E-g 

4- 

I,402 

IO,l32 

2  E—  cm— g-4-c 

4- 

1,576 

>5,497 

4^  •+-  g* — c 

4- 

1,399 

7,358 

4ZT-4-g-—  2C 

4- 

-  I,237 

io,oo3 

iE  +  c'm -h  g 

— 

>,«94 

9,327 

zE  —  3c— g 

— 

i,o75 

i2,837 

-4-  c'm  -h  g 

4- 

o,95 1 

1 3,634 

E  4-c'/?7 — g 

4- 

0,95 1 

6793,729 

2E+cm— gM-c 

4- 

o,9°4 

14,285 

3g +  c 

4- 

0,875 

6,824 

2 /T  4- 2  C  4- g 

4- 

0,867 

5,648 

7DO 
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Argument 

Coefficient 

Période 
de  l’argument 
en  jours  moyens 

Mouvement  moyeu 
pour  un  jour 

Époque 
de  l’argument 

2  E — f'fli+g'  +  c 


g~ -h  2 c  —  cm 
g-h  2C-hc'ni 


2  E — cm — g 


g—2C-\-cm 

nE  +■  3g 
2  E-3c-hg 


9°io  5i . 

2  83?54li9,o 

4  9-4«-25. 

3 25.27. 

la.  i.35. 

299.15.20,6 

38.22.25. 

148.  2.38,4 

40.20.42. 

149.20.52,4 

to 

0° 

b 

to 

119.41.  2,6 

38.29.  6. 

1 34.38.57,8 

l5.57.48. 

1 26.26.30,8 

6l.5g.33. 

i43.3o.3i,8 

9.24.l5. 

257.  6.67,8 

2.14.29. 

69.41. 5,8 

21.28.58. 

i°  1.57.49, 2 

48.35.55. 

1 53.36.53,o 

65.29.22. 

199.41.41,8 

1 3.53.1 1. 

3i3.5j.i5,2 

1 1.54.54. 

312.39.  1,2 

64.  4.10. 

319.59.47,4 

i.35.  4. 

1 35. 53.43, 0 

23.20.34,3 

1 1 6.40.43,8 

7 5.  Pour  avoir  la  parallaxe  horizontale  relative  à  un  point  de  la 
terre  dont  X  est  la  latitude  géographique,  il  faudra  multiplier  la 
somme  des  ternies  suivans  par  (Voyez  p.  635). 


1  916  sin’  * 


La  période  et  les  époques  des  argumens  doivent  être  pris  da»s 
le  tableau  des  termes  de  la  longitude. 
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Termes  périodiques  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune 


Argument 

Coefficient 

Argument 

Coefficient 

O 

H-  3423,  I  534 

2  E-\-dm  —  c 

— 

o'38o3 

C 

1  -h 

186,6545 

2E  -+*  2C 

-h 

0,2702 

2  C 

-h 

10,2587 

E-hc 

— 

0,09  56  ! 

4  C 

H- 

o,o4i3 

2  E  —  dm  -4-  c 

0,187.7  1 

5  c 

-H 

0,0028 

2  E  —  2C 

-H 

0,1670  ■ 

2  E — c 

-H 

33,9214 

E-c 

0,0744  ; 

l\E  —  2  c 

-4- 

o,325o 

E  -h  c'm 

4- 

°,i5i9  i 

2  E 

27,5933 

2E  2cm 

.  0,0012 

E 

. 

°j9247 

iE—ig 

0,1084 

3E 

0,01 47 

2E  —  3c 

— 

0,101 0 

4  E 

o,i365 

2C  —  c'm 

o,o855 

2  E  ->rC 

-h 

3,0755 

2/f  —2g  —  C 

— 

0,082  I 

2  E  —  c'm 

-H 

2,1646 

2  C  +  C/H 

— 

0,0798 

2E  —  c'm  —  c 

+ 

1,4486 

2g -3c 

— 

0,07 1 5 

2£-C 

-h 

•  »  *  9^7 

E—2C 

0,0660 

c  —  dm 

1,0599 

E  ■+■  2C 

— 

0,061 4 

c -b dm 

— 

0,9192 

2  E  —  2c  m 

o,o5  2  2 

iE  ->r  dm 

— 

o,5447 

E  —  c'm 

-4- 

0,002 1 

4^ 

*>) 

1 

o,4985 

2Z?  —  2  g -»-c 

o,o5o3 

dm 

— 

0,4284 

0 

2E  —  2dm  —  c 

-h 

o,o455 

2  dm 

— 

0,01  2  2 

3  dm 

o,ooo3 

Tome  I 
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THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


§  io. 


Formules  pour  le  mouvement  horaire  de  la  Lune. 


76.  Je  suppose  qu'on  ait  calculé  par  les  formules  précédentes  un 
lieu  de  la  Lune  pour  un  instant  donné  t,  et  qu'on  veuille  savoir  ce 
qu'on  doit  ajouter  ou  retrancher  des  coordonnées  ainsi  obtenues, 
pour  avoir  celles  correspondantes  à  un  autre  instant  t-hz  peu  diffé¬ 
rent  du  prémier.  A  cet  effet  j'ai  d'abord  supposé  z  égal  à  2h.  i/\.' , 
c'est-à-dire  à  la  dixième  partie  d’un  jour,  et  j'ai  développé  chaque 
terme  de  la  forme 


-cO(‘-£W] 

suivant  les  puissances  de  x.  De  là  sont  dérivées  les  trois  formules 
suivantes  pour  calculer  la  partie  additionnelle  à  chacune  des  trois 
coordonnées  primitives,  à  l’aide  des  mêmes  argumens  qu'on  est  censé 
avoir  déjà  formés  pour  le  temps  t.  Elles  sont  suffisantes  pour  les 
cas  où  le  second  instant  ne  sera  pas  éloigné  du  premier  au  de-ià 

de  trois  heures.  En  générai  on  y  fera  x=-^;  a  étant  un  nombre 

d’heures ,  de  minutes  et  de  secondes  exprimé  en  prenant  l’heure 
pour  unité. 

Mouvement  horaire  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune. 

-+-(5 1 6",  29 1  ,x — o",o45.x3)  cos  c.nt  —(5", 886.xa  —  o",ooo3.x')  sin  c-id 

-h(  1 00", • 868.x  —  o",o  1 5.x3)  cos  2E.nl  —  2",  1 46.x*.  sin  lE.nt 

— (  90", 559.x—  o", 006.x3)  cos  2E.nt-c.nt  -f-  o", 894.x1. sm  2 E.nt  —  c.nt 
h-(  35", 094.x—  o",oi  2.x3)  cos  2 c.nt  —  o",8oo.x\  sin  2 c.nt 

“K  *8", 98 1  .x  — o",o67 .x*)cos  2g.nt  —  o", 438.x*.  sin  2g.nt 
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-  ô^ôiS.x.  cos  lE.nt  —  c'm.nt 

h  4." ,026.x.  cos  2 E.nt — c'm.nt  —  c.nt 

h  3",  1 2 1  .x.  co s  c.nt  —  c'm.nt 

-(3",  1 1 8.x  —  0,003.x*)  cos  2  g.nt-t-c.nt 

-  2",7  2  5.x.  cos  c.nt  -t-  cm. ni 
t-  2",385.X.COs£,.7Z^ 

t-  2", 367.x. cos  \E.nt  —  C.72Z 
-(  1  ",996  .x  —  o",oo  2  .x3)  cos  3c.  h* 

-  1  ",363.x  cos  — 2c.rc£ 

h(  1  " ,  2  5  6  .x  —  0,009.x3)  cos  2  4- c.72  / 

h  i",2^6.x.cos  2E.nt-t-2c.nt 

»-(  1  " ,  2  3  5  .x  —  o",oo  2  .x3)  cos  l^E.nt 

-  i",ir]r] .x.  cos  c'm.nt 

-  1", o45.x.  cos  2/?.^  -4- c'/w.w* 

-  o" ,869.x.  COS  2^ .7Z£  —  C.7ÎÉ 

-  o,r  ^  10, x.cos  2  E.nt — c'm.nt -t- c.nt 

-  of/ ,678.x.  cos  2E.nt-t-c' m.nt —  c.ra£ 

-  o",655 .x.cos  2 Emt —  2C./2Z 

-  o",6i6.x.  cos  2 E.nt-tr  ig.nt  —  c.nt 
+-  o", 397. x.cos  2C.nt  — c'm.nt 

+■  o", 396.x.  cos  E.nt-tr  c'm.nt 
+•  o", 368 .x.cos  2g.nt-tr  zc.nt 
+■  o"5  367.  x.cos  E.nt-t-3c.nt 

-  n"  17  ut  h»  r  nt 
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•  o",  1 38.x1.  sm  2E.nl  —  c'm.nt 

-  o", 039.x1.  sw  2^.72/  —  c'm.nt  —  c.nt 
-o",o33.x\ sin  2 c.nt—  c'm.nt 

-  o ",  1 08.x1.  sin  2g.nl  -t-  c.nt 

-  o",oo4.#’*  sin  c.nt  -+-  cm.nt 
-o", 025.x1  sin  E.nt 

-  o',orji.x\  sin  [\E.nt  —  c.rc/ 

-  o", 086.x1.  sin  3 c.nt 

-  o", 02 7.x1.  sin  4 E.nt  —  2C.nt 
-o",4io.x\  sm  2E.nt-t-c.nt 
-o", 02 2.x1. sz/i  2E.nt-t-2c.nt 

-  o",o53.x\  sz/i  \E.nt 

h  o' ',o 23.x1.  sin, 2 E.nt -+- cm. nt 
h  o",o  1 0.x1.  sin  2 g.nt  —  c.nt 
-o",oi8 .x'.sin  2 E.nt—  c' m.nt -t- c.nt 
r  o^, 007.x1.  sin  2  E.nt  -+-  cm  .nt  — c.nt 

h  o", o 20. x\ co s  2  Emt  -t-  2  gmt—  c.nt 

-  o",oo9.x\  sin  2 c.nt — c'm.nt 

-  o", 00 5.x1.  sin  E.nt  •+•  c'm.nt 

-  o",o  1 7.x1.  sin  2g.nt -t-  2 c.nt 

-  o", 020.x1. sin E.nt-t-$c.nt 
t-  o", 008.x1.  sin  2  E.nt  -t-  c.nt 
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4-  o", 348.x.  cos  2C.nl  4-  c'm.nt  —  o",oo8.x\  sin  2  c.nt  4-  c'm.nt 

—  o",33 1  .x.  cos  2E.nt  —  3c.nt  4-  o",oo4.x\  sin  2 E.nt  —  3 c.nt 

4-  o",3o5.x.  cos  2 E.nt  —  2 c'm.nt  —  o", 006.0:*.  sin  2 E.nt  —  2 c'm.nt 

—  o",3oo.x.  cos  2E.nt-h  2g.nt  4-0", 01  \.xxsin 2E.nt4-  2g.nt. 

4-  o" ,253.x.  cos  \E;iü  —  c'm.nt  — c.nt 

—  o",  1 99.x.  cos  2E.nl  —  2 g.nt 

—  o,',i94 .x.cos  2E.nl 4- c'm.nt  4- c.nt 
4-  o",  1 83. x.  cos  \c.nt 

4-  o",i  s3 .x.cos  2 E.nt  —  2dm.nl  — c.nt 

—  o",  121.x.  cos  3 E.nt  —  c.nt 

—  o",  1 1 8.#.  cos  2E.nl  —  2 g.nt  4- c.nt 
4-  o",iog. x.cos  /{.E.nt  —  c'm.nt 

4*  o" ,092. x.cos \E.nt4- c.nt 
4-  0^070  .x.cos  2  E.nt -h  2g.nt4-c.nt 

—  o",o5 1  .x.  cos  2  E.nt  —  dm. ni  4-  2 c.nt 

—  o", o5g.x.  cos /±E.nt  4- c'm.nt  — c.nt 

Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lune. 

4-(4  26", 363.x  —  o",o38.x3)  cos  g.nt  —(4", 9 2  2 .x*—o'3ooo 2 .x')si/i$' 

46'', 383.x  —  o",o  2 1  .x3)  cos  g.nt  4-  c.nt  —  1",  06  4.x1.  s  in g.nt  4-  c.nt 

4*(  1 1", 966.x  — o",ooi.x3)cos  2E.nt  —  g.nt  —  o\w -j. x\  sin  2 E.nt- g ^lt 

4-(  8",4o6.x  —  o"?oo2.x3)cos  2E.ni4-g.nt-c.nt—  o", 180. x*. sin  2  E.nt+ g 

4*(  6", 67 7.x  —  o",oo5.x3)cos  2E.nt4rg.nt  —  o",2  ig.xx. sin  2 E.nt  4- g-7lt 

“K  4">29i.x  —  o",oo3.x1)cos g.nt4-  2C.nt  —  o",j^.x\  sin  gmt  4-  2C^ 


CHAPITRE 

i  ",48 1  .x.  cos  2E.nt-g.nt  4-  c.nt 
"*■ 1  ",3 1 4-x.  co s  2  E.nt  4-  c.nt -h  g. nt 
° ^?7 cos  2E.nt-~g.nt  — c.nt 
+  °Vj728  .x.  cos  g.nt—  2C.nt 

o",5  2  4.x.  cos  2 E.nt  —  c'm.nt  —  g.nt 
■+•  o7, 4B5.j:.  cos  2 E.nt  —  c'm.nt  4 -g . nt 

—  o",445.x.  cos  3  g.nt 
4-  o7, 379.x.  cos  2  E.nt — c'm.nt-*- g.nt — e.nt 
4-  o7, 3  7  4.07.  cos  g.nt  4-  3c. nt 

—  o", 337.x.  cos  2 E.nt  —  2C.nt  —  g.77* 

—  o",  2  8  7.x.  cos  g.nt  —  c.rc£ 

4-  o7, 28 1  .x.  cos  g.77É  4-  c.77*  —  c'm.nt 

—  o", 262.x.  cos  g.nt  4-  c.77*  4-  c'm.nt 

—  o", 260.x. cos  2  E.nt -{-c'm.nt— g.nt 

—  o7, 2  5  7  .x.  cos  4£jtf —g.nt— c.nt 

—  o", 2  23.x.  cos  E.nt -{-g.nt 
*—  o7, 1 8 1  .x.  cos  f.nt 

—  o",  1 44.x.  cos  g.nt  4-  c'm.nt 
Û7,2  23.X.  COS  3g.77£  —  c.77? 

■+■  o",  1 5  5.x.  co  s  2 E.nt-*- 2c. nt  — g.nt 
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—  o",o3 1  .x1.  S  777  2E .lit  —  g.nt  4-  C.71É 

—  o",Oo6.X\  S777  2i^.77i  4-  C.77É  4-  g.7?f 

—  o",oo$.x\  sing.nt  —  2C.nt 

—  o",Oo5.X\  S7*77  2^.77^  —  c'm.nt —  g.77É 

—  o",o  1 5.x1.  s/77  2^.77^  —  c'm.nt-*- g.nt 
4-  o",0  I  5.X1.  S 777  3g .77^ 

—  o",o  i  o.x'.sin  2E  .nt— c'm.nt  -*-g.nt—c.nt 

—  o",oi  7. x'.  sing.nt-*- 3c. nt 
4- o", 004.x1.  s 777  2E .nt  —  2C.nt  —  g.nt 

—  o", 006.x1.  s  in  g.nt  4-  c.7i£  —c'm.nt 
4-  o7, 006.x*.  sing.nt  4-  c.tz7  4-  c'm.nt 
4-  o",oo3.x1.S777  2E.nt-*-  c’m.nt  —  g.Ti7 
4-  o",oo5.x\  s  777  \E.nt  —  g.7z£ —  c.tïé 
4-  o",oo5.x\  s  in  E  .nt-\- g.nt 
4-  o7,oo  2  .x*.  sinf.nt 
4-o",oo2.x\  sing.nt -{-c'm.nt 


o7,  y  20.x.  cos  \E.nt  4-  c'm.nt  -{-g.nt-* -  c.nt 

*+‘°7,i  1  g.x.  cos  4E.?it-hg*nt— c.nt 

•+-  o", 096.x.  cos  2 E.nt-*-  2C.nt-*-g.nt 
0  5089.x.  cos  g.nt  —  c'm.nt 
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4-  o", 087.x.  cos  \E.nt — g.nt 
4-  o",  080.0:.  cos  3g.jit-hc.nt 
+  0^07  7.0:.  cos  \E.nt-\-g.nt —  ic.nt 
—  o",o6g.x.  cos  lE.nt  4-  c'm.nt-*- g.nt 
4-  o",o5 1  .x.  cos  2E.nt — cm.nt  -hg.nl -h  c.nt. 


Mouvement  horaire  de  la 
— (4  ^2  36.x  —  o",ooo4.#3)  sin  c.nt 

—  1  r\  1 7  4.x.  sin  2  E.nt 

—  o", 670.x.  sin  2 E.nt  —  c.nt 

—  o", 4^8.0:.  sin  2 c.nt 

—  o^j2o  1  .x.  sin  2E.nt-+-c.nt 

—  o", 08  8.0:  .  sin  2  E.nt  —  c'm.nt 

—  o’\o  43.x.  sin  3c. nt 

—  o",o3 1  .x.  sin  4  E.nt  —  c.nt 

—  o",023.x  .  sin  2g. nt  —  c.nt 

—  o", 028.0:.  sin  2 E.nt  —  c'm.nt  —  c.nt 
4-  o",024-oc. sin  2 E.nt 4- cm.nt 

—  o",024 .x.sin  2E.nl -h  2 c.nt 


parallaxe  équatoriale  de  la  Lune . 
4-  o",o49.^1.  cos  c.nt 
-ho",023.x\  cos  2 E.nt 
4-  o",oo7  .x'.  cos  2 E.nt  —  c.nt 
4-  o'',o  1 1  .x\  cos  2 c.nt 
4-  (>",007.0:*.  cos  2E.nt~Jhc.nt 


—  o",o 23.o:.  sin  c.nt  4-  c'm.nt 

—  o",o  2  2  .X.  sin  c.nt  —  c'm.nt 
4-  o",02o .x.sin E.nt 

—  o",o  1 3.o:.  sin  4  E.nt  —  2C.nt 

—  o",o  1 2.x.  sin  4  E.nt 


—  o",o  1 0.0:. sin  zE.nt  —  cm.nt  4- c.nt 


—  o",oo8 .x.sin  2E.nt-Jrdm.nl  —  c.nt 
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$  ii. 

Formules  de  la  Longitude ,  de  la  Latitude ,  de  la  Parallaxe  de  la 
Lune ,  propres  au  calcul  des  éclipses  Lunaires  et  Solaires . 

77.  Pour  faciliter  le  calcul  des  éclipses  de  Lune  ou  de  Soleil,  il 
convient  d' avoir  les  trois  coordonnées  de  la  Lune  pour  les  instans  de 
la  conjonction  et  de  l’opposition  moyenne}  c'est-à-dire  pour  les  in¬ 
stans  correspondans  à  F.nt~o,  et  h  F.nt=  180°.  Comme  ces  valeurs 
particulières  de  E.nt  donnent  lieu  à  une  réduction  importante  dans 
le  nombre  des  argumens,  nous  allons  donner,  ci-après,  les  formules 
spéciales  relatives  à  ces  deux  cas  particuliers.  Sur  quoi  il  faut  observer, 
que,  pour  plus  de  précision,  nous  avons  tenu  compte  de  la  totalité 
des  termes  qu’on  voit  dans  les  formules  primitives.  En  outre  on  doit 
être  averti,  que  nous  supposons  les  argumens  formés  d'après  la 
règle  exposée  dans  la  page  733,  parceque  les  signes  des  coefficiens 
ont  été  changés  lorsque  la  partie  proportionnelle  au  temps  de  l’ar¬ 
gument  était  négative* 


748  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 


Longitude  vraie  de  la  Lune. 


Argument 

Coefficient  pour 

E .  nt  =  o 

sin  c .  nt 

-4- 

18231*877 

-4- 

18198,075 

sin  ic.nt 

537,794 

-h 

535,635 

sin  3c .  nt 

-h 

O 

es 

r>> 

<0 

CS 

-4- 

26,720 

sin  4c .  nt 

i,i3o 

-4- 

i,i3o 

sin  5c .  nt 

0,117 

-4- 

0,117 

sin  dm .  nt 

-4- 

841,920 

-4- 

876,358 

sin  ic  m  .  nt 

— 

1 5,869 

— 

i5,63i 

sin  3dm .  nt 

— 

0,292 

0,292 

sin  l\dm .  nt 

— 

o,oo3 

— 

o,oo3 

sin  iri.t-+-  2 s', 

— 

i,336 

— 

i,336 

sin  2 g .  nt 

— 

468,253 

— 

470,519 

sin  4 g  •  nt 

-4- 

o,5ig 

-h 

0,519 

sin  c  .nt-*r  dm .  nt 

326,543 

— 

328,581 

sine .  nt  —  dm  .nt 

-4- 

191,260 

-4- 

192,412 

sin  2g .  nt  -4-  c .  nt 

— 

46,254 

— 

46,254 

sin  2g  .nt  —  c.nt 

— 

4o,388 

— 

4o,388 

sin2c  .nt-k-dm  .nt 

— 

ï6,274 

— 

1 6,5o8 

sin  2  c.nt  —  dm .  nt 

-4- 

1 1,387 

-4- 

>,,731 

sing  .nt—f.nt 

-4- 

10,1 1 1 

-4- 

10,1 1 1 

sin  2g. nt  —  2 f. nt 

— 

1 0,608 

— 

CO 

0 

0 

sing  .nt^rf.nt 

-4- 

o,343 

-4- 

0,343 
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Argument 

Coefficient  pour 

E .  nt  —  o 

Coefficient  pour 

E  .nt- =  1 8o° 

sine \nt  +  2c'm .  nt 

— 

8”699 

— 

8,699  1 

sinc.nt —  2c'm.nt 

4- 

4,468 

4- 

4,468 

sin  2C .  nt  4*  2c  ni .  nt 

— 

0,4 1  2 

— 

0,4 12 

s  in  2  c.nt  —  2c'm.nt 

4- 

0,0  65 

4- 

0,o65 

sin  c .  nt  4-  3cfni .  nt 

— 

0,122 

— 

0,122  j 

sin  c .  nt  —  3dm .  nt 

4- 

0,01  6 

4- 

0,0l6 

sin3c.nt-hdm.nt 

— 

0,693 

— 

0,693 

sin 3c.  nt  —  cm .  nt 

4- 

o,5o5 

4- 

o,5o5  j 

sin  2g .nt 4-  2C .  nt 

— 

3,912 

— 

3,912 

sin  2g .nt — 2C .nt 

4- 

0,667 

4- 

0,667  ' 

sin  2g .  nt  -H  3c .  nt 

— 

0,339 

— 

0,339  j 

sin  2g .nt  —  3c  .  nt 

— 

*0,048 

— 

0,048 

sin  2 g  .nt^dni .  nt 

— 

1,736 

— 

1,641  i 

sin  2g .nt—c’m.nt 

4- 

i,i3o 

4* 

1,160 

sin  22 .  nt  4-  2 cm .  nt 

O 

— 

0,080 

— 

0,080 

sin  2 g .  nt  —  2cm .  nt 

4- 

0,01 5 

4* 

0,01 5 

sin  2g .  nt  -H  c.nt  -+*  cm .  nt 

4- 

0,094 

4- 

0)094 

sin  2  g  .nt  —  c .  nt  —  cm .  nt 
o 

— 

0,210 

— 

0,2 10 

sin  2g .nt  —  c.nt -\-cni . nt 

4- 

0,224 

4- 

0,224  j 

sin  22 ,nt-\rC .nt  —  cfni . nt 

O 

- 

0,102 

— 

0,102 

sin  4g.nt-c.nt 

4- 

0,1 40 

4- 

0,1 40 

sin4g.nt-\-c  .nt 

4- 

0,093 

4- 

0,093 

sin  2nt—  2i 

4- 

0,201 

4- 

0,201 
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J  J  O  THEORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

Latitude  vraie  de  la  Lune. 


Argument 

Coefficient  pour 

E  .nt— o 

Coefficient  pour 

E  .ni  =  1800 

j  s  in  g.  7i  t 

-h 

i7944"595 

—  I 

7944,875 

1  sin  3  g .  nt 

— 

8,64  i 

8,64 1 

sin  5g .  nt 

0,00  6 

-4- 

0,006 

sin  g  .nt-\-c  .ni 

-4- 

852,385 

-I- 

852,628 

sin  g  .nt  —  c  .lit 

— 

837,485 

— 

838,925 

s  in  g .  nt  -4-  ic  .nt 

-4- 

46,755 

-4-  . 

46,755 

sing.nl  —  ic.nt 

35,366 

-4- 

35,366 

sin  g  .nt-hc'm.nt 

— 

35,426 

37,322 

sing.nl — cni.nt 

-h 

23,1  I  I 

25,057 

sin  g .  nt  -4-  c .  nt  -+■  cm .  nt 

— 

i3,823 

— 

14,067 

sing.nt  —  c  .nt — cm.nt 

-H 

i3,i35 

-H 

i3,235 

sin  g  .nt  —  c.nl-{-  cm .  nt 

— 

9,464 

— 

9,464 

sin  g  .nt  -hc  .ni — c'm.nt 

-h 

8,961 

9,°95 

sin f.  nt 

— 

7,886 

— 

7,886 

sin  g .  nt  -h  3c .  nt 

-4- 

3,o  1 1 

-h 

3,01 1 

sin  g  ,nt  —  3c  .nt 

-h 

1,587 

-h 

1,587 

sin  3g .  nt  -4-  c .  nt 

— 

1,281 

— 

1,281 

sin  3g.nt  —  c.  nt 

-4- 

2,675 

«+■ 

2,675 

sin  g  .nt-k-  2cm  .nt 

j  — 

0,773 

— 

o, 773 
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Argument 


Coefficient  pour 
E.nl—o 


Coefficient  pour 
E  .nt=  ï8o° 


sing .  nt  —  2  cm .  nt 

sin  g  .nt  4-  2C.  nt  4-  dm .  nt 

sing .  nt —  ic  .nt  —  c  ni .  nt 

sin  g  .nt-h2C  .nt  —  cm .  nt 

sing  .nt—g2C.nt-+-  c'm .  nt 

sing.ntJr  4e  'nt 

sing  -nt  —  /[c  .nt 

sing  .nt+  c  ,nt  +  2c'm.nt 

sin g.nt — c.nt.  —  2 cm .  nt 

sin  g  .nt  —  c  .nt -+•  2  cm .  nt 

sing .ntj-e. nt  —  2 cm .  nt 

sin  3  g.ntJrdm.nt 

sin  3  g .  nt  —  dm .  nt 

sin 3g .ntJr  2C .nt 

sin  3  g .  nt  —  2  c.nt 

sing.ntJr3dm.nl 

sin  g.nt  —  3dm.  nt 


o  "34o 
o,8 18 

0,248 
0,607 
o, 309 
0,274 
o,i3o 
0,186 
0,1 16 
0,100 

0,073 

0,097 

o,o35 

0,121 

0,092 

0,019 

0,002 


4-  o'34o 

—  0,818 

—  0,248 

4-  0,607 

—  0,309 

-H  .  0,274 

-4-  0,l3o 

—  0,186 

—  0,116 

—  0,100 

-+“  0,073 

—  0,097 

-4-  o,o35 

—  0,121 

4-  0,092 

—  0,019 

4-  0,002 
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Parallaxe  équatoriale  de  la  Lune . 


Argument 

Coefficient  pour 

E .  nt  =  o 

Coefficient  pour 

E .  nt=  j8o° 

coso.nt . 

3423' 1 53  \ 

4- 

3423'i  53 

/ 

-h 

26,820  | 

4- 

28,640 

COS  C .  lit 

224)l5o 

-4-  . 

224,209 

CO  S  IC.  lit 

-H 

10,370 

-4- 

10,372 

cos  3c.  nt 

0,527 

4- 

0,527 

COS  \c  .lit 

*+• 

0,o4l 

-4- 

0,o4l 

cos  5 c .  nt 

-f- 

o,oo3 

-4- 

o,oo3 

cos  cm .  nt 

1,354 

4* 

1,148 

cos  2c'm.  nt 

-4- 

0,425 

-4- 

0,425 

cos  3  dm .  nt 

— 

0,002 

— 

0,00  2 

cos  2 g .  nt 

— 

0,1 1 5 

— 

0,1  25 

cos  2  g.  nt  —  c  .nt 

I,i32 

4- 

I,l32 

cos  2 g.nt-hc.nt 

— 

o,o83 

— 

o,o83 

COS  2g.  lit  —  2C  .lit 

— 

0,021 

— 

0,02 1 

COS  2g.nt-h2C  .lit 

-h 

0,002 

4- 

0,002 

cos  2 g . nt  —  3c. nt 

— 

0,072 

— 

0,072 

cosc.nt  +  c'm.nt 

-h 

0,571 

4- 

o,545 

cosc.nt  —  c'm.nt 

4- 

0,879 

4- 

0,871 

cosc .nt  +  2cm  .ni 

4- 

o,o35 

-h 

o,o35 
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Argument 

Coefficient  pour 

E .  ni  —  o 

Coefficient  pour 

E  .nlz=  180® 

cos c.nt—  2 dm .  nt 

-b 

o”oo5 

-b 

o'oo5 

cos  2C .nt — cm . nt 

-b 

0,092 

-b 

0,092 

cos  2C .  nt  -b  dm .  nt 

— 

o,o54 

— 

o,o54 

cos  2 g .  ni  -b  dm .  nt 

-b 

o,o4S 

-4- 

00 

^1- 

0^ 

0 

cos  2g .nt  —  dm . nt 

— 

0,020 

— 

0,021 

cos  3 c .  nt  ■+■  cm .  nt 

- 

°)°°9 

— 

0,009 

cos  3c .  nt  —  c'm  .  nt 

-b 

0,009 

-b 

0,009 

cos  2g .nt  —  c . nt — dm . nt 

-b 

o,oo3 

-b 

o,oo3 

cos  2g.nt  —  c.  nt  -bc'/?7 . nt 

— 

0,004 

— 

0,004 

cos  2g  .nt  -t-  c .  nt  —  dm .  nt 

— 

0,002 

— 

0,002 

cos  2 g .  7i t  —  c .nt-hdm  .nt 

-b 

0,001 

-b 

_ 

0,001 

Pour  compléter  ces  formules ,  nous  les  avons  accompagnées  de 
celles  du  mouvement  horaire  qui  leur  correspondent  dans  le  cas  de 
E  .nt  —  o,  c’esl-à-dire  pour  les  éclipses  de  Soleil. 

Relativement  aux  éclipses  de  Lune  ,  il  n'y  a  que  les  termes  affectés 
des  argumens  E.nt,  3E.nt  qui  donnent  lieu  à  un  changement  dans 
les  coefïiciens.  Pour  ne  point  répéter*  la  totalité  des  termes  qui  con¬ 
viennent  au  cas  de  E.nt  —  i8o°,  on  a  marqué  par  un  astérisque  le 
Peht  nombre  de  ceux  qui  doivent  être  substitués  aux  premiers. 
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Mouvement  horaire  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune, 
pour  E .  72*  =  o 


*  ■+•(  i  o3",  2  43  .x — o",o  1 7  .x3)  coso.nt 

*  «+-(42 7", 595.x  —  o", 048.x3)  cos  c.nt 

•+(  35", 684-#  — o", 01 2.x3)  cos  2 c.nt 
•+■(  2", 691.x  —  o",oo2.xr)cos3c.nt 

-+-  o",  1 83.x.  cos  \c.nt 

•+■  1  8", 3 8 2. X.  COS  2^.7^ 

* —  8", 335 .x.  cos  c'm.nt 

■+■  o",3o5.x.  cos  2c'm.nt 

— (  3", o48.x— o",oo3.x3)  cos  2  g.nt-k-c.nt 

—  1", 6o3.x.  cos  2g.nt  — c.nt 

-+-  1" ,677. x.  cos  c.nt  —  c'm.nt 

—  o",36o .x.  cos  c.nt -h  cm.nt 

-+-  o", 346.x.  cos  2C.nt — cm.nt 

H-  o",3\3.x.cos  2C.nt  + c'm.nt 

-+■  o", 368.x. co*  2C.nt  —  cm.nt 

-h  o", I23.X  .  cos  c.nt c'm.nt. 


—  6",  1 35.x1.  sinc.nt 

—  o",8 2  2.X*.  SJ7Î  2C.nt 

—  o",  068.x*.  sm  3c.7tf 

—  o", 4  2  7.x*.  sm  2g-.  nt 

—  o",  1 20.x*.  sin  c'm.nt 

—  o", 006.x*.  s/ra  c'm.nt 
-f-o",  108.x’  sin  2g.nl  +  c.nt 
-+-  o",o3o.x*.  sin  2g. nt  —  c.nt 

—  o", 02 2.x*.  sin  2 c.nt  —  c'm.nt 
H-  o", o43.x*.  sin  c.nt  -+•  c'm.nt 

—  o", 009.x*.  sin  2 c.nt  —  c'm.nt 

—  o", 008.x*.  sin  2 c.nt c'm.nt 

—  o", 009.x*.  sin  2 c.nt  —  c'm.nt 


*  Pour  E.nt=z  1800  on  prendra  ces  termes  à  la  place  des  termes  correspondant 


-4-(  98", 47 3.x  —  o', o  17.x3) cos  o. nt 
-+-(42  4", 6 1 9.x  —  o", 048.x3)  cos  c.nt 
—  9", 127 .x: cos  c'm.nt. 


—  6",i  19.x*.  sinc.nt 

—  o",  1 2  o.x*.  sin  c'm.nt 
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Mouvement  horaire  de  la  latitude  vraie  de  la  Lime , 
pour  E.nt  —  o 


*h-(444^770.x  — o",o39 -oc*)  cos  g. nt  —  5", 01  9.x1.  sing.nt 

■+*  o'', 445.x.  cos  3g. nt  -+-  o",o  1 5.x\  sin  3g.nt 

■+■(  46", 68 2.x  —  o" ,021.x3)' cos  g.nt -h  c.nt  —  i",o 65.x\  sin  3g.nt +c.nt 
■+■  9",5i  g.x.cos  g.nt  — c.nt  —  o",i49  .x\sin3g.nt—c.nt 

■+“(  4,,?6oo.x  —  o",oo3.x3)  cos  g.nt  ■+■  2c.nl  — o", 1 5  i.x*.  sing.nt  +  ic.nt 


■+■  o", 960.x.  cos  g.nt  —  ic. nt 

■+■  o",3  7  4.x.  cos  g.nt  -i-  3c. nt 

o",  2  2  3.x.  cos3g.nt  —  c.nt 
o", 080.x.  cos  3g. nt  -4- c.nt 

—  o",3 1 1  .x.  cos  g.nt  -h  c'm.nt 

-+-  o",3 1 4*x.  cos  g.nt  —  c'm.nt 

—  o",3  8  2  .x.  co s  g.nt -\r  c.nt  ■+•  c'm.nt 
*+■  o", 33  2.x.  cos  g.nt  -+-  c.nt  —  c'm.nt 

—  o",3  7  9.x.  C05  g.72*  —  c.nt  —  c'm.nt 

—  o",  2  8  I  .X.  C0S 


—  o", 008.X1.  S/77g-.7z£-+-  2C.7?£ 

—  o",oi  7  .x*.  sin  g.nt  +  3c.nt 

+  o",00  7.x\5/«g-.n^-f-  2C.72Z 

—  o'',o  1 2.x*.  sing.nt  —  c'm.nt 

*+*  o", 006.x*.  sin  g. nt-+-c.nt->r- c'm.nt 

—  o", 006.x*.  sing.nt +c.nt— c'm.nt 


*  Pour  E,ntz=  i8o°  on  prendra  le  terme  suivant. 


(445",2i6.x.  —  o",o3(j.x3)  cos  g.nt  —  5",  039.x*.  s  in  g.nt. 
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Mouvement  horaire  de  la  parallaxe  équatoriale  de  la  Lune , 
pour  E ait  ~  o 

.  ’\-o",07./i.x'.coso.nt 

—  3",  7  5 6.x.  sin  cnt  -h  o",o63.x*.  cos  c.nt 

—  o'W'jÿ.x.siiiic.nt  o",oi  i  .x\  cosc.nl 

—  o", o43.x.  sin  3c.nt 
-+•  o",  1 1 2.x.  sin  cm.nt 

—  o",o5  1  .x.  sin  c.nt  dm.nt 

—  o",o  2  4.x.  sin  c.nt  —  cm.nt 

—  o", 028.x.  sin  2 g.nt  —  c.Tit. 

Ces  termes  demeurent  le  mêmes  pour  les  éclipses  de  Lune. 


§  12. 

Remarque  sur  le  coefficient  de  l'inégalité  Lunaire  dépendante  de  la 
distance  angulaire  des  périgées  du  Soleil  et  de  la  Lime ,  publié  dans 
la  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Tems  pour  Vannée  1824. 


78.  J  ai  fait  voir  dans  les  pag.  1 40"  1 5 1  du  second  Volume  l’inexa- 
ctitude  du  procédé  suivi  par  Laplace  pour  développer  le  coefficient 
de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour  argument  2gv— 2o>.  Comme  le 
même  auteur  a  entrepris  de  dévélopper  d'une  manière  analogue  les 
deux  premiers  termes  du  coefficient  de  l’inégalité  Lunaire  ayant  pour 
argument  ZV-t-cW  — ev,  il  devient  important  de  ne  point  passer 
sous  silence  dans  cet  ouvrage,  que  le  second  terme  de  ce  coefficient 
trouvé  par  Laplace  est  fautif.  En  effet 5  le  résultat  obtenu  par  Laplace 
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dans  la  page  3oo  de  la  Connaissance  des  Tems  pour  l'année  1824 
se  réduit  à  dire,  que  dans  l’expression  de  v  en  fonction  du  temps 
on  doit  avoir  le  terme 

(»)  (6)  (y)  (-0 

.et  b'  J  1  -h 3  At  -+-Al  -h  A,  —  ^  Cx  J  sin(EMt  +  cm.jU—c.7it') 


au  lieu  de  celui  que  nous  avons  trouvé  dans  la  p.  583  de  ce  Volume. 
Sur  cela  j’observe  que,  en  négligeant  (comme  Laplace )  les  quantités 
de  l’ordre  m 1  qui  multiplient  il  suffit  de  prendre  (conformé- 

<0  (6)  (9)  («n 

ment  à  la  définition  des  coefficiens  Ax  ,  Ax  ,  Ax ,  C,  ) 


r  «  T  15  T  *  r M)  o 

A t  A,  =  —  -gm }  V  =om, 


3  *  225  , 

1 


(Voyez  pages  846,  848,  845  du  troisième  volume,  et  pages  4S8  , 
485  de  celui-ci). 

Donc  en  substituant  ces  valeurs,  le  coefficient  de  Laplace  deviendra 


25 


•8(1-+-^/») 


/  45 15  9 3  27  \ 

\8  8  "*"8  2  8  / 


25  75 


de  sorte  que  on  a  ^  au  lieu  du  nombre  que  nous  avons  obtenu 


1045 


en  tenant  compte  de  la  totalité  des  termes  de  cet  ordre. 

Peu  importe  la  petitesse  de  la  différence  qu’il  y  a  entre  ces  deux 
quantités  réduites  en  nombres:  elle  suffit  pour  mettre  en  évidence 
le  vice  du  calcul  de  Laplace  ;  c’est-à-dire  l’omission  de  quelques-unes 
des  combinaisons  qui  concourent  à  la  formation  de  ce  second  terme. 

D’ailleurs,  à  l’égard  d’un  aussi  petit  coefficient,  la  comparaison  de 
la  théorie  avec  l’observation,  citée  à  ce  sujet  par  Laplace ,  devient 
un  faible  argument,  soit  en  faveur,  soit  contre  l’exactitude  du  résultat 
de  la  théorie. 
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7  38  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

§  i3. 

Des  mouvemcns  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gravité. 

79.  Je  me  propose  de  rattacher  ici  la  théorie  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Lune,  due  à  Lagrange ,  avec  la  théorie  de  son  mou¬ 
vement  de  révolution  autour  de  la  Terre. 

Désignons  par  T  le  centre  de  la  Terre;  par  L  celui  de  la  Lune; 
et  par  D  le  premier  point  d ’Aries,  d’où  Ton  compte  les  longitudes 
suivant  l’ordres  des  signes  Tirons  par  le  point  T  la  ligne  TF  perpen¬ 
diculaire  à  TD,  de  manière  que  FTD  soit  le  plan  de  l’écliptique  fixe. 

Cela  posé,  imaginons  par  le  centre  L  de  la  Lune  un  plan  parallèle 
à  celui  de  l’écliptique  fixe;  et  tirons  dans  ce  plan  les  deux  lignes 
LD',  LF',  respectivement  parallèles  aux  lignes  TD ,  TF. 

Supposons  maintenant,  que  le  plan  de  l’équateur  lunaire  coupe 
suivant  la  ligne  H' LH"  le  plan  parallèle  à  l’écliptique,  et  nommons  5 
l’inclinaison  de  ces  deux  plans.  Nous  regarderons  le  point  H'  comme 
le  noeud  ascendant,  et  le  point  II  comme  le  noeud  descendant  de  ce 
même  équateur,  tandis  que  les  points  G',  G"  de  la  ligne  G'  TG  tirée  par 
le  centre  de  la  Terre  dans  le  plan  de  l’écliptique  représentent  respe¬ 
ctivement  les  noeuds  ascendant  et  descendant  de  l’orbite  de  la  Lune. 
Pour  mieux  fixer  les  idées,  nous  ferons  l’angle  H’LD '  =  <//,,  et  l’angle 
H" LD'  =  </*:  de  sorte  que,  par  la  définition  même  de  ces  deux  an¬ 
gles,  on  a  1  équation  ^=180 ce  qui  revient  à  compter  l’angle 
'r'  depuis  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  dans  le  sens  du 
mouvement  de  rotation  de  la  Lune. 

Désignons  par  (A),  (B) ,  (C)  les  trois  axes  principaux  de  la  Lune 
menés  par  son  centre,  tandis  que  A,  B ,  C  représentent  les  trois 
momens  d’inertie  correspondans  à  ces  mèms  axes;  c’est-à-dire  les 
trois  intégrales 

A=SclM(y''- i-O;  B=SdM(x'+z‘)-,  C  =  SdMÇr'' +/')■, 

étendues  à  la  masse  entière  de  la  Lune. 
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Remarquons ,  avant  d’aller  plus  loin,  que,  par  équateur  lunaire, 
on  entend  ici  le  plan  de  la  section  qui  contient  les  axes  {A)  et  (B)  ; 
et  que  nous  regardons  l’axe  (d)  comme  celui,  qui,  conformément 
aux  observations,  demeure  toujours  dirigé,  à  fort  peu-près,  vers  le 
centre  de  la  Terre. 

Nous  nommerons  9  l’angle  compris  entre  1  axe  ( A )  et  la  ligne  LT1 
dirigée  vers  le  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire;  mais  nous 
compterons  cet  angle  depuis  le  point  H"  dans  le  sens  du  mouve¬ 
ment  de  rotation  de  la  Lune. 

80.  Les  trois  angles  0,  f,  9  étant  par  là  clairement  définis,  nous 
supposerons  (d’après  les  observations)  que  l’angle  $  demeure  toujours 
fort  petit,  et  qu’il  est  permis  de  faire  sinQ  =  Q,  cosQ=  1  dans  les 
formules  relatives  à  la  théorie  du  mouvement  de  rotation.  De  sorte  que 
on  a  (Voyez  p.  3 1 1  du  second  volume  de  la  Mécanique  Céleste); 

(2V) 


d<p  d\f/ 

~dt  dt  ’ 


.  dô 

di-cos'n 


P  = 
<1  = 


.  d  \L  dd 

r=z0  dt' cos sin<r, 


dd 

Tt=z  rsincp  —  q  cos  9; 
d\L 

—  qsin<p-*-rcos<p$ 

=0  .ÿt?  -4-  <7  sin  9  -4-  /•  cos  9. 


En  examinant  les  trois  équations  ( G )  posées  dans  la  page  309  du 

1  .  ,  rj  /? —  d 

même  volume,  et  remarquant  que  les  quantités  0,  Z/,  q ,  r,  — ç—  , 
,  A~C  peuvent  être  considérées  comme  étant  chacune  du  pre¬ 
mier  ordre,  on  pourra,  en  négligeant  les  quantités  du  troisième  ordre, 
réduire  ces  équations  à  celles-ci,  savoir; 

dp  =“(^)  j  (  Y'-X')sin  29+2XYcos  2?  j  ; 

dr  ^(^-Tr)p(j'cit=ijTT^  (- ^)(r«  +  Z )  \Xcoso+Ysin9^ 
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en  observant  que  nous  employons,  au  lieu  de  L,  la  lettre  M"  pour 
représenter  la  masse  de  la  Terre. 

81.  Les  trois  coordonnées  X,  Y,  Z  du  centre  de  la  Terre  sont 
rapportées  à  des  axes  menés  par  le  centre  de  la  Lune,  de  manière 
que  Taxe  des  X  coïncide  avec  la  ligne  des  noeuds  de  l'équateur 
lunaire,  et  Taxe  des  Y  avec  une  perpendiculaire  à  celle-ci  située  dans 
le  plan  parallèle  à  Pécliptique:  il  est  évident  que  ces  coordonnées 
sont  égales  à  celles  de  la  Lune  vue  du  centre  de  la  Terre,  mais  prises 
avec  un  signe  contraire.  Ainsi  on  a,  d’après  nos  dénominations, 

y COS  (  V  -+-  -+-  I  8o°  )  .  Ys-n  Sl,l(V  ^  "*■  ^o0)  #  rj S 

U  5  II  9  U  9 

r  1  =  X%  -+-  Y1  -+*  Zl=  1 

'  u 1 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  trois  équations  précédentes  ,  il 
viendra; 


(  dp — 

3  M"u? 

(  ^  ent  (  00  —1—  0  ■' j 

l  dt  — 

jî- 

2(  I  «+ -SS) 

tC-B\ 

\\  c  J v 

3  M’'u} 

(C-B\ 

\  A  ) 

rjl  (i-t-«)s 

A  ) 

--hl 

(  A  —  C\ 

\v<t-  —  \ 

(A-C\ 

\dt^\ 

\  B  ) 

\  a  ) 

Nous  avons  les  valeurs  de  u,  v,  s ,  exprimées  en  fonctions  du  temps: 
ainsi  la  question  est  réduite  à  tirer  de  ces  équations ,  et  des  équa- 
tions  désignées  plus  haut  par  (iV)  les  valeurs  des  six  quantités  p,  <7? 
r,  9,  <^,  0  en  fonction  du  temps.  C’est  en  cela  que  consiste  le  pro¬ 
blème  considéré  en  général;  mais  plusieurs  circonstances  particulières 
en  facilitent  la  solution.  D’abord,  on  peut  réduire  à  l’unité  le  facteur 

_ 5 

(ï+sî)  s,  puisque  nous  avons  fait  la  convention  de  négliger  dans 
le  second  membre  des  équations  (L)  les  quantités  du  troisième 
ordre.  Par  la  même  raison,  nous  pouvons  négliger  les  termes  pério¬ 
diques  qui  entrent  dans  la  valeur  de  id  et  prendre  /^  =  ^;  ^ p • 
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On  sait,  d’après  les  observations,  que  l'arc  p-t-a»—  9  est  toujours 
peu  différent  de  —  1800:  cette  circonstance  range  le  sinus  de  —  ? 
parmi  les  quantités  du  premier  ordre.  Donc,  en  supprimant  dans  le 
second  membre  des  équations  (Z)  les  quantités  du  troisième  ordre 
on  les  réduira  à  celles-ci,  savoir; 

+  2?); 

Ji+(dr£)prJ=-3n'(±i£-)(s-6sin,f)- 

Telles  sont  les  équations  que  nous  allons  intégrer  pour  avoir  la 
première  approximation  ;  mais  nous  reprendrons  les  équations  (Z) 
pour  passer  de  là  à  la  seconde.  Nous  supposerons,  que  les  valeurs 

de  ~  ,  ~ ,  <7,  r  qui  auraient  lieu  en  vertu  des  seules  circon¬ 

stances  initiales  sont  nulles.  Il  est  permis  d’avoir  des  doutes  sur 
cette  hypothèse;  mais  en  l’admettant,  voici  comment  on  détermine  les 
valeurs  de  p,  <7,  r  qui  sont  dues  uniquement  à  l’action  de  la  Terre 
sur  le  sphéroïde  lunaire. 

82.  La  première  des  trois  équations  (Z/')  peut  être  intégrée  indé¬ 
pendamment  des  deux  autres.  Pour  cela  remarquons,  que  la  longitude 
de  la  Lune  est  donnée  par  une  équation  de  la  forme 

v  =  ni  -+-  s — pCndt  H-  ïHsin  H , 

en  représentant  par  ZHsinU.  la  totalité  des  termes  périodiques  quon 
voit  dans  les  pages  618-627  de  ce  volume:  et  que  la  première  des 
six  équations  (iV)  donne,  en  prenant  — 1800  — s  pour  la  constante 

arbitraire  ajoutée  à  l'intégration  ,  J^pdt  =  9  —  <J» — 180  — =  ,  pour  lare 
parcouru  par  la  rotation  de  la  Lune  pendant  le  temps  t.  Il  suit  de 
là  que 

—  9  -5-  1 8o°  =  nt  —  P^ndt  pdt  -h  2 H sin  n. 
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Donc  en  observant ,  que 

< ip d'.f pdt d*.  \fpdt  —  nt+fXjidt  |  ^ 

Ht  dix  H* 

on  pourra  mettre  la  première  des  équations  (Z/)  sous  la  forme 
(A) . ^L=Zn-\n'  (^)sm  j iU-  rtHsinn\ , 

en  posant  pour  plus  de  simplicité; 

U = pdt  —  nt 

La  quantité  U  étant  la  différence  des  moyens  mouvemens  de  ro¬ 
tation  et  de  révolution  de  la  Lune,  on  peut  la  supposer  fort  petite, 
d’après  le  fait  que  la  Lune  nous  présente  toujours  la  même  face  à 
très-peu-près.  D’un  autre  coté  la  quantité  ïHsinïl,  est  toujours  égale 
à  un  petit  nombre  de  degrés  conformément  à  sa  définition.  Donc  , 
en  vertu  de  cette  double  circonstance  on  peut  remplacer  le  sinus  par 
l’arc  dans  le  second  membre  de  l’équation  (K).  Alors  elle  devient 
immédiatement  intégrable,  et  on  en  tire,  en  négligeant  le  coefficient 

différentiel 


U=Gsin  +  -  A(^)' 


Il  suffirait  ici  de  mettre  pour  Çn  le  premier  terme  | irtn{î'—L'  ) 

de  son  expression  (Voyez  p.  485):  mais  il  est  plus  simple  de  sup' 
primer  tout-à-fait  ce  terme ,  en  observant  que  la  très-petite  quantité 
e'  —  E1  donne  un  quotient  fort  petit,  même  en  la  divisant  par  o,ooo50? 

qui  est  la  valeur  probable  de 

Le  terme  multiplié  par  G ,  qui  contient  les  deux  constantes  arbi" 
traires  G  et  > ,  est  celui  par  lequel  Lagrcmge  expliqua  le  premier? 
comment  la  Lune  peut  nous  présenter  toujours  à-peu-près  la  meme 
face  ,  sans  qu’on  soit  obligé  de  supposer,  que  la  vitesse  de  rotatio*1 
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primitive  imprimée  à  la  Lune  a  été  exactement  égale  à  sa  vitesse 
ftioyenne  de  révolution  autour  de  la  Terre. 

Il  suit  de  là  qu'on  a  , 


U~f  Pdt~nt  +  J'Çndt=-3(?-74-')  ~}jnyIIS'"(ri-T\’ 

\mlt)  ~  ô\  C  ) 


pour  l’expression  analytique  de  l’excès  du  mouvement  réel  de  rota¬ 
tion  de  la  Lune  sur  son  moyen  mouvement  de  révolution  autour 
de  la  Terre,  abstraction  faite  du  terme  multiplié  par  G. 

Le  facteur  - jttA - 7; —  ,  indique  la  modification  que  chaque 

y  d  II  L>  '  A 

1  \jïdi)  5  (B-  A) 

terme  de  la  longitude  vraie  de  la  Lune  reçoit  en  se  transmettant  à 
son  mouvement  de  rotation  :  mais  il  est  remarquable  que  l’équation 
séculaire  soit  précisément  la  même  pour  ces  deux  mouvemens. 

83.  Considérons  maintenant  la  seconde  et  la  troisième  des  équations 
(Z/')  après  y  avoir  fait  p  —  n:  ce  qui  revient  à  négliger  des  termes 
très-petits ,  comme  cela  est  manifeste  par  l’expression  précédente  de  U. 
Quoique  s  soit  une  fonction  explicite  du  temps  censée  connue,  le 
terme  multiplié  par  Osin 9  qu'on  voit  dans  la  troisième  des  équations 
(Z  )  empêche  l'intégration  sous  cette  forme.  Mais  Lagrange  a  remarqué 
le  premier  qu’on  pouvait  surmonter  cet  obstacle  par  une  transforma¬ 
tion  fort  simple,  analogue  à  celle  qu'on  emploie  dans  la  théorie  des 
inégalités  séculaires  des  élémens  des  planètes,  qui  consiste  à  faire 

x  =  Q.sin<p,  y  =  Q.cos<p. 

Eu  effet  j  ces  équations  et  leurs  différentielles  étant  combinées  avec 
les  équations  (iV)  donnent  j 

dx  dy  „  „ 

~üi~r^rpy  ’  -3t=~7-px- 

Donc,  en  posant  }>  =  n,  il  viendra 

dr  » _  dlx  dy  dq  _  d2y  dx 

dl  dl‘  ^  dt  î  dt  ~~~  dt 1  ^  dt  * 
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ce  qui  transforme  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (/,')  en 
celles-ci  : 


(L") 


(  d'y  /  A  B  —  C\  doc  */C~B\ 

\w>+n{—  )iü+n  (—  )y=°-’ 

d* oc  (B  +  A  —  C \  dy  #  *  [  C — A  \  o  *  /  C-1  - ~ A  \ 

w-n\—ir—)ii+  4»(— )^-3«  (— )*=°- 


Maintenant,  il  s’agit  d’intégrer  ces  deux  équations  linéaires,  lorsqu’on 
on  y  fait  s  =  Z  K  sin  (a.  nt -h  fi).  Mais  nous  prendrons  pour  s  le  seul 
terme  du  premier  ordre  ysingv  (qui  comprend  la  partie  principale 
de  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune  par  rapport  à  l’écliptique 
vraie)  augmenté  des  termes  de  la  forme  qui  dé¬ 

terminent  la  partie  de  s  due  au  déplacement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique. 

En  supposant  s  =  o,  et  intégrant  ensuite  les  deux  équations  (L") 
on  aurait  la  partie  de  x  et  y  qui  contient  les  quatre  constantes 
arbitraires  renfeririées  dans  leurs  valeurs  complètes.  Mais,  pour  le 
moment,  nous  faisons  abstraction  de  cette  partie,  et  il  est  seulement 
question  de  savoir  quelle  est  l’expression  de  x  et  y  qui  répond  à  un 
terme  quelconque  de  la  fonction  1K  sin^u  .nt-i-p). 

Soit  Ksin^v.  .nt- +-|3)  ce  terme}  si  l’on  fait 

—  x  =  QK  sin  (  « .  (3  ) }  —  y—  QK  cos  (  « .  nt  4-  (3  ) , 


on  trouvera  aussitôt  que  les  équations  ( L ")  seront  satisfaites  en  prenant} 


Q  = 
Q= 


et(A  ■+■  B  —  C) 

A*'-*- B—  C 

3{A  —  C)  (A a*  B  —  C) 

[A  B — C)1-*-  t±A  (C’ — A)-**  B  {C  —  B)  j  — — A)  (C — B) — ABo!* 


? 


de  sorte  que  on  a  5 

—  x  —  1  QK .  sin  (  a .  7il-hp  ) ,  —  y  =  z  QK.cos  (  a .  nt  ) , 

pourvu  que  les  coefficiens  Q  et  Q  correspondans  à  un  argumen1 
donné  a.nt-hp  soient  calculés  d’après  les  formules  précédentes 
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Relativement  aux  argumens  pour  lesquels  la  quantité  a  est  peu 
différente  de  l’unité,  si  Ton  fait  a=i  -h/*,  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  de  f ,  et  les  produits  —  B  -  C),  f(A  —  By, 


Qt  A  B — C-¥-jA  s-\ 

—  A+B  -  C+ifA  ^  ’ 

n_ _ 3  [C-A){A+B-C) _ 

"“A  |  7fB+î{A—  C)|  +3  (B—  C){A—  C)‘ 

La  petitesse  du  produit  (/?*— C)  (A —  C)  permet  de  négliger  aussi 
cette  quantité  ;  et  alors  on  a 

3  (  C — A) 

V  i/B—  3(C  —  A)' 


et  Q'=Q( i  — ou  bien  Q'=Q,  puisqu'on  néglige  le  produit f(A—C ). 
84.  Lorsque  la  quantité  y*  est,  par  sa  nature,  très-petite  relativement 

à  la  quantité  ^jp^,  on  peut,  sans  erreur  sensible,  réduire  à  Q  =  — 1 

la  dernière  expression  de  Q.  Cette  circonstance  ayant  lieu  à  l’égard 
des  termes  de  s  qui  dépendent  du  mouvement  séculaire  du  plan  de 
l’écliptique  (Voyez  p.  2i5  de  ce  volume),  il  est  clair,  que,  par  la 
réunion  des  deux  parties  de  s  considérées  dans  cette  intégration,  on  a 

- 0 . sin  y  ==  -^1( 3 )-^=T) •  sing.nt-ïKsin(«.„t  +  p), 

û  .cos  <?=  -  ■  .  cos  g  .nt-ïKcos(a.nt+p). 

Or,  en  posant 

—  Q,sincp-\-2Ksm(cx.  .jit-bp)  =  —  u.sin(pl  , 

—  0 . coscp -f- ïK cos(a.7it-hl 3  )  =  —  a . cos <pt  , 

il  est  aisé  de  voir  qu’on  peut  regarder  «  comme  l’inclinaison  de 
1  équateur  lunaire  par  rapport  à  l’écliptique  mobile  ,  et  9,  comme  l’an¬ 
gle  formé  par  l’intersection  de  ces  deux  plans  et  l’axe  désigné  par  (A\ 
Donc,  en  remplaçant  g.nt  par  sa  véritable  valeur  (Voyez  p.  724), 
nous  aurons 
Tome  I 
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u.sin  $>,  =— ffl.sin • J'  Z>ndt)-\-t  —  Qx—J'Qndt)S'i 
6) .  cos  f , =— p.y  .  cos  j  g  (  nî  — çndt  )  4-  £  —  0,  — 5  /wft  J  5 

en  posant,  pour  plus  de  simplicité 

3  {C—A) 

^  2B(g—i)—3(C—J)‘ 

La  valeur  de  tang?x  qu’on  obtient  par  la  division  de  ces  deux  équa¬ 
tions  donne 

9,=  1800 -hg(nt— J °  Çndt)-*-z  —  0,— 0  .ndt. 

D’un  autre  coté,  si  Ton  néglige  les  termes  périodiques  on  a,  d’après 
ce  qui  précède,  l'équation  U=  o,  qui  donne 

7x=  i8o*-t-ÿ  +  7tf-4-6— - f *ndt: 

\ 

donc  en  égalant  ces  deux  valeurs  de  9,  ,  et  substituant  au  lieu  de  ÿ 
sa  valeur  1800  —  <f, ,  il  viendra 

ÿ,  =  i9o-+B,+fl O.ndt  —  (g—  1  )  (nt  — j'çndt')  , 

ce  qui  revient  à  dire,  que  la  longitude  moyenne  du  noeud  ascendant 
de  l’équateur  lunaire  est  égale  à  la  longitude  moyenne  du  noeud  de¬ 
scendant  de  l’orbite  de  la  Lune,  même  en  tenant  compte  de  sa  partie 
séculaire  représentée  par  l’intégrale  J'O.ndt.  Ce  résultat  étant  con¬ 
forme  à  l’observation,  on  doit  rejeter  l’autre  valeur  de  9,  qui  satisfait 
aussi  à  l’égalité  des  deux  tangentes. 

De  là  nous  concluons  que  les  deux  équations  trouvées  plus  haut, 
donnent  w  =  (uy  pour  l’expression  analytique  de  l’inclinaison  moyenne 
de  l’équateur  lunaire  par  rapport  à  l’écliptique  vraie.  Sur  quoi  il  huit 
observer,  que  le  second  membre  de  cette  équation  doit  être  positif 
afin  que  la  valeur  de  »  soit  positive,  et  que,  conformément  à  l’obseB- 
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vation,  le  plan  parallèle  à  l’écliptique  mené  par  le  centre  de  la  Lune 
soit  entre  le  plan  de  l’orbite  et  le  plan  de  l’équateur  lunaire,  de 
manière  que  ces  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  ligne  droite. 

Si  le  noeud  ascendant  de  l’orbite  coïncidait  avec  le  noeud  ascen¬ 
dant  de  l’équateur  lunaire 5  alors,  ce  dernier  plan  serait  entre  le  plan 
de  l’écliptique  et  le  plan  de  l’orbite.  C’est  en  cela  que  consiste  la 
différence  des  deux  cas:  le  sens  du  mouvement  de  rotation  serait  le 
même  dans  l’un  comme  dans  l’autre. 

Les  conséquences  qu’on  vient  de  tirer  de  l’intégration  précédente 
sont  modifiées  par  les  termes  affectés  des  constantes  arbitraires  qui 
complètent  les  intégrales.  Mais  nous  renvoyons  au  Mémoire  de  La - 
grange  (Voyez  page  294  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
l’année  1780)  ceux  qui  désirent  de  plus  amples  détails  sur  ce  point. 

85.  Les  expressions  primitives  de  Q  et  Q'  peuvent  être  mises 
sous  cette  forme  5 

C)  (Aoï  +  B  —  C)  ,v_3 {A—C)(A-*-B—C)ol 

V - >  V—  n - ? 

en  posant  pour  plus  de  simplicité  ; 

D=x'\C(C-B)-3Ji+2jÇB  +  C')\  -4B«'-4(C-A)(C-B). 

On  voit  par  là,  que  les  coefficiens  Q  et  Q'  seront  aussi  de  l’ordre 
zéro,  lorsque  le  coefficient  a  sera  d’une  petitesse  comparable  à  B— A. 
Il  y  a  des  termes  de  cette  espèce  parmi  ceux  qui  composent 
l’expression  de  s  \  mais ,  comme  ils  sont  d’un  ordre  supérieur  au 
premier ,  il  devient  nécessaire  d’employer  les  équations  (Z)  pour 
obtenir  avec  justesse  les  termes  introduits  par  cette  seconde  approxi¬ 
mation  dans  les  expressions  de  x  et  y . 

86.  Pour  cela  ,  je  remarque  d’abord ,  que ,  en  faisant  dans  ces 

«quations  ; 

*£=»*,  *'+<ért=—  i8o*-*7—  Siïiwn;  et 

011  peut  les  écrire  ainsi  : 
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|iTÏ2i(£ïi)  ]  ‘  -  •««  (-  - n)|  s»  !U-ïHu„a) , 


[  “  (7~jj  (^F^)  { 5  —  Osm(f  —  U+-  iHsin  n)  J  cos  (JJ—  1H  s  in  n)  j 

actuellement,  si  l’on  supprime  les  termes  du  quatrième  ordre,  elles 
se  réduisent  à  celles-ci  ; 

[^■=zÇn-h3n‘(^)(.au)\U'-  ZHsinn)  ; 


Par  le  même  motif,  on  peut  faire  au=  i  dans  la  seconde  de  ces 
équations,  et  au  =  i  ■+■  e  cos  c.nt  dans  la  troisième,  ce  qui  donne; 


dq 

di "+‘n  s  —  $  s  in  f  )  (  £7—  iHsin  n  )  ; 


Or,  en  examinant  les  difFérens  termes  qui  composent  l’expression 
de  la  latitude  de  la  Lune  (Voyez  pages  704-16)  on  voit,  que,  en 
négligeant  les  quantités  d’un  ordre  supérieur  au  second ,  il  suffît 
de  prendre 

s sing.nt- ey  \sin(g.nt—c.nt)-sin(g.nt-hc.nt)\  +  çniysin(2E.nt--g'Vt} 

La  substitution  de  cette  valeur  dé  s  dans  les  deux  équations  précé¬ 
dentes  donne,  en  négligeant  toujours  les  quantités  du  quatrième  ordre; 
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di+n  (£^?) r=3n  (£=*)  (7 sing.nl-Ssin ?)  (  U-iHsin n  )  5 

!y  5777  g\7Z*  ■+■  Y  sin  (g.TZZ  —  C.77*  ) 

-h  |  ey  57*77  (g.7z£  -4-C.77*)  -4- 1 777y  sm  ( 2E.nl  —  g.77*) 
—  0  5/779  (  1  -+-  3e  cos  c.nt)  -Jr-Qcosy  (U  —  iHsin  n  ) 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  qu’on  a 


^"+';?(~r-)<7=3w  ( 


da _  d'y  dx  dr^  _  d*£ _  _  dy 

~dt  ~dt*  11  dt  >  dt  ~~  dt*  dt  > 


/• 


dx 


-df-W’ 


Donc  en  substituant  ces  valeurs  ,  il  viendra 


dy  ,  / A  +  B—C\dx  */C—B\ 

w+n\—?—)-5Tn \~)y= 

3/7  j  OC  —  y  5777  g.77£  J  (  £7—  ZHsin  n  )  ; 

-» (— 3— )  i1 + 4»  (-g-)* = 


d*x 

7F 


(y  sing.nl  -4-°^  5777  (g.rc/  —  c\77/  )  H-  ^  ey  5777  (g.77/  -4-  r.7?/) 


- 1 777y  5777  ( 2E.nt~g.nt )  —  3xe  C05  c.7?Z  -hj'  (£7—  ïHsin  n)  ] 


Dans  le  second  membre  de  ces  équations  on  peut  substituer  pour 
rî  y  leurs  valeurs  fournies  par  la  première  approximation  j  c’est-à-dire 
(Voyez  p.  766) 

x  =  —  y  p  s  in  g. nt  j  y=  —  yj.cos  g.nt. 

En  outre,  il  suffit,  de  prendre  pour  U—lHsmU  le  seul  terme  du 
premier  ordre  — 2esinc.rU  (Voyez  page  5y4).  Alors  on  obtient; 
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fA  +  B  —  C\dx  .  WC—B\ 

d?-hn[—j—)jl+n  (— )y= 

-*-p)«7  {«w(gr.n<—  C.nt)— cos(g.nt  +  c.nt)\ ; 

_ C\dy  .  ,_'IC—A\ 

Tï  1l\ - —  {—)*= 

7  5/»  g-.rc*  -h  |  niy  sin  (: lE.nt  —  g.nt ) 

■+■  ( 1  ■+■  p)  { Sln  ( g>nt  —  c.wi)  ■+■  5  s/rc  (g.nt  -h  c.nt )  J 

Maintenant  5  si  1  on  considère  seulement  le  terme  affecté  de  l'argu¬ 
ment  g.nt  c.nt ,  il  est  clair  que  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  y  sont  de  la  forme 

x  =  M (  i  -+-  f*)  ey  sin  (g.nt  -  c.nt)  ;  y  =  N(  i  -+-  fi)  ey  cos  (g.nt  -  c.nt). 

En  substituant  ces  valeurs  on  obtient  pour  déterminer  les  coefficiens 
M  et  N  ces  deux  équations  ; 

ivl£5-''-(f-«)'|+Mfe-«)(i^)=3(£5î), 

lesquelles  donnent  $ 


S 

m 

iC—A 
'  B 

■te 

-fl 

_h3C§r— c) 

{!=ç)r*-c) 

r 

3 

N-  _ 

~A  ( 

(^) 

ê'-c),j  j 4( 
|4(^)- 

i-te-O'i 

0‘1-i  te- 

(g— O1 

.  “  ) 

•te-- 

AB 

\  (C — A\  /A  B  —  C\ 

i 

C — B 

(g— c)*}  {4 

/C— ^ 

V  * 

)-te-c)‘ 

/  (g— +  cy 

i  Ali 

En  retenant  seulement  la  partie  principale  de  ces  coefficiens  on  aurait; 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE. 


Il1 


nr^.  3(  C — B)  .  7\r _  HC—A) 

(g r — c)  (^-h£-c)>  —  >.(g-c)(A  +  B— C)> 


et  par  conséquent 


.r  : 


(g-c){A  +  B-C) 
.  (t+n)3(C—A) 


jzzbj  -nsin(g-nt-c-nt)> 


2  (g — C)[A  -*-B  —  C) 


— jj-  .  ey  cos  (  g.nt  —  c.nt  ) . 


Ce  résultat  est  d’accord  avec  celui  que  Laplace  a  publié  dans  le 
cinquième  volume  de  sa  Mécanique  Céleste  (Voyez  page  286),  en 
observant,  que  rien  n’empêche  ici  de  remplacer  le  facteur  A ■+•  B  —  C 
par  A,  ou  par  B  (*). 

87.  D’après  nos  dénominations  ,  la  longitude  moyenne  du  noeud 
ascendant  de  l’orbite  est  exprimée  par 

0,  —  (gT —  Çndt)  -t- / Ondt , 

et  celle  du  noeud  descendant  de  l’équateur  lunaire  est  égale  à  _ ÿ  ? 

lorsqu’on  veut  la  compter,  comme  la  première,  suivant  l’ordre  des 
signes.  Donc,  en  nommant  Q  l’angle  au  centre  de  la  Lune  formé 
par  les  lignes  tirées  à  ces  deux  noeuds  ,  on  a 

o==  —  ,p—Oi  +  (g—  1  )(nt  —  Ç  Çndt)  —  f'Qndt. 

Mais  on  a  vu  plus  haut,  que,  en  négligeant  dans  l’expression  de  U 
les  termes  périodiques,  on  a  l’équation 


O  Le  terme  de  l’expression  de  y  diffère  un  peu  de  celui  qu’on  voit  dans  la  page  223  de  la  Conn.e 
des  Tems  pour  l’anncc  1821;  parccque  M.r  Poisson  a  pris,  dans  la  valeur  de  s,  — 1  -+■  k 
à  la  place  de  — 1  pour  le  coefficient  du  terme  cysin(g  .nt  —  c.nt):  mais  nous  avons 
négligé  la  quantité  du  second  ordre  designée  par  À  pour  nous  conformer  aux  principes 
de  la  méthode  des  approximations  successives.  D’ailleurs  la  véritable  valeur  de  k  qu’il 
faudrait  employer  dans  le  cas  actuel  où  le  temps  t  (et  non  la  longitude  v  de  la  Lune) 

est  la  variable  indépendante,  serait  etc*>  c*  noû  3/»1-*-  —  /»*-*•  etc.  (Voyez 

pages  505  et  497  de  ce  volume). 
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U  =  9 — ÿ —  i8o°—  e-nt-b f  ïndt  =  O  $ 

partant , 

n=i8o'— y— O'  +  i+gÇnt— f, 'çndt)—J'i Omit ; 

ou  bien  n=  180°  — y-t-gn/;  en  écrivant  seulement  gnt  à  la  place  de 
g(ril — f'çndt') 4-î  —  3,  —  fçndt ,  suivant  notre  coutume. 

Les  expressions  précédentes  de  æ,  y,  donnent,  en  retenant  seu- 
lement  les  deux  argumens  gnt,  gnt—cnt-, 

.(O  •  •  “«»?  =  - Wsing.nt-bM(i  +n)eysin(g.nt  —  c.nt), 

(2)  .  .  tocos?  =  —  yncosg.nt-bN(i’bn)eycos(g.nt  —  c.nt). 

De  là  on  conclut  aisément  ces  trois  équations  -, 

usin((p — g .nt)  = <y (~I2~K-^  j(A/- — N)sin{ig.nt —  c.tü)  —  W+N)sincM)\  j 

a  CO  S  (9  —  g.nt )  —  —  yu  —  eliL^tÉ  \(M~-N)cos(^g.nt-c.nt)- (AI^N)cosc.nt^  • 

tang  (9  —  1  8o°—  g-.wi)  =  (  »  -»-  A«)  1  (Af -«•  iV)  JW  c.Vi*  —  (AT —  N)  sin  {ig.nt  —  c.nt)  j 

VL  —  (i  +  m)  |(A/-HiVjc05c.^  -(AT—  N)  cos  (2g. nt  —  c.nt)\ 

Maintenant  ,  pour  tirer  de  la  dernière  de  ces  équations  la  valeur  de 
lare  9 — 1800 — g*nt,  011  fera,  comme  Lagrange •, 


9-  1 8o° —g.nt s-ialoe.  j  »  i8o*-g.*0| . 

&  2/— 1  0  fi  —  (9—  1800  —  ? 

ce  qui  fournit  l’équation 

(  —c.nt  y—  —(ig—cjnir^1 

y-  l8o"-g.nt=î7L,Log.[  1  -‘JLÏïM: düx  +  ev+MM-tru 


2ft 


c.nt  yZT 
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X  désignant  la  base  des  logarithmes  hyperboliques.  Cela  posé,  si  Ton 
développe  ces  deux  logarithmes  on  aura,  en  retenant  seulement  les 
deux  premiers  termes  ; 

(3)  . .  —  n  =  9  —  1  8o°  —g.nt  =  |  (  M  *+■  N)sin c.nt—{M—  N)  sin  {ig.nt  —  c.nt )  J  . 

En  ajoutant  les  carrés  des  équations  (i)  et  (2)  on  en  tirera  ,  en 
supprimant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  de  31  et  A  5 

(4)  .  .  a>  =  y/J. —  ^  j(M-hlY)  cos  c.nt —  {M — N)  cos  {ng.nl  —  c.nt)  J  . 

En  substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  approchées  de  il/,  N 
trouvées  plus  haut ,  il  viendra  ; 


(5) -. 

(6) -. 


a  =  — 


4>  =  7  IX- 


3e  (  1  -4-/a)  1 

ic-4 

2^(g  — c)  \ 

\  2  B 

3ey(i -»-/*)  ( 

/ C—A 

2  (g  —  c )  1 

\  ,B 

C-B\  .  ,  / C  —  A  C — B\  •  , 

—) s,nCMi  +[~ï5 - T)sm  (2SMt  ~CM)  I 

C—R\  .  / C—A  C—B\  ,  ,  s\ 

— —)  °0S C  - — ) C0S-  ( 2S-nt  ~  CMt)  j 


88.  Ces  mêmes  formules  donnent  aisément  l’angle  formé  par  l’axe 
instantané  de  rotation,  et  le  troisième  axe  principal  (C)  :  en  désignant 

cet  angle  par  &»,  011  sait  que  son  sinus  est  exprimé  par  : 

mais  on  peut  ici,  faire  p  —  n  et  négliger  la  puissance  |  de  , 

ainsi  que  la  différence  entre  l’arc  et  le  sinus.  Alors,  on  a 


d’où  l’on  tire,  en  négligeant  les  termes  de  l’ordre  du  carré  des  coefli- 
ciens  M  et  A"  5 

( 7 ) . .  fe  =  (g-  - 1  )  yn + ll+Jâ3Ù  j  M+  JV-b  (M-N)  {g - c) }  cos  c.nt 

_<I±££Z!|  M-N+  (Af+iV)  (§--c)}coi  {2g.nt-c.1U). 

98 
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89.  Il  est  facile  de  tirer  des  formules  précédentes  la  longitude  et  la 
latitude  sélénocentrique  d’un  point  donné  sur  la  surface  de  la  Lune. 
Soient  x" ,  y'y  z"  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux  axes 
principaux j  et  x  ,  y  ,  z  les  coordonnées  du  même  point,  par  rapport 
aux  axes  menés  par  le  centre  de  la  Lune  parallèlement  à  ceux  qui 
déterminent  son  mouvement  autour  de  la  Terre. 

Puisqu’on  néglige  ici  le  carré  de  l’angle  désigné  par  0,  les  formules 
générales  de  la  transformation  des  coordonnées  donneront  (Voyez 
page  73  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste) 

(  x  =  x" cos  [z  —  6) — y" sin  (y  —  ^  )  -f- z".  Osin , 

(/)  •  .  '  y=x',sm(<p-~f)+y',cos(<p  —  <p)-hz".$!cos'Jj  , 

[  z’ —  z" — 0  (y1 r cos  y  +  x'  sinrp'). 

D’un  autre  coté  nous  avons 

a  =  R  cos  X  co  s  sr ,  y"  =  R  cos  X  s  in  n ,  z"  =  R  s  in  X  , 

x  =  R  cos  A  co  s  II ,  ÿ  =  R  cos  A  s  in  II ,  z  =  R  s  in  A  , 

pour  les  coordonnées  polaires  du  point  considéré  sur  la  surface  de 
la  Lune  ;  R  étant  son  rayon  vecteur  mené  par  le  centre  de  la  Lune  ; 
X  et  sr  sa  latitude  et  sa  longitude  sélénograpliique  ;  A  et  II  sa  latitude 
et  sa  longitude  sélénocentrique.  Donc  ,  en  substituant  ces  valeurs  , 
il  viendra 

COS  A  COS  n  =  COS  X  COS  (  ç  —  <',-4-st)-4-0.  sijl  X  si 71  û  • 
co  s  A  s  in  n  =  CO  s  X  sin  (  9  —  <1  -+-  sr  )  +  0 .  sin  X  co  s  -f  j 
si  n  A  =  sin  X  —  S .  cos  X  sin  (  p  •+■  &  ). 

La  dernière  de  ces  trois  équations  peut  être  mise  sous  la  forme 
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2  sin  t  (A — l)  cos  |  (A  ■+■  X) =  —  0 .  cos  l  sin  (<p  ■+•  ®)  j 

ainsi,  il  est  évident  quon  a,  A  —  X =  —  0 .  sin  (y +  ,  lorsqu’on  néglige 

le  carré  de  0 . 

Les  deux  premières  des  memes  équations  donnent  ; 

Î_  /  .  \  1  ô  .sin  \  cos  L) 

H  -  coj  ^  d.  sin  Xsiu  (f>  ^  . 

Donc  en  négligeant  le  carré  de  0 ,  on  obtient 


Mais  nous  avons 


11  =  9  —  t|/  +  w  +  5.  tan  g  X  cos  (  ç  -h  w  ). 
U=y  —  ^  — 1800  —  £  —  7J/-4-  Ç77J/J 


partant,  si  l’on  change  6  en  m  (ce  qui  est  permis  sans  erreur  sen¬ 
sible)  il  viendra 

A  =  >.  —  w .  sin  (<p  -+-  sr)  • 

n  =  Gr-4-  180  -h  î~1r7it  —  j Ç ndt  -+-  ZJ •+*  « .  tang  X  cos  (9  -+-  sr)  j 
ou  bien,  à  cause  de  x  =  usmcp,  y=a  cos  9  5 
A=X  —xcoSTS—ysiwx  ; 

Il  =sr  -+-  I  8o°  H-  (77^  -h  e  -/ s  +  £7-t-  ta77g X  (y  C05  5T  —  ,1'iw  cr). 


En  retenant  dans  l’expression  de  £7  les  deux  principaux  termes  pé¬ 
riodiques  seulement,  ce  qui  revient  à  prendre  (Voyez  pages  763  , 
6,9  »  618). 


U=  3 


668" ,644  •  sino'm.nt  32641", 

616  .sine. nt) 

m1  —  3  j 

1  <*— 3| 

• 

9 


on  aura,  après  avoir  substitué  les  valeurs  précédentes  de  x ,  y» 
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(A=z\+ytx.sin(g.nt-hiz') 

— — ^  j sîn(g.nt—cjil-*-zr) — {N—M)sin{g.nt—c.nt—rz) J  \ 

!IT =st-+-  i 8o° -H (nt -+•  e  Çndt)  —  7 [L.tang\.cos  (g-./tf -t-cr) 

+  y(i  +f)  tanS *  (^-H  M)cos ( g.nt  —  C.72*  -t-sr) 

-+-  Y  (  I  “+■  f*)  *  (iV—  M)  COS  {g  Jlt  —  C.Tfif  —  ar) 

,  ft _ ^  v  1 668", 644  •  -su*  c'm.nt  2264 1  ",626 .  sinc.nt  ) 

+H— )}-,(*-) 

Pour  réduire  en  nombres  ces  dernières  formules,  nous  prendrons 
(Voyez  pages  16  et  606) 

3(^-B^)=°>ool69t7>  3(^-^)=°>0017911;  3 (£=-£-)= 0,0000993; 

g-  —  1  =  0,00402 1 59  j  1  —  c  =  o,oo845oo5. 

De  là  on  tire  (Voyez  pages  7 66,  771  et  585) 

1/911  o z’  / o  »  r  993  />  »r  895a  q  q 

^  =  62521 =  0 5 2 o 64.8  j  ^  =  124716  =  050079^2  1  ?  ^  =  12471  0  =  0,07.1803  ? 

M-hiV=  0,0 7 97 65  5  iV— ü/=o,o6384i  j  7/j.=  i°.  28,.4I  V^? 

ey,'-hfi,{N*M)  =  52",21-,  CY"*^](N~M)=4i",84i 


et  par  conséquent  5 

fA=:>  -H  (i°.  28'.  4i">6)sm(g.n£-+-s7) 

—  5  2  ",  2  7  s/n  (g./^  —  c.n£  ■+*  ar)  -+-  4 1  %84  (g./*/  —  c.nt  —  ®)  ; 

(io)|n=sM-  i8p°-4-(rc£-w  —  ç  n*ft)  .«+■  289"^  8  s  in  dm.nt 

—  39",  2 1  s/>7  c.n£  —  (  1  °.  2  8'.  4 1  ",  6)  tcing  \  cos  {g.nt  -+-  57) 

-+-  tang  a  j  5  2",  2  7  COS  (g.w£  —  C./j£  -fr-  ct)  -+-  4 1  "?84  COS  (g.7?£  —  C.Jïi  —  ®)  I  * 


2264»#',G26 


=  39",2I  J 
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On  ne  doit  pas  perdre  de  vue,  que  la  longitude  sélénographique  or 
est  censée  comptée  depuis  l’axe  (  A )  dirigé  vers  la  Terre  dans  le  sens 
du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune. 

90.  L’observation  des  taches  de  la  Lune  fournit  directement  les 
valeurs  de  A  et  n,  à  l’aide  des  latitudes  et  des  longitudes  géocen- 
triques ,  en  supposant  connu  le  demi-diamètre  de  la  Lune.  Les 
équations  qui  lient  ces  différentes  coordonnées  sont  faciles  à  former. 
En  effet j  soient  |3',  la  latitude  et  la  longitude  géocentrique  d’un 
point  pris  sur  la  surface  de  la  Lune,  et  p  sa  distance  au  centre 
de  la  Terre:  si  l’on  représente  par  a,  p,  p  ce  que  deviennent  ces 
coordonnées  par  rapport  au  centre  de  la  Lune,  il  est  clair  qu’on  a 
ces  équations  ; 

!/.  cos  y!  cos$  —  p.cosacosfi=:x=R.cos  A  cos  n  , 
p.  cos  y!  sin$’ —  p  cos  y  sin  /3  =/  =  R .  cos  A  sin  n  , 

1  •  sin  y!  —p.  sin  a  =  z'  =  R.  sin  A. 

Actuellement  si  l’on  désigne  par  p\  ,  ,  p't  ce  que  deviennent, 

respectivement  ,  les  trois  quantités  pr ,  a  ,  (3',  lorsqu’on  les  observe 
d’un  point  pris  sur  la  surface  de  la  Terre  ,  dont  R!  soit  la  distance  à 
son  centre  et  A',  n'  la  latitude  et  la  longitude  de  son  zénith,  011  aura 

1p  cos  ck  co  s  $  =  p\  co  s  a,  cos  (3',  R’  cos  A'  cos  n' , 

p'  cos  y'  sin  (3'  =  p\  cos  a,  sin  -4-  R  cos  A'  sin  II' , 

p  sin  y!  =  p\  sin  cl  t  h-  R  sin  A'. 

Cela  posé,  je  regarde,  pour  plus  de  généralité,  la  figure  de  la  surface 
de  la  Lune  comme  elliptique  j  de  manière  que  son  équation  rapportée 
à  ses  axes  principaux  soit , 

X "»  y"*  S*'» 

(3F  "*■  TW  ■+"  (cÿ  =  '* 

Maintenant,  pour  rapporter  cette  équation  aux  coordonnées  x\  y  ? 
je  remarque  ,  que  'les  formules  de  la  transformation  des  coordonnées 
donnent 


I 


77^  THÉORIE  DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE 

X  "=  x  cos  (9  —  ti/)  -*rÿ  s  in  (9  )  —  z'.  0  9  j 

y  —  -  -r'  «’/i  (9 — <//)  -+»y  cos  (9  —  9)  —  7! .  Ôcos  95 

£  ,==  2  -H  5  (x'  Si/*  ÿ  -f-y  COS  </>). 

(Voyez  page  75  du  premier  volume  de  la  Mécanique  Céleste). 

11  suit  de  là,  et  des  équations  (y*')  et  (y"),  que 

=  /.  ! cos  cos  (?  —  Ÿ  —  P',)  — 0 .  s/V&  9  im  a',  | 

—  ?  co^(9  —  <//  —  (3  )  —  j 

-4-  Z?7  |cos  A'  cos  (9  —  </>  —  n')  —  0 .  sinysin  A'  J  $ 

y  =  “  f'.  i  cos  a,  sm  (9  —  9  — .  (3',)  -4-  0 .  cos  9  s  in  a,  | 

-4-  f  jCOSa  SZ7Z  (9 — (jj  —  (3  )  -+-  0  .  COS  9  S27Z  «  | 

—  R'  Jcos  A'  s  in  (9  —  9  —  n')  -4-  0 .  cos  9  sz>*  A'  j  j 

z"  =  { WW  a,  -h  0 .  COS  a,  (9  “H  P'f  )  | 

—  p  j sin a  -4-0. cos  a  sinty-hj 3  )j 
-+- i?'  |swA'-4-0.cosA'sz>z(9-4-n'  )  j. 

Donc  en  écrivant ,  pour  plus  de  simplicité  j 

x"  =  H'p'-H?  +  KR  -,  y* t=  —  G'p,  ■+• Gp  —  AT?';  z"=F'p'-Fp+K"R-, 

et  nommant  A,  A',  A"  les  angles  sous  lesquels  on  verrait  du  centre 
de  la  Terre  les  trois  axes  (A),  (j 5),  (C)  ,  on  aura 

(^)  =  0 .  JW  A  •  (B)z=zp.  sin  A’  ;  (C)  =  p .  sm  A"  5 

ce  qui  change  l'équation  de  la  surface  de  la  Lune  en  celle-ci: 

1  ,  —  H+Ksinny  ,  [G'  z—  G -h  K' sin  FI7)*  ,  (F'z  —  F  +  K"  sinW'Y  t 

V  '  *  <  ««‘û  jm»A"  * 

OÙ  l’on  a  fait  R  =  p.sinn",  p\  =  p.z. 
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Ainsi,  on  aura  par  cette  équation  la  valeur  de  p',,  lorsque  celles  de 
P  ?  A,  A',  A"  seront  connues.  On  suppose  tacitement,  que  la  valeur 
de  i-t  a  été  calculée  à  l’aide  de  l’équation 

<p  —  6  =  i8o°  4-  (nt  -i-  s — j* Zndt)  4-  U  5 

et  que  les  valeurs  de  Osin? ,  6 cos?  ont  été  calculées  à  l’aide  des 
équations  (i)  et  (2)  trouvées  dans  la  page  772* 

Cela  posé,  les  équations.  (/')  et  (f")  donneront  les  valeurs  de  A 
et  n  ,  puisqu’on  en  tire  ; 

z  .  cos  et',  sin  >3',  —  cos  a  sin  B  ■+■  sin  II"  cos  A'  sin  II' 
z  .  cos  ol\  cos  B\  —  cos  et  cos  B  •+■  sin  11"  cos  A'  cos  II' ? 

cos  n  j  s  .  sin  à',  —  sin  a.  -+-  sin  II"  sin  A ' } 
s  .  cos  et',  éos  B’i  —  cos  et  cos  B  -t-  sin  II"  cos  A1  cos  fl' 

Il  est  facile  d’éliminer  de  ces  expressions  les  quantités  A'  et  n'.  En 
effet,  si  nous  nommons  L  la  latitude  géographique  du  lieu  de  l’ob¬ 
servation  ÿ  S '  le  temps  sidéral,  et  u  l’obliquité  de  l’écliptique,  on 
a,  comme  on  sait,  ces  trois  équations 

!cos  A'  sin  ri'  =  sin  o  sin  L  -t-  cos  «'  cos  L’ sin  S'  ; 
co s  A'  co s  n'  =  cos  L  co s  S'  ; 

sin  A'  =  cos  &>'  sin  L ’  —  sin  &>'  cos  L '  sin  S . 

On  peut  donc  substituer  ces  valeurs  dans  les  équations  (12)  et  écrire 
ainsi  les  coefficiens  de  R  qui  entrent  dans  les  valeurs  précédentes 
de  x"y  y" y  z  \  savoir 

K  z=cos  (9  —  cos  L' cos  S  4-  sin  (9  —  <f)  j  sin  w  sin  L'  4-  cos  a'  cos  L' siji  S' j 
—  0 .  sin  9  \  cos  J  sin  L'  —  sin  w'  cos  L' sin  S'  )  *, 

A1 = s  in  (y  —  cos  R  cos  S'  —  cos  (9  —  î  sin  sin  L'  4-  cos  0  cos  L  sin  S  j 
4-  0 .  cos  9  |  cos  «'  sin  L'  —  sin  «'  cos  L '  sin  S'  )  ; 

K~mtùsinÜ~ sin<ùcosLsinS+cosRcosS\hsmt?cos(y— <f)—  O.cosfsinfc-  p)  ( 
4-  cos  (9  —  ÿ') .  0 .  cos  9  (im  d  sin  l!  4-  cos  a!  cos  L' sin  S  ) 

4- sin  (9  — .  0  .sin  9  (sin  sin  L'  4-  cos  »  cos  L' sin  S' ). 


O)  .  . 
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91.  L’équation  (11)  se  simplifie  considérablement,  lorsqu'on  sup¬ 
pose  la  figure  de  la  Lune  sphérique  5  c’est-à-dire  A  =  A'=A".  Alors, 
en  développant  les  différens  termes  qui  composent  cette  équation , 
on  trouve  égale  à  zéro  la  partie  multipliée  par  la  première  puissance 
de  0  :  et  comme  on  néglige  dans  cette  analyse  le  carré  de  0  ,  il  en 
résulte,  que  l’hypothèse  delà  figure  sphérique  réduit  l’équation  (11) 
à  celle-ci  ; 

(i4)  •  •  °=zl—  2z(cos&—  sinn9cos&,)-hcos%à^siniïi!,-‘ ïsinw'' costT-, 
où  l’on  a  fait ,  pour  plus  de  simplicité  ; 

Icos  0'  =  sin  a',  sin  a  -4 -cos  a\  cos  «  .  cos  (/3'(  —  (3  )  j 
cos  0,r=z  sin  a ,  sin  A'  -4-  cos  a,  cos  A' .  cos  (j3',  —  n')  ; 
cos  0'"= sin  a  sin  A'  -4-  cos  a  cos  A',  cos  (  (3  —  If). 

Maintenant,  si  Ion  fait  z=i — £,  on  trouvera,  en  résolvant  l’équa¬ 
tion  (i4)  par  rapport  à  §5 

6,  l  (2 sin' 6-  -4-  sin  n"  cos  ô"\ —  sin'  n"-4-  sin'  A 

%  =  2sin*.  ^-t-sinHf'cos&' — <  , 

| — 4 sin*  ^  —  2  5m  n"  (co$  0" —  co$  £"') 

d’où  l’on  tire 


Le  système  des  équations  (1 2),  (i3),  (i5) ,  (16)  offre  donc  le  moyen 
de  calculer  les  valeurs  de  A  et  n  par  l’observation  des  taches  de  la 
Lune.  Ensuite,  la  comparaison  de  ces  valeurs,  avec  celles  données 
par  les  équations  (9),  fournira  un  système  d’équations  de  condition 

propre’  à  déterminer  les  quatre  constantes  X,  ar,  p, 

92.  On  pourrait  envisager  cette  recherche  sous  un  autre  point  de 
vue  fondé  sur  cette  remarque.  Les  équations  (t f  )  posées  dans  la 
page  774,  donnent 


(16)  .  .  .z=  1  —  2 . sin.6- — sin n”cosû"-\ 


sin '  A — sin 1  n"  sin '  0"—  sin2  0'  j 
-  2  sin  n"  (  cos  0'" —  cos  0\  cos  0n  )  ) 
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x  sin  9  -f -y  cos  9  =  x'f  s  in  9  -\-y'  cos  ?  -4-  z"0. 

Donc  ,  en  négligeant  le  carré  de  0  ,  la  troisième  des  memes  équa¬ 
tions  (jf)  donne 

z'  =  s"  —  X .  0  SW  9  —y*  0  Ÿ: • 

Mais  nous  avons  R sinl  =  p .  sin ^sinï  ,  et  les  équations  (/*)  ,  (/  ) 
donnent 

x'=p.  Q'  j  '  y=/3.Q";  Q'"; 

en  posant ,  pour  plus  de  simplicité  , 

r  Q'  =  2  .  CO*  a ,  cos  p\  —  cos  a .  cos  p  -4-  sw  n".  cos  A',  cos  n'  j 
(  1 7)  .  .  .  ]  Q"= z .  cos  a,  sw  P',  —  cos  a .  sw  p  -4-  sâi  II",  cos  A',  sm  n'  5 
(  Q'"=  z .  sin  a\  —  s  in  a  -4-  sin  n".  sin  M  : 

donc  on  a 


(18) . sin  A  sin\=Q'.Q  sin  ÿ-i-Q".Q  cos 

Maintenant ,  il  faut  observer  ,  que 

Qsinÿ  =  0smi<p  —  (9  —  9)  |=0sw9  ,cos(9  — 9)  —  0 cos 9 .sm (9  —  9)  , 
0 cos9  =  0cos  j 9  —  (9  —  9)  |  =  0 cos 9 .  cos  (9  —  '^)  -4-  0sw  9 .  sm  (9  —  9)  , 


9  —  9  sr  I  8 0°  ■+*  (W  -4“  £7 ? 

et  que  par  conséquent  nous  avons,  en  négligeant  le  carré  de  U  ; 

9sinf  =  Scosf.  sin  (lit  ■+■  s  — /  \ndtsj  —  0  sin  o. cos (ni + s  —fçndt) 

-hU\ûcos<?.cos  (nt  •+■  £  —Ç :ndl )  -4-  9  sin  y .  sin  (nl+i  — f Indt)  j  ; 

5  cos  y  =  —  9  cos  ç .  cos  {ni  -t-  s  — j'tndCj — 9  sin  f.  sin  (ni -h  s  —J\ndt') 

-+•  U 1 0  cos  y .  sin  (nt  +  s  — -  j':ndt)  —  0  sin  o .  cos  (nt  4-  .=  —  j\ndC\  J . 
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Eu  écrivant  a  au  lieu  de  0  dans  le  second  membre  de  ces  équa¬ 
tions,  et  éliminant  ensuite  usiny,  ucoso,  à  l’aide  des  équations  (i) 
et  (2),  on  trouvera,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  UM  ou 
par  UN  $ 

Osin  6z=y  11.  sin  (g.nt  —  nt )  —  ytx  U .  cos  (g.nt  —  nt) 

j ( N—M )  sin  ( g.nt  —  c.nt  -+-  nt)  -+-  (N+M)  sin  ( g.nt  —  c.n<  J 

Scos  <p  cos  (g.nt  —  ni)  -4-  y/-t  £7.  sm  (g-.ni  —  n/) 

_  1  (jy_M)  cos  (g.nt  —  c.nt -4- rcz)  4-  (N+M)  cos  (g.nt— c.nt— nt)\ 

Cela  posé,  si  Ion  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (18),  on  aura  5 

(sin  A  sin  X  —  Q'"  = 

Vfi  î  (Q'-h  ^  Q”)  -  nf)  -h  (Q"-  £7Q')  cos  (g./z*  -  nt)  j 

l 1 9j  j-h  (l±M)ey(A— JH)  j  Q,  sin  ^nt  _  cjrf  +  nt^  _  Q,  cos  ^nt  _  cn( + ^  J  J 

r*-  j  Q’  s/n  (g.nt  -c.nt—  nt)  —  Q’cos  (g.nt — c.nt  -  nt)  J . 

Cette  équation  a  l’avantage  de  renfermer  seulement  les  trois  incon¬ 
nues  X,  {j. ,  après  qu’on  y  a  remplacé  U,  M,  N  par  leurs 

valeurs.  Mais  il  vaudra  mieux  l’employer  en  y  supprimant  d’abord  les 
termes  multipliés  par  U  $  ce  qui  la  réduit  à 

(20)  .  .  sin  A  sin  X  =  Q"'-h  y\x  j  Q'  sin  (g.nt  —  nt)  -h  Q''  cos  (g.nt  —  nt)  j . 

93.  Si  l’on  veut  compléter  les  formules  précédentes  par  l’addition 
des  termes,  qui  renferment  les  quatre  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  valeurs  de  x ,  y ,  il  faudra  reprendre  les  équations  (U!) 
posées  dans  la  page  76 4,  et  les  intégrer  après  y  avoir  fait  s  =  o. 
Cette  intégration  étant  exécutée  par  la  méthode  de  Lagrange  (Voyez 
pages  284,  285  ,  et  291  du  volume  de  l’Académie  de  Berlin  pour 
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tannée  1780)  donne,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  du  carré 
°u  du  produit  de  C~~-~  et  j 

x=zM'  sin  (nt  -4- p'nt  -+-/')  -h  M" sin  (i p”nt  -4- /"  )  ; 


y  =  M'  COS  (lit  -4-  pnt  -4 “/')+•  p"  M "  COS  ( p"nt  -h/"  )  ; 

°ù  M\  M",  f"  désignent  quatre  constantes  arbitraires,  et 


_ 3  (C — A\  tt _ ^  f  /  /  C — A\/C — B\  '  ^,1, _ |/C — A 

P—  •2\~c~)>  P—  2\  \  C  )\  C  )’  P  —y  C^D- 


Ces  valeurs  de  x,  y  donnent,  en  négligeant  les  termes  multipliés 
par  U  ; 


0  sin  •}  =  —  M1  sin  (p'nt  -h/v  ) 


-t-M"  j  (//'—  I)  sin  ( nt+p"nl  -+-/")  -+-  |)  sin  (nt  —  p"nt -f")  j  ; 

Ocos<p-=  —  M.'  cos  (p'nt  -+-  J'1') 

—M"  j  {])"—  i)  cos  (nt  +p"nt  -t-/'')  +  i- I)  cos  (nt  —p"nt  - f")  J . 

Les  formules  (8)  (Voyez  page  775)  démontrent,  que  ces  mêmes  va- 
leurs  de  x ,  y  introduisent  dans  la  valeur  de  A  les  termes 

—  M' sin  (nt  -4- p'nt  +  sr-4- /*) 


-M" j (p"’+\) sin(p"nt+*+f") - (//- 1) (p"nt - «+/") j . 
et  dans  la  valeur  de  n  ,  les  termes 
-4-  M' tan  g  1 .  cos  (lit  -f-  pnt  -4-  v>  -+-/  ') 

+  M"  tang  X  j  (/>"'+ 1)  cos  (p"nt  +  *+/")  +  (p'"-  i)  cos  (p"nt -*+/")  j. 

En  considérant  l’expression  de  tang  (<p  —  1 8o°—  g.nt)  posée  dans  la  page 
772,  il  est  aisé  de  voir,  que  son  numérateur  augmente  des  termes 
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M'sin  |  fe-i  )  nt-pnt—fl sin(g.nt+p"nt  -r/')| 
y  1 4 -M"(±+p"'}  s  in  (g.nt —p"nt  —f")  j 

et  son  dénominateur  des  termes 

_  2  (  M cos  \(g-i) ni  —put -f  |  -M" ( \ -/?’") cos(g.nt+p"nt+ /") ) 
■M”  (-J  +/")  ««  (g-nt  — p"nt  -f")  j 

de  sorte  que  1  expression  de  — n  donnée  dans  la  page  773  sera  aug¬ 
mentée  des  termes 

,  i  M’ sin\{g-i')nt-p,nt-f\  j 

'  ) sin(g-nt-*-p”nl -h/7') sin (g.nt  —  p'nt—f ") 

94.  En  réfléchissant  sur  la  forme  des  argumens,  dont  les  coefliciens 
sont  fonction  des  trois  constantes  arbitraires  G  ,  M',  jfcf",  il  devient 
difficile  de  croire  ,  que  l’omission  de  ces  termes  puisse  avoir  eu  une 
influence  considérable  sur  les  deux  quantités  3(^=^  =  0,0017911, 

3  (^ë^)  =  o, 0016917  3  déduites  d’un  grand  nombre  d’observations  de 
la  tache  Manilius.  11  est  vrai ,  que  ces  résultats  sont  loin  de  s’accor¬ 
der  avec  ceux  tirés  de  l’hypothèse  de  la  fluidité  primitive  de  la  Lune 
par  couches  de  densités  variables.  Néanmoins  ,  il  me  semble  qu’on 
s  approchera  davantage  de  la  vérité,  en  abandonnant  cette  hypothèse, 
qu’en  attribuant  aux  valeurs  précédentes  de  3(^==^,  3^=^)  des 

erreurs  assez  grandes  ,  pour  pouvoir  les  regarder  comme  la  cause 
unique  de  cet  écart  entre  la  théorie  et  l’observation. 

Probablement,  de  nouvelles  recherches  fixeront  mieux  nos  idées 
sur  cette  anomalie  ,  et  nous  mettront  en  état  d’apprécier  avec  plus 
de  justesse  tout  ce  qu’il  peut  y  avoir  de  réel  dans  l’ingénieuse 
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explication  donnée  par  Laplace  sur  les  progrès  de  la  cause,  qui 
d  abord  fait  naître  et  ensuite  détruit  le  terme 

G.sin  [rc* 

dans  1  expression  de  la  libration  en  longitude  (Voyez  page  4i4  du 
ystème  du  Monde,  cinquième  édition). 

s  il  est  permis  d’appliquer  ici  une  hypothèse  émise  par  Lagrange 
l  oyez  page  7  5  du  second  volume  de  la  Mécanique  Analytique)  on 
lra,  que  ce  terme  de  la  libration  a  pu  être  anéanti  par  l’effet  d’une 
explosion  interne  dans  le  globe  de  la  Lune;  et  on  accordera  en  même 
emps,  que  sa  renaissance,  en  vertu  d’une  cause  semblable,  n’est  pas 
Remontrée  impossible. 


§  <4. 

Note  sur  le  mois  Lunaire  synodique. 

ÿ.  Si  les  mouvemens  de  la  Lune  et  du  Soleil  étaient  parfaitement 
uniformes ,  .1  est  évident  que,  en  nommant  X  le  nombre  des  jours 
moyens  compris  entre  deux  oppositions  consécutives  de  leurs  centres 
oe  gravité,  on  aurait  l’équation  nX-n'X=36o°,  et  par  conséquent 


Cest  celte  quantité  (constante  d’après  sa  définition)  qu’on  a  coù- 
^Uie  de  nommer  mois  lunaire  synodique,  ou  intervalle  moyen  entre 
eux  Peines  lunes  consécutives. 

fai|°Ur  P°UVo!r  déterminer  la  valeur  de  X,  à  l’aide  d’observations 
!Ues  sür  le  mouvement  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  l’état  réel  des 
^  uses,  il  faut  en  avo;r  l’expressi0n  par  d’autres  quantités  susceptibles 
etfe  mesurées  d’après  les  phénomènes.  Pour  cela ,  remarquons  d’abord 
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que  ,  en  nommant  v ,  V  deux  longitudes  vraies  de  la  Lune  correspon¬ 
dantes  aux  instans  t,  T ,  011  a 

v=nt+t-fïd»+F(i)  ;  F=  nT+  £  -f'çdv  +  F  (T)  , 

F (^)  7  F  ( 7 étant  la  somme  des  termes  périodiques.  Ces  deux  éqtia- 
tions  donnent 

(2)  .  .  .  V  —v=n(T—t) -fidv -hJ\dv  +  F(T)-F(ty 

Soient  v,  V  les  longitudes  vraies  du  Soleil,  qui  ont  lieu  aux  mêmes 
instans  t ,  T\  on  aura  semblablement 

(3)  . 

Donc  ,  en  retranchant  l’équation  (3)  de  l’équation  (2)  il  viendra 

(4)  ^  — ^ — c^— A’coi  -  i/(p-/ft)i  , 

et  par  conséquent  ; 

(5)  X=  _ _ (r-  0  36o° _ 

w  •  •  (r—v)  —  {r—v’)  —  \f'ldv-fÇdv\—\F{ T)—F(t)  )  •+•  |/( T)  —/(O  j  • 

Analytiquement  parlant,  cette  expression  ne  donne  pas  la  solution 
du  problème,  puisque  les  quantités  n  et  ri,  ainsi  que  les  autres 
élémens  des  deux  orbites,  s  y  trouvent  renfermés:  cependant,  on  peut 
1  appliquer  avec  un  grand  succès  ,  en  choisissant  convenablement  les 
tems  t  et  T.  Ln  effet;  si  ces  deux  époques  sont  séparées  par  un  fort 

grand  nombre  d  années  ,  la  quantité  progressive  {JX _ _ (y* _ •*/) 

pourra  devenir  incomparablement  plus  grande  que  la  quantité 

f^-f^-\F{T)-F{t)\  +  \f(T)-f{t)\, 

composée  de  termes  périodiques  :  et  alors  on  pourrâ  réduire  la  for¬ 
mule  précédente  à  celle-ci  ; 
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V (  T — Q  36o° 

\  '  *  *  •  ““  — 

qui  a  l’avantage  d’être  indépendante  de  tout  ce  qui  exige  une  con¬ 
naissance  approfondie  de  la  théorie  de  la  Lune  et  du  Soleil.  Pour 
en  faciliter  davantage  l’application  ,  on  pourrait  choisir  pour  t  et  T 
les  instans  correspondans  à  deux  oppositions  ,  lesquels  sont  rendus 
visibles  par  la  pleine  Lune  :  alors,  le  dénominateur  y)  —  (J7'  —  y') 
est  égal  à  autant  de  fois  .36o°  qu’il  y  a  eu  de  pleines  Lunes  dans 
1  intervalle  T—t :  de  sorte  que,  en  désignant  par  i  ce  multiple  de 
36o°,  on  aura 

(7)  •  •  • 

Pour  perfectionner  celte  méthode,  et  éliminer  l’indécision  que  laisse 
l’observation  des  instans  de  la  pleine  Lune  ,  il  faudra  choisir  deux 
oppositions  correspondantes  à  deux  éclipses  de  Lune  ,  et  prendre  pour 
t  et  T  les  instans  qui  ont  lieu  au  milieu  de  l’éclipse.  Ces  instans  ne 
sont  pas  toujours  ceux  de  l'opposition  précisément  $  mais  la  grandeur 
du  dénominateur  i  pourra  atténuer  Terreur  de  quelques  minutes,  que 
cette  manière  devoir  laisse  dan.  la  mesure  de  l’intervalle  T—  t.  Les 
anciens  ont  employé  cette  méthode  sans  savoir  au  juste  le  degré  de 
précision  dont  elle  était  susceptible.  Si  Ton  veut ,  dans  l’état  actuel 
delà  science,  connaître  la  correction  qui  doit  être  faite  aux  évalua¬ 
tions  de  ce  genre  du  mois  Lunaire  ,  on  calculera  les  quantités 

R=f\dv-fi \F(T)-F(t)\  -  j/(7-)-/«î , 
qui  avaient  lieu  aux  instans  t  et  T,  et  on  prendra 


(8)  . 


_{T—  t)  36o° (T — Q3fio°  (  R 


M—Ii 


etc.  * 


Remarquons  maintenant,  que  l’expression  de  la  longitude  vraie  de  la 
Rune  posée  dans  les  pages  748  ,  7  49  ?  donne 
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4-  19860", 79g  pour  la  somme  des  coefficiens  affectés  du  signe  -+- > 
—  946",4i8  pour  la  somme  des  coefficiens  affectés  du  signe  —  S 

et  qu’en  conséquence  la  quantité  R  ne  peut  pas  surpasser  io°  dans 
les  cas  les  plus  défavorables.  Si  à  cette  circonstance  on  ajoute  celle-ci 5 
que  dans  les  observations  d’éclipses  on  peut  supposer  la  quantité  M 
égale  à  un  nombre  exact  de  circonférences  (du  moins  à  l’égard  de 

la  fraction  011  en  conclura  que 


M  ^ K. 36o° 


A  désignant  un  nombre  entier. 

96.  Soit  Y  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  du  Soleil, 
nous  aurons  36o °  =  n'Y  :  donc  en  introduisant  cette  valeur  dans 


l’équation  (1),  il  viendra 


ni 

1  —  m  ‘ 


En  nommant  Y '  la  durée  moyenne  de  l’année  tropique  ou  équino¬ 
xiale,  on  sait  que 


Y'=Y\ 


501  . 

12960000)  > 


partant  nous  avons 


,  n  .  -Y _  m  501  ! 

\I  Oj  •  •  T'  — 1  12900000! 


Le  premier  membre  de  cette  équation  est  donné  par  les  observations 
astronomiques,  d’après  lesquelles  on  a 5 

Y '  _  3652422639659 
X  ““  295305885391 

(Voyez  pages  256  et  3 1 8  du  second  volume  de  l’Astronomie  de 
Delambre ):  mais  si  Ion  veut  exprimer  ce  rapport  plus  simplement  et 
avec  un  peu  moins  de  précision,  il  faut  réduire  cette  fraction  en 
fraction  continue ,  et  former  la  suite  des  fractions  convergentes  :  voici 
ces  fractions  avec  les  quotients  correspondans  : 
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1 

0  9 

12 

1  ? 

25  37 

2  ’  T  ’ 

99 

8  9 

ïï?  ,  «M  4366 

**  I®  ’  334  ’  353  > 

1 

8497 

687  > 

4 

12863 

1040 

5 

59949 

’  4847  > 

3 

312608 
25275  3 

1  3 

l97773  4310381  4928916 

86672  >  1Ô594T  >  398513  » 

18 

6239297 

504460 

> 

9 

117236262 
9478793  ’ 

i 

1061365655 

85813597" 

5 

«78601917  6954375240 

95292390  >  Ï6227S54T  > 

8132977157 

657567937 


^28784726051 
1®77Ï5833‘  ? 


81353306711 

2534979358 


418083168234 
33802884371  > 


394862838G8 

3192547295 


646867894285 

s^oüëôcmîr 


189298442183 

15305168538 


86o2422d39659 
29580588539T * 


J:  7tième  ^  C6S  fraCti°ns  convergentes,  c’est-à-dire  f  nous  pré- 

Ie  raPport  de  Melon,  et  la  neuvième  4366  r  .  , 

du  «PPort  „„’//•  !  ’  W’  CSt  fort  aPPr°chante 

U  qu Hipparque  a  substitué  à  celui  de  Melon-,  car  on  a 


(il)  .  .  Kl  __  4366  __  4366  x  345  _  1506270 
V  353  345  x  353  ""345  x  353  : 


4267.^ 

3o3  4267,054 


-  ooo  345  x  353  345  x  353  345  =  ’  345  * 

Au  TGSfp 

que  l’année  ,Ur  -r°UVer  J6  de  Mét0n’  11  “’est  Pas  nécessaire 

avec  u  v  10P1(Iue  et  le  mois  lunaire  synodique  soient  déterminés 
une  tiesr- grande  précision.  En  prenant,  par  exemple,  il  — 36525 

et  réduisnnt  r  9  x  2953 

de  quotient  rapport  en  fraction  continue  on  obtient  cette  suite 
s  et  de  fractions  convergentes,  savoir 

12  2 

1  12  ‘  *2  2  7  2  1  6 

0  ’  T  >  ”,  Ç,  ",  ™ ,  1™  «»  w  «e» 

Tome  I  ”  301  ’  442’ 


«67  36535 

442  »  2953  ’ 


IOO 
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97.  Si  nous  supposons  parfaitement  uniforme  le  mouvement  de  la 
Lune  et  celui  du  noeud  ascendant  de  son  orbite,  on  aura,  en  nom¬ 
mant  X'  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  à  ce 
noeud,  +  i)rcJT  =  36o°j  d’où  l’on  tire 

(12)  . .  a  =  —  =x.— . 

Soit  X "  la  durée  moyenne  du  mois  lunaire  par  rapport  au  périgée  5 
on  aura  de  même  l’équation  nX”—  (1  —  c)/iX"  =  36o°,  qui  donne 


/  _ 36o°  36o°  I  — *  Ttx  y  I  “Wi 

[io)  .  .  A  =  ~^r  —  ^  •  T-* 

En  nommant  Jif'"  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  du 
noeud,  on  aura  l’équation  nX"'(g—  i)  =  36o°$  d’où  l’on  tire 

t  ynt 36o°  36o°  i  — m y  1  — m 

V^/  *  *  n(g-  1)  n (1 — m)'  g — i  *  g  —  i 


Nous  avons  (Voyez  pages  483,  606) 

m  =  0,07480  i3o  5  g*  —  1  =0,004021595  j  1 — c  =  o,oo845oo56. 

H  suit  de  là  que  , 

1  -m _  92519870  x-m __ 92519870  # 

g  ""  100402159  ’  c  99154994  ’ 

ce  qui  donne 

X  100402159  .  X  __  99154994 

92519870  *  X,,m~  92519870* 


En  réduisant  ces  fractions  en  fraction  continue  on  aura  cette  suite 
de  quotients  et  de  fractions  convergentes  : 
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*  Il  ï  2 

1  1  12  13 

o  ’  P  il  >  ï2 5 

5  i  t 

29233  161170  190403 

26938  ’  148517  ’  175455'  > 


X'  * 

1  4  3 

38  51  242 

35  9  47  >  223  j 

6  I 

351573  2299841 

323972  9  2119287  9 


79 1 


18  i 

777  14228 

716  ’  13111  ? 

37 

2651414  100402159 

2443259  >  92519870  * 


I 

15005 
13827  ’ 


1 

0  ’ 


i3  i  ï6 

1  14  15 

1  9  13  9  Ï4  9 


JC”* 


i  5 

254  269 

237  >  25l  1 


2  i 

1599  3467 

1492  9  3235  9 


3 

5066 
4727  ’ 


2  2  4 

13665  42396  103457 

17416  9  39559  9  96534”  9 


4  8 

456224  1928353 

425695  9  1799314  9 


3 

15883048 
148202U7  9 


99154994 
92519870 ' 


Sur  cela  je  remarque,  qu’en  prenant  — , 
par  5  les  deux  termes  de  cette  fraction 


29233 

26938?  on  aura,  en  divisant 


x_ 

X • 


5846. | 
5387.  t’ 

o 


et  qu’en  prenant 


x_  _  190403 
X'  —  175455 


190403  x  5458 

175455  x  5458  9  011  aura 


(.5) 


17J0Ç4 

17S455 


$458 


sou  X'y  la  durée  moyenne  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune 
nous  avons  nX"'=36o°,  ou  bien 
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Mais  36o°=n'Yÿ  partant 

X"'=±Y=mY, 

d'où  Ton  tire 

501  ) 

r  m-\l  129600001  • 

Nous  avons  aussi  ; 

■VI  y  y 

partant  —  =  (i  —  ou  bien 

y  _  I  r'_  1 

Xrr 

Donc  en  prenant 


on  aura 

(  ;  .  .  .  XIK  0,92519870  2  j04- 

L  équation  (i3)  donne  ^=--1--.^.  ainsi  on  a 

345.  Y’  c  /  y  n  19  \ 

§5j)=cx46i2,o4; 

d’où  Ton  tire 

t  \  345 . r 

C1?)  *  •  •  Jpr~  =46i  2,o4  —  (i — c) .461  2,04  =  4573,07. 

Les  équations  (11),  (i5),  (16)  et  (17)  fournissent  les  résultats 
d  Hipparque  cités  par  Laplace  dans  la  page  282  du  second  volume 
du  Système  du  Monde  (cinquième  édition).  Par  la  manière  même 
dont  ils  sont  ici  retrouvés,  on  conçoit,  quils  n’ont  lieu  qu’à  l’égard 
des  moyens  mouvements  proprement  dits,  et  abstraction  faite  des 
inégalités  séculaires  qu’ils  renferment. 


-m  X  0,92519870  X  * 


r 

X 


4267.— 
_  353 

~~  345  > 


CHAPITRE  COMPLÉMENTAIRE 


793 


Note  sur  la  page  225  du  second  volume. 

Dans  la  valeur  de  ||«  _ V  (  -,  .  , 

i  2  1  2  *1  ^  ut ,  J  J  tt'  d  y  a  aussi  les  deux 


termes 


cos  cv  e 


(32 mi'')-+-coscv  e{— 


donné.  p.rUn.uldpW  n.on.cW /(_}),  m.i,  i! .« dé„i..n, 
A'ote  sur  la  page  du  second  volume. 
deuIaZesUr’  C6tte  eXPreSSi°D  d@  d0it  aUSsi  fermer  les 

S7‘(  3"2e‘-àTOv'+^mô'‘) 

qui  se  détruisent. 


cosc'mv 

9 

4 

cos  c'mv  e’  y*  | 

f  n 
k  4 

Note  sur  la  page  10  du  troisième  volume. 


Depuis  l’impression  de  celte  page,  la  correction 

au  coefficient-  2  5ax 

ent  A - ,  a  paru  dans  la  C.” 

1  année  i832  (Voyez  page  93  des  Additions). 


qu  on  doit  faire 
des  Tems  pour 


Note  sur  la  page  ti8  du  troisième  volume. 

D  faut  supprimer  les  deux  termes 

Z^o+c'mo  lEo—dmv  £'(|m') 

poses  dans  la  quatrième  ligne  (en  remontant). 
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Note  sur  la  page  797  du  troisième  volume. 

Il  faut  oter  le  terme  +  posé  dans  cinquième 

(en  remontant). 


FIN  DU  PREMIER  VOLUME. 


V.  Botto  Rev.  Arciv. 


Si  permette  la  stampa 
forint)  il  28  di  dicernbre  i83 


